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AVERTISSEMENT  DE  L’AUTEUR. 


L’ensemble  de  ce  traité  n’exige  strictement  d'autres 
connaissances  préalables  que  celles  qu’on  peut  aisément 
acquérir  en  une  première  année  d’études  mathématiques 
convenablement  dirigées , comprenant  successivement  ; 
1°  quinze  leçons  environ  sur  l'arithmétique  proprement 
dite;  2°  trente  leçons  sur  la  partie  vraiment  usuelle  de 
l’algèbre , composée  de  l’examen  complet  des  deux  pre- 
miers degrés , de  la  formule  du  binôme , du  calcul  des 
radicaux , de  la  théorie  des  deux  progressions  les  plus 
simples,  et  de  la  théorie  des  logarithmes , complétée  par  la 
résolution  des  équations  exponentielles  correspondantes  ; 
3°  trente  leçons  sur  la  géométrie  élémentaire  , judicieuse- 
ment assistée  du  calcul  algébrique  dans  les  cas  qui  le  récla- 
ment naturellement  ; quinze  leçons  sur  la  trigonométrie 
complète , sans  excepter  la  résolution  des  triangles  sphé- 
riques; 5°  dix  leçons  sur  les  éléments  de  la  géométrie 
descriptive;  6°  enfin  , vingt  leçons  sur  la  statique  élémen- 
taire. Ces  deux  dernières  parties  ne  sont  même  ici  qu'ac- 
cessoirement  supposées  : l’une,  soit  pour  certaines  formules 
de  langage  qui  m’ont  paru  propres  à éclaircir  le  discours, 
soit,  surtout,  par  l’aptitude  qu’elle  développe  à spéculer 
nettement  dans  l’espace  ; l’autre  , envers  quelques  notions 
accessoires,  encore  moins  indispensables.  Une  très-active 
pratique  journalière  de  l’ensemble  de  l'enseignement  ma- 
thématique, individuel  ou  collectif,  continuée  sans  inter- 
ruption depuis  l’année  1816,  m’autorise  à prononcer  qu’un 
tel  préambule  suffit  pleinement  à une  étude  satisfaisante 
de  la  géométrie  analytique , quand  on  s'y  borne  aux 
théories  vraiment  accessibles  à l'analyse  ordinaire.  Chaque 
nouvelle  année  d’expérience  me  confirme  davantage  dans 
la  conviction  qu'il  y a beaucoup  plus  d’utilité  didactique  à 
retirer  d'une  lumineuse  application  de  cette  étude  géomé- 
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trique  à celle  de  l'algèbre  supérieure  , que  de  la  réaction 
secondaire  de  celle-ci  sur  certaines  parties  de  la  première, 
réaction  qui  doit  d’ailleurs  (inalement  résulter  d'une  judi-  . 
cieuse  révision  générale,  dont  aucun  mode  d’enseignement 
ne  saurait  dispenser.  Non-seulement,  les  intelligences 
ordinaires  n’ont  pas,  à mes  yeux  , besoin  d’une  prépara-  ( 
tion  plus  étendue  que  celle  ci-dessus  détinie , afin  de  suivre 
avec  fruit  les  leçons  des  professeurs  qui  me  feraient  l'hou- 
neur  de  prendre  ce  traité  pour  guide  ; mais  j’ose  même 
assurer  que  cette  initiation  sulTirait  aussi  aux  esprits 
heureusement  organisés  qui  voudraient  isolément  étudier 
ici  la  géométrie  analytique  , sans  aucun  secours  étranger. 

Ce  petit  ouvrage  rteulte  d’une  sorte  de  loisir  très-passager 
dû  à l'intermittence  philosophique  qui  devait  naturellement 
avoir  lieu  chez  moi  entre  la  récente  terminaison  de  mon 
système  fondamental  de  philosophie  positive  et  le  prochain 
début  des  grands  travaux  dont  j’y  ai  posé  les  bases.  Tous 
ceux  qui  savent  combien  je  me  suis  activement  occupé  . 
pendant  un  quart  de  siècle,  à régénérer  l’ensemble  de 
l’enseignement  mathématique , en  connexité  spontanée 
avec  l’élaboration  générale  à laquelle  j’ai  consacré  ma  vie, 
m’avaient  depuis  longtemps  sollicité  de  publier  au  moins 
la  partie  de  mes  leçons  qui  se  rapporte  aux  éléments  de  la 
géométrie  analytique  , comme  relative  au  degré  le  plus 
important , le  plus  difficile,  et  le  plus  imparfait  de  l’initia- 
tion mathématique  , où  l’on  peut  dire,  en  effet,  sans  au- 
cune exagération  , que,  après  deux  siècles  entiers,  l’ad- 
mirable conception  de  Descaries  n’a  pas  encore  suffisamment 
pénétré,  puisqu’il  semble  toujours  destiné  essentiellement 
à l’étude,  spéciale  des  sections  coniques.  Mais,  quelque 
honorable  que  dût  me  sembler  un  tel  vœu  , les  exigences 
supérieures  de  ma  grande  entreprise  philosophique  ma- 
vaient  constamment  interdit  jusqu’ici  la  possibilité  d’y  sa- 
tisfaire. Je  viens  de  profiter,  à cet  effet,  d’un  premier 
intervalle  disponible,  qui  peut-être  ne  se  reproduira 
jamais,  pour  écrire  ce  traité  élémentaire  pendant  les  trois 
mois  que  dure  annuellement  mon  cours  oral  de  géométrie 
analytique  dans  l’un  des  principaux  établissements  destinés 
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à la  préparation  polylcchoique,  l’iDStitntion  spéciale  fondée 
à Paris  par  M.  Lavillc. 

Outre  d'inévitables  communications  partielles,  spon- 
tanées ou  provoquées,  qui , depuis  plusieurs  années,  ont 
fuit  indirectement  pénétrer  , dans  l’enseignement  ordinaire 
de  la  géométrie  analytique,  quelques-unes  de  mes  innova- 
tions, et  indépendamment  des  indications  formelles  que 
contient , à ce  sujet . le  tome  premier  de  ma  Philosophie 
positive  , publié  en  1830 , le  plan  et  même  l’esprit  de  mon 
système  didactique  ont  été  directement  caractérisés,  en 
1836,  par  un  programme  spécial  de  l'ensemble  de  mes 
leçons  annuelles,  alors  lithographié  pour  l’usage  journalier 
de  mes  élèves , et  dont  j’ai  toujours  facilité  la  propagation 
extérieure.  La  première  moitié  de  ce  programme  est  natu- 
rellement devenue , avec  quelques  améliorations  secon- 
daires, la  table  raisonnée  des  matières  de  ce  traité  , où  elle 
peut  utilement  diriger  une  rapide  révision  générale , puis- 
que la  Gliation  de  toutes  les  idées  s’y  trouve  sudisamment 
indiquée  , ainsi  que  l’objet  propre  de  chacun  des  168  para- 
graphes dont  ce  volume  est  composé.  J'ar  pensé  qu’il  ne 
serait  point  inutile  , même  pourceux  qui  ne  connaissent  pas 
mon  enseignement  oral , de  joindre  à cette  table  la  se- 
conde moitié  d'un  tel  programme , relative  à des  leçons 
que  je  n’aurai  peut-être  jamais  la  faculté  de  publier.  Cette 
indication  caractéristique  peut  surtout  acquérir  une  véri- 
table importance  envers  l’enseignement  du  calcul  différen- 
tiel, qui  constitue  certainement , après  la  géométrie  ana- 
lytique, la  partie  la  plus  décisive  et  jusqu’ici  la  plus 
imparfaite  de  l’initiation  mathématique  : le  plan  et  l'esprit 
des  leçons  que  je  (is,  sur  ce  sujet , à l'École  polytechnique, 
en  1836 , se  trouvent  ainsi  suffisaiULient  appréciables.  On 
peut,  en  un  mot ,- regarder  l'ensemble  de  ce  programme 
comme  donnant  une  juste  idée  générale  de  la  destination 
propre  à chacune  des  ccul  vingt  leçons  que  je  fais  annuel-'^ 
lement,  du  l*^^  novembre  au  1<^'  mai,  dans  l'établissement 
ci-dessus  désigné. 

La  publication  actuelle  comportera  , j'espère  , une  cer- 
taine ellicacité  individuelle  , soit  pour  offrir  une  direction 
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systématique  à la  tendance  instinctive  de  quelques  jeunes 
intelligences  à se  dégager  suffisamment  d’une  désastreuse 
routine  scolastique,  soit 'aussi  pour  seconder  les  efforls 
spontanés  de  quelques  judicieux  professeurs  qui  sentent 
dignement  la  nécessité  de  régénérer  un  ordre  d'études  où  , 
malgré  tous  ses  inconvénients  naturels  et  ses  vices  acciden- 
tels , il  faut  certainement  voir  , sous  le  double  aspect  logi- 
que et  scientiüquc,  le  premier  degré  indispensable  de  toute 
initiation  graduelle  à une  saine  pbilosophie  générale.  Mais'j 
ù cela  prés , mon  appréciation  approfondie  de  notre  situa- 
tion intellectuelle  ne  me  permet  aucunement  de  penser 
que  cette  tentative  partielle  et  isolée  puisse  aujourd'hui 
suffire  à neutraliser  les  déplorables  influences  didactiques 
inhérentes  à tout  notre  régime  scientifique , dont  les  dan- 
gers se  trouvent  naturellement  plus  prononcés  en  mathé- 
matique qiie  partout  ailleurs,  en  vertu  de  l’indépendance 
plus  complète  qui  caractérise  ces  spéculations  préliminaires, 
où  l’empirisme  dispersif  et  l’aversion  des  vues  d'ensemble 
devaient,  en  ce  siècle,  plus  spécialement  prévaloir, 
comme  je  l’ai  pleinement  établi  dans  mon  grand  ouvrage. 
Quelque  nécessaire  que  soit  donc  devenue  déjà,  aux  yeux 
d’un  grand  nombre  de  bons  esprits,  surtout  en  France,  la 
rénovation  radicale  de  cette  phase  initiale  de  l'éducation 
positive,  qui  réalise  si  rarement  jusqu’ici  son  éminente 
aptitude  logique,  je  connais  mieux  que  personne  l'intime 
solidarité  qui  rattache  désormais  une  telle  régénération  a 
tous  les  autres  besoins  essentiels  de  la  raison  humaine  , de 
manière  à ne  pouvoir  être  suffisamment  accomplie  que 
sous  l’ascendant  ultérieur  d’une  nouvelle  philosophie  gé- 
nérale , émanée  enfin  de  la  science  elle-même  , conformé- 
ment au  but  invariable  de  tous  mes  travaux  quelconques. 
C’est  seulement  ainsi  que  pourra  graduellement  prévaloir 
le  véritable  esprit  d’ensemble,  sans  lequel  aucun  enseigne- 
ment ne  saurait  être  convenablement  dirigé. 

Foules  essentielles  à corriger. 

Page  32 , ligne  32 , au  lieu  de  . tr<»-aigu , lisez  ; très-obiu>. 

Page  A12,  ligne  10,  au  lieu  de  ; trois  intersections,  lises  - une  seule  inter- 
section. 
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GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


PREMIÈRE  PARTIE, 

INTRODüGTION  GÉNÉRALE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Nouons  foodamenuln. 

1.  /.a  géométrie  analytique,  telle  que  Oescartes  l’a  fondée, 
est  cssentiellomenl  destinée  à généraliser  le  plus  possible  les 
diverses  théories  géométriques , d’après  leur  intime  subordina- 
tion à des  conceptions  analytiques,  en  s^i^pltant  les  différentes 
questions  à autant  de  méthodes  uniformes,  nécessairement 
applicables  à toutes  les  figures  convenablement  définies;  soit 
qu’on  se  borne  à.  la  géométrie  plane,  qui  doit  ici  constituer' 
notre  première  et  principale  étude,  soit  que  l’on  considère, 
comme  nous  le  ferons  ensuite,  des  surfaces  quelconques. 
Pour  mieux  apprécier  celte  destination  caractéristique,  il  faut  ' 
d’abord  rcconnaitre  que  la  plupart  des  recherches  géomé- 
triques , et  surtout  les  plus  importantes , quoique  le  plus  sou- 
vent limitées  primitivement  à certaines  figures , convicuneiil 
également,  par  leur  nature,  à toutes  les  formes  imaginables 
de  ligne  ou  de  surface.  Tdle  est  évidemment , par  exemple , 
la  détermination  des  tangentes,  pareillement  essentielle  envers 
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toutes  les  courbes , comme  servant  de  base  à leur  comparaison 
avec  un  système  convenable  de  droites.  Il  en  est  certainement 
de  môme  à l’égard  des  qviestibns  directement  relatives  à la  me- 
sure de  l’étendue,  et  qui  constitnentlobjct  final  des  spéculations 
géométriques  ; soit  qu’il  s’agisse  d’estimer  la  longueur  d’une 
courbe,  ou  l’aire  qu’elle  termine,  ou  le  volume  qu’engendre 
sa  rotation  , etc.,  il  n’y  a pas  de  i'orme  qui  no  doive  donner  lieu 
il  une  semblable  recherche.  Les  questions  miment  limitées  à 
certaines  figures , et  qui  ne  comportent  pas  de  généraysation 
réelle,  n’ollrcnt  presque  jamais  qu’un  intérêt  très-secondaire, 
à moins  qu’elles  ne  constituent , comme  il  arrive  souvent , de 
simples  modifications  partirulièfes  d’une  considération  pleine- 
ment générale  (').  Celte  géiicralilé  spontanée  des  principales 
rceliordics  géométriques  étant  ainsi  nettement  reconnue , elle 
doit  naturellement  faire  désirer  une  équivalente  généralité 
dans  les  méthodes  correspondantes.  Or,  telle  est  surtout  l’im- 
mense supériorité  de  la  géométrie  moderne,  oonsHtnée  à l’état 

K * 

analyliqao  par  la  conception  fomlamcntale  de  Descartes.  Avant 
celle  rénovation  décisive , losqucsiions  géométriques  ne  com- 
portaient , en  elTotPtjne  des  solutions  spéciales , où  le  même 
problème  devait  être  résolu  de  nouveau  dans  tous  les  cas 
connus,  sans  qu’on  pût  utiliser  en  aucune  manière,  faute  d’une 
appréciation  ilirecte  cl  abstraite,  ce  qui  leur  était  nécessaire- 
ment commun.  l*ar  exemple,  les  moyens  qu’employait  la  géo- 
métrie ancienne  pour  mener  les  tangentes  aux.  sections  coniques 


(•)  Dans  l’élat  présent  île  la  géométrie , cette  remarque  ne  rencontre  peut- 
etre  d’exception  importante  qu’envers  ta  seule  théorie  des  foyers,  que  nous 
reconnaîtrons  être  vraiment  bornée  aux  sections  coniques,  sans  admettre , à 
l’égard  de  toute  autre  courbe,  aucun  équivalent  effectif.  Mais , même  en  ce 
cas , malgré  la  spécialité  naturelle  d’un  tel  sujet , son  extension  directe  A trois 
courbes  d’ailleurs  fort  distinctes  y doit  faire  attacher  presque  autant  de  prix  i ^ 
une  convenable  généralité  de  métiiode , qqc  si  cette  recherche  pouvait  s'étendre 
A des  lignes  quelconques. 

• I * 
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ne  servaienl  nullement , si  ce  n’est  comme  exercice  logique , 

à faciliter  cette  recherche  envers  la  cissoïde,  la  spirale,  la 
cyclnïde,  etc.,  dont  chacune  a ultérieurement  exigé,  à cet 
égard , de  nouveaux  efforts  tonjoin^  particuliers , jusqu’à  ce 
que  l’analyse  cartésienne  ait  enfin  élevé  le  système  des  spécula- 
tions géométriques  à son  véritable  état  philosophique , en  y 
instituant  une  harmonie  durable  entre  l'étendue  des  méthodes 
et  celle  des  questions. 

Cette  grande  conception  ayant  jusqu’ici  Irop'peu  pénétré  d ms 
l’enseignement  ordinaire,  la  géométrie  analytique  n’y  eslcom- 
munément  appréciée  que  comme  propre  à préschter  l’étude  dos 
sections  coniques  sous  une  nouvelle  forme , dont  la  supériorité 
eflifctive , si  on  devait  se  borner  à un  tel  cas , serait  assurément 
très-contestable.  Mais , quelque  vicieuse  que  soit  une  exposition 
où  les  méthodes  géométriques  adhérent  trop  étroitement  aux 
cas  particuliers  qu’on  y a eus  trop  exclusivement  en  vue,  elle 
ne  saurait  altérer  l’entière  généralité  qui  caractérise  sponta- 
nément les  théories  analytiques,  et  que  je  m’efforcerai  ici  de 
faire  directement  ressortir,  comme  constituant  leur  principale 
valeur,  à la  fois  scientifique  et  logique.  Dans  l’ancienne  géomé-* 
trie , aucune  question  ne  pouvait  jamais  être  vraiment  épuisée, 
puisqu’il  restait  toujours  à y traiter  une  infinité  de  nouveaux 
cas,  exigeant  souvent  d’aussi  grands  efforts  que  pour  l’institu- 
tion d’un  nouvel  ordre  de  redierches.  La  géométrie  cartésienne, 
au  contraire,  instituant  une  meilleure  écdnomio  de  nos  forces  ' 
spéculatives,  ne  regarde ^comme  vraiment  importante  que  là 
création  de  nouvelles*  méthodes  générales,  applicables  à des 
sujets  encore  fnlacts , et  dont  la  spécialisation  envers  certaines 
formes  ne  peut  plus  offrir  que  des  difficultés  secondaires. 

2.  Suivant  une  telle  appréciation,  ce  système  final  de 
science  géométrique  devrait  être  rationnellement  désigné  par 
la  dénomination  de  géométrie  jéneru/e,  comme  je  l’ai  proposé. 
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depuis  lonf^lcnips , dans  le  tome  premier  de  mun  Système  de 
philosophie  positive.  Mais,  vu  la  haute  imporlaucc qu’on  düil 
toujours  attacher,  surtout  pour  l'euscignement  élémentaire,  à 
conserver,  autant  que  possible,  les  expressions  consacrées,  à 
moins  qu'elles  ne  soient  radicalement  impropres , je  crois  de- 
voir ici  employer  habiluellemeiit  la  qualification  ordinaire  de 
géométrie  analytique , en  écartant  toutefois  avec  soin  le  titre 
trop  imparfait , et  malheureusement  encore  plus  usité , d’appli- 
cation de  l’algèbre  à la  géométrie.  En  expliquant  convenable- 
ment cette  dénomination  d’analytique,  on  y peut  voir,  en  efl'et, 
le  résumé  de  l*cuscmble  des  attributs  qui  caractérisent  la  uoh- 
vellc  géométrie , quoique  une  telle  désignation  ne  se  rapporte 
spontanément  qu’à  la  nature  des  moyens  employés  , sans  rap- 
p<-ler  suffisamment  l'appréciation  du  but , qui  n’est  ainsi  indi- 
qué que  d'une  manière  indirecte , d'après  son  harmonie  intime 
et  nécessaire  avec  la  marche  annoncée.  L espèce  d'équivoque 
qui  s'attache  naturellement  au  mut  analyse  et  à ses  divers  déri- 
vés, suivant  qu’un  l'envisage  dans  sa  spéciale  acception  mathé- 
matique ou  dans  son  universelle  signiticaliou  logique,  ne  sau- 
rait même  empêcher  une  semblable  destination  ; car  il  est  aisé  de 
reœnnaitre,  en  principe,  comme  le  développement  de  la  science 
nous  le  féru  de  plus  eu  plus  sentir,  que  les  méthodes  propres 
à cette  généralisation  finale  des  théoric‘s  géométriques  doivent 
être  éminemment  analytiques,  selon  les  deux  sens  de  ce  terme. 

En  considérant  d’abord  le  sens  spécial,  qui  s’étend  à l’en- 
.semlile  de  la  mathématique  abstraite , il  est  certain  que  les 
théories  géométriques  im>  peuvent  être  cçiivenablemeut  généra- 
lisées que  d'apriis  des  conceptions  analytiques , puisque  la  par-  ■ , 

tie  abstraite  de  chaque  question  est,  au  fond,  la  seule  qui  soit 
sosceptihle,  à l’aide  d’un  judicieux  isolement,  d’une  solution 
Vraiment  uniforme,  en  tant  que  seule  réellement  commune  à • 
toutes  U‘s  ngures  imaginables  Soit  qu’on  envisage  la  détermi- 

I 
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iKiiioM  (les  langentcs  ou  celle  des  quadraltires,  clc. , on  recbn- 
i).iU  aist-nienl  que , les  rôsaUals  devant  ru'cessaireincnt  différer 
dans  les  diverses  courbes,  aucune  autre  voie  que  celte  de  l’a- 
nalyse ne  pourrait  suffisamment  séparer  et  convenablement 
traiter  ce  que  le  sujet  offre  d’essentiellement  uniforme  au  milieu 
d’une  inévitable  diversité.  Cette  aptitude  naturelle  des  concep- 
tions analytiques  peut  même  s’étendre  jusqu’à  indiquer  de  pré- 
ci(m\  rapprochements  entre  des  questions  générales  vraiment 
■ distinctes  j ce  qui  constitue  assurément  la  plus  haute  généralisa-  , 
' _ lion  possible , que  nulle  autre  marche  ne  saurait  peiancttre.  Les 
géomètres  ont  ainsi  découvert , par  exemple,  dès  l’origine  d<r 
la  géométrie  analytique,  comme  je  l’expliquerai  en  son  lieu, 
l’identité  fondamentale  des  diverses  recherches  relatives  à la 
mesure  de  l’étendue , et  qui  peuvent  désormais  se  transformer 
les  unes  dans  les  autres,  suit  qu’il  s’agisse  de  rectifications  ou 

‘ de  quadratures,  ou  même  de  cubatures;  c’est  d’après  une  corn- 
\ 

mnne  appréciation  analytique  que  pouvaient  seulement  être 
saisies  des  relations  aussi  remarquables , très-propres  an  perfec- 
tionnement mutuel  (le  ces  différentes  éludes.  Sous  ce  premier 
itsf)ect  fondamental,  la  géométrie  générale  est  donc  lrés-joste>- 
. ment  qualifiée  d’analytique. 

Mais  il  ne  faut  pas  que,  suivant  nue  leiidauce  trop  com- 
mune, cet  usage  pleinement  l^ilime  conduise,  eu  prenant  la 
forme  pour  le  fond,  àinœrporer  vici(nisement à la  vraie  géo- 
métrie analytique  des  spéculations  qui  ne  sauraienf^ni  appar- 
tenir, parce  qu’elles  n’offrent  point  la  généralité  qui  seule  la 
caractérise  essentiellement,  quelque  étendu  et  même  indispen- 
sable que  puisse  y être  d’ailleurs  l’emploi  du  calcul  algébrique. 
C'est  ainsi  qne  tant  de  géomètres  ont  si  vainement  contesté  i 
Descartes  roriginalité  de  sa  grande  rénovation , sous  prétexte 
• que,  longtedips  avant  loi,  l’algèbre  avait  déjà  fourni  certaines 
solutions  géométriques.  On  voit  aussi,' d’après  la  même  mé- 
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prise,  aonexer  (rup  suuvcnt  encore  à la  géumélric  analytique 
la  simple  trigonumélric , malgré  le  judicieux  exemple  de 
Legendre,  qui,  suivanl  une  irrécusable  indication  bistoiiquc, 
l avait  laissée  à la  suite  de  la  géométrie  élémentaire , dont  elle 
constitue  éTidemment  l’inséparable  complément,  en  tant  que 
pareillement  relative  à un  problème  purement  spécial,  quoique 
d'ailleurs  d'une  importance  capitale.  Une  telle  confusion,  qui 
semble  dogmatiquement  consacrée  encore  d’après  une  vicieuse 
division  scolastique  entre  les  problèmes  déterminés  et  les  pro- 
blèmes indéterminés  (comme  si  toutes  les  questions  géométri- 
ques n'étaient  pas,  ciiacune  selon  sou  genre,  nécessairement  dé- 
terminées, suit  qu’on  y cherche  un  point,  une  ligne  ou  même  une 
surface),  s’oppose  radicalement  à toute  saine  appréciation  du  vé- 
ritable esprit  de  la  géométrie  analytique.  11  serait  même  impossi- 
ble de  la  distinguer  ainsi  de  l’ancienne  géoraélrie,  où  l’un  emploie 
aussi,  presque  dés  les  premiers  pas , le  calcul  algébrique , quoi- 
(]uc  son  oilice  y suit  ordinairement  moins  étendu,  et  qu’il  y soit 
surtout  appliqué  sous  des  formes  beaucoup  moins  convenables, 
d’apres  la  théorie  des  proportions,  qui  y constitue,  comme  pro- 
cédé logique,  l’équivalent  Irés-imparfail  de  notre  algèbre  ac- 
tuelle. Nous  aurons  fréquemment  occasion  dcrcconuallrc,  con- 
trairement ù celte  grossière  opinion,  que  des  théories  géométri- 
ques peuvent  être  éminemment  analytiques  malgré  que  le  calcul 
y intervienne  fort  peu , tandis  que  d’autres  spéculations,  où  il  a 
beaucoup  de  part,  ne  méritent  nullement  une  telle  qualilicaliun. 

Si  i’ou  passe  maintenant  à la  seconde  acception  scienlillquc 
du  mol  analyse  cl  de  ses  dérivés,  eonformémeul  à l’usage  uni- 
versel et  à l’explication  étymologique,  une  appréciation  encore 
trop  uiécouauc  peut  faire  aisément  sentir  que,  à ce  nouveau 
titre,  la  géométrie  générale  doit  être  éminemment  analytique, 
c’est-à-dire  procéder  par  décomposition.  Car  les  questions  n’y 
étant  presque  jamais  composées  que  d nu  très-|io[il  nombre 
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d'élùuiL‘n(s  uilirormes,  dont  les  diverses  œmbinuisuns  ofleclives 
sont,  au  contraire,  exlri'menicnl  lUuUipli ‘cs , la  généralité  dés 
solutions  ne  peut  y être  obtenue  que  d’après  la  séparation  abs- 
traite des  dilTerentcs  conditions  élémentaires,  seul's  suscep- 
tibles d’étre  traib'cs,  chacune  à part,  sous  un  jwint  de  vue  gé- 
néral." Au  contraire,  l'esprit  de  la  géométrie^ancienne  était 
toujours  Ciseuticllement  syntliétique,  et  par  suite  spécial,  puis- 
que les  diverses  conditions  de  chaque  problème  y restaient  en-, 
visagées  surtout  dans  leur  ensemble,  malgré  l’usage  accessoire 
de  ce  qu’ou  avait  nommé  l’analyse  géométrique,  qui  toutefois 
doit  être  historiquciucnt  envisagée  comme  un  premier  achemi- 
nement logique  vers  le  système  moderne,  quoi(|uo  l'absence 
des  conceptions  algébriques , qui  seules  permettent  de  fixer  une 
telle  séparatiou  et  d’en  jwursuivre  les  conséquences,  dût  pri- 
ver cette  marche,  plus  prônée  que  pratiquée  chez  les  géomètres 
grecs,  de  sa  principale  efficacité. 

. Cette  double  appréciatioq  conduit  à sentir  que  la  nouvellOf 
méthode  géométrique  instituée  par  Descartes  a pour  caractère 
essentiel,  eu  isolant  chaque  condition  d'uu  ])roblémc,  de  l’assu. 
jettir  à une  solution  pleiuemenl  générale,  d'après  une  conve- 
nable réduction  du  concret  à l ahstrait.  La  qualification  d'o/ia- 
lylique  a surtout  le  mérite  de  rappeler,  à ceux  du  moins  qui  s’en 
forment  une  juste  idée , un  tel  esprit  fondameutal,  que  je  ferai 
soigueusemeul  ressortir  ou  toute  occasion  opportune. 

D’àprés  les  iildications  précédentes,  la  révolution  radicale' 
opérée  dans  lu  système  des  études  géométriques  |)ar  ravéne- 
meut  de  la  géomolrie  analytique  doit  être  regardée  comme  l’é- 
poque la  plus  décisive  pour  le  dévelojipemeut  total  do  cette 
science,  dont  la  coustituH'on  philosophique  était  jusqu’alors  si 
insuffisante  et  si  précaire,  malgré  d'admii  ables  découvertes  spé- 
ciales. Mais , eu  outre,  il  y faut  même  recomiaitre  le  pas  le  plus 
décisif  que  pût  jamais  faire  rcusemblc  des  sj)vculatioas  mathé- 
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matiques,  aossi  bien  abstraites  que  concrèles.  Car,  suivant  nnc  - 
réaction  nécessaire,  ce  rapprochement  fondamental  entre  les 
notions  géométriques  et  les  conceptions  algébriques,  quoique 
n'ayant  été  d’abord  institué  qu’en  vue  de  perfectionner  la  géo- 
métrie,, qui  a (pit  ainsi,  depuis  deuil  siècles,  plus  de  progrès 
réels  que  pendant  la  longue  suite  de  tous  les  siècles  antérieurs, 
a été  peut-être  encore  plus  favorable  au  perfectionnement  de 
l’analyse  mathématique,  dont  les  plus  poissantes  créations 
sont,  en  effet,  dues  à cette  heureuse  influence  logique.  Non- 
seulement  les  reohert^cs  analytiques  ont  ainsi  trouvé  spontané- 
ment à la  fois  une  alimentation  inépuisable  et  une  intéressante 
destination,  sans  lesquelles  la  répugnance  naturelle  de  l’esprit 
humain  pour  les  abstractions  trop  indéterminées  en  eût  rendu 
le  progrès  extrêmement  lent  et  d’ailleurs  presque  stérile;  mais, 
de  plus,  suivant  une  influence  plus  spéciale  et  plus  profonde, 
l’intervention  des  considérations  géométriques  parmi  les  spécu- 
’lations  analytiques  y a souvent  suggère  directement  d’heureuses 
inspirations  fondamentales , comme  l’ensemble  dos  saines  études  • 
mathématiques  le  constate  si  hautement  aujourd’hui.  Une  telle 
réaction  scientifique  est  essentiellement  propre  à la  géométrie, 
qui , à ce  titre , ne  cessera  jamais  de  constituer  la  principale 
partie  de  la  science  mathématique.  La  mécanique  rationnelle, 
quoique  aussi  éminemment  analytique  que  la  géométrie,  est 
d’une  nature  trop  compliquée  pour  comporter  une  sc'inblable 
influence.  Elle  a,  sans  doute,  pareillement  fourni  à l’analyse  un 
nouveau  champ  et  une  nouvelle  destination , mais  non  pas  de 
nouvelles  lumières.  Bien  que  les  équations  abstraites  puissent 
être  conçues,  sans  doute,  comme  représentées  pardesmouve- 
mcDS  tout  autant  que  par  des  figures , cette  interprétation  trop 
pénible  ne  saurait  devenir  la  source  d’aucune  véritable  indica- 
tion analytique.  AÎ'  c;.:, 

• • » * 

(cinformèuicnt  à la  similitude  necessaire  qui,  pour  l’esprit 
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humain , doit  évidemment  exister,  en  tons  genres , entre  la  » 
marche  essentielle  de  l’éducation  individuelle  et  celle  de  l’évo- 
lution collective , l’étude  de  la  géométrie  analytique  doit  aussi 
'constituer  naturellement  la  phase  la  plus  décisive,  et  par 
suite  la  plus  diflicile , de  chaque  initiation  mathématique.  Les 
notions  élémentaires  de  la  géométrie  et  les  conceptions  rudi- 
m('ntaires  de'  l’algèbre , qui  jusqu’alors  avaient  dû  sembler 
tout  à fait  indépendantes  les  unes  des  autres,  et  même  radica- 
lement hétérogènes , malgré  quelques  relations  spéciales , con- 
tractent, dès  ce  moment,  tiPc  alliance  intime  cl  indissoluble, 
première  base  de  leur  commune  extension , et  qui  tend  de  plus 
cil  plus  à faire  concevoir  l’ensemble , autrement  incohérent , 
des  spéculations  mathématiques  comme  susceptible  d’une  véri-  . 
table  unité,  .\ucune  autre  partie  de  renseignement  mathéma- 
tique ne  saurait  donc  mériter  autant  la  sollicitude  rationnelle 
des  professeurs  et  l’active  attention  des  élèves. 

4.  Pour  procéder  convenablement  à l’exposition  directe  de 
la  couceptiou  fondamentale  d’après  laquelle  lK>scartcs  a constir 
tué  la  géométrie  analytique,  il  faut  d’abord  expliquer  une 
iic'thode  préliminaire , où  ce  grand  philosoplie  n’a  eu  esseti- 
tidleinent  qu’à  systématiser  les  inspirations  spontanées  de  la 
raison  commune,  et  sans  laquelle  la' transformation  radicale 
des  considérations  géométriques  en  considérations  analytiques  * 
n’eùt  jamais  été  possible. 

L’analyse  mathématique  ne  peut  spéculer  que  sur  des  idées 
de  grandeur  ; cependant  il  existe , en  outre , dans  la  géométrie , • 

deux  autres  catégories  logiques  , non  moins  naturelles  que  la 
première,  l’une  relative  à la  forme,  l’autre  à la  position  : il 
est  donc  préalablement  indispensable,  en  géométrie  analytique, 
de  ramener  les  pensées  de  forme  et  de  sitnation  à de  simples 
notions  de  grandeur,  seules  immédiatement  susceptibles  de 
devenir  numériques.  Or,  la  solution  générale  de  cette  diflicullc 
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préliminaire  exigé  d'abord  qu’un  la  réduise  autant  que  pos- 
sible, en  ne  s’y  occupant  que  des  idées  de  situation,  dans' 
lesquelles  on  peut  évidemment  faire  toujours  rentrer  les  idées  * 
de  forme;  puisque  la  forme  d’un  corps  quelconque , pouvant 
• résulter  constamment  de  la  disposition  mutuelle  de  ses  parties, 
sera  nécessairement  definie  d’après  la  situation  de  tous  scs 
points.  C’est  ainsi  que , dans  notre  système  de  géométrie  analy- 
tique, la  position  est  seule  immédiatement  formulée  par  nos 
éqaalions,  d’où  la  forme  peut  ensuite  ressortir  indirectement, 
à l’aide  des  combinaisons'convem^lt^S’  Uoc  telle  marche  doit, 
sans  doute,  oiïrir,  comme  nous  le  reconnaîtrons  bientôt,  . 
quelques  véritables  inconvénients , puisque  la  forme  d’un  objet 
est,  en  elle-même,  indépendante  de  sa  situation  ; mais  celte 
manière  de  procéder  n'en  est  pas  moins  inévitable  en  géométrie 
analytique,  sous  l’indispensable  réserve  des  moyens  généraux 
destinés  à permettre,  suivant  nos  explications  ultérieures,  de 
dégager  les  diverses  indications  relatives  à la  forme  des  cir- 
constances étrangères  propres  à la  seule  situation. 

Tontes  les  idées  élémentaires  de  situation  étant  naturelle- 
ment réductibles  à la  simple  position  d’un  point,  il  sutlit  donc 
d’expliquer,  à ce  sujet,  comment  ce  dernier  cas  peut  être 
ramené  à de  pures  considérations  de  grandeur.  On  y parvient 
aisément,  sous  beaucoup  de  modes  divers,  d’après  ce  qu’on 
appelle  des  systèmes  de  coordonnées , c'est-à-dire  à l’aide  des 
deux  grandeurs  géométriques,  suit  linéaires,  suit  angu- 
laires, etc.,  qui,  sur  un  plan,  déterminent,  par  leur  combi- 
naison, le  point  correspondant,  relativement  à certains  repères 
fixes  cl  communs. 

Afin  de  mieux  apprécier  cet  indispensable  artifice  clémen-  • 
taire , il  y faut  voir  la  simple  généralisation  philosophique  du 
procédé  spuntaiiéinent  suggéré  à tout  bou  esprit  par  la  uéccs- 
silé  de  définir  la  situation  d’un  point  sans  pouvoir  le  montrer,  . 
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uéccssilé  qui  coiiduil  toujours  à riaêvitablc  emploi  des  rciisei- 
{'iiemenls  numériques.  Si  le  point  propose  doit  appartenir  à 
* une  ligne  connue  d’avance  des  deux  intelligences  entre  les- 
quelles s’opère  une  telle  communication,  un  seul  du  ces  ren- 
seignements suflit  eviderament  à remplir  cette  indication,  par 
exemple  en  assignant  la  distance  plus  ou  moins  grande  du 
point  variable  à un  point  fixe  du  la  même  ligne.  Ce  cas  est 
iK^ssaircmcnt  le  plus  simple  de  tous  ceux  que  peut  offrir  la 
réduction  des  idées  de  position  aux  idées  de  grandeur:  mais  il 
importe  de  le  concevoir  disikictemeut  ; car  il  est  la  base  do 
tuas  les  autres  plus  compliques.  Quand  le  point  cherché  doit 
seulement  faire  partie  d'une  surface  donnée,  ce  qui  arrive 
toujours  en  géométrie  plane,  la  combinaison  de  deux  rcnsci- 
giiements  de  ce  genre  devient  alors  indispensable , l’un  pour 
indiquer  la  ligne  qui  doit  le  contenir,  et  l'autre  pour  l’y  distin- 
guer de  tout  le  reste  de  sa  circonférence  : la  dénomination  de 
coordonnées  rappelle  heureusement  l’ insuffisance  isolée  de  cha- 
cun des  deux  éléments  de  détermination , qui  ne  deviennent 
efficaces  que  par  leur  concours.  £uGn,  dans  le  cas  le  plus 
étendu  et  le  plus  difficile , lorsque  le  point  peut  indifféremment 
appartenir  à toutes  les  régions  do  rcjjpaco , sa  situation  ne  peut 
être  ainsi  caractérisée  qu’en  combinant  trois  de  ces  conditions 
do  grandeur,  comme  nous  le  recouuailrons  spécialement  eu  : 

géométrie  à trois  dimensions. 

Les  couples  de  coordonnées  employés,  à ceL  effet,  pour  la 
géométrie  plane,  peuvent  être  tirés  d’une  foule  de  construc- 
tions différentes , dont  il  importe  ici  de  concevoir  nettement  les 
principales.  Celle  de  toutes  qui,  sans  être,  sous  divers  aspects,  ' • > 

la  plus  naturelle , mérite  ccrtainemeul,  à tous  égards , la  pré-  » 

férence  universelle  qu’elle  a empiriquement  obtenue  dô(>  l’ori- 
gine de  la  géométrie  analytique,  consiste  à déterminer  la 
IK>sition  d'un  {>oiul  par  ses  distances  à deux  droites  Cxcs , le  ' 
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plus  souvent  rectangulaires.  Si  le  point  M {fig.  1)  doit  être  sur.  ^ 
un  plan , à des  distances  données  a et  h des  deux  axes  0\,  ^ 

il  s<Ta  évidemment  placé  à l’unique  rencontre  des  deux  parai 
léles  menée.s  à ces  axes  selon  ces  distances  respeclivos,  cl  dont 
chacune  le  con:ieiidrail  indilTéremment  d’après  la  considération 
isolée  de  la  condition  correspondante.  L’une  de  ces  coordonnées, 

MP,  qu'on  peut  utilement  supposer  verticale,  porte  habitucllç- 
ment  le  nom  d'ordonnée,  tandis  que  l’autre,  MQ,  qu’on. se 
ligurerait  alors  horizontale,  est  communément  qualiliéc  d'al>- 
SCTxse,  sans  que  cette  divensité  soit  d’ailleurs  aucunement  moti- 
vée entre  des  éléments  homogènes,  ün  facilitera  beaucoup  la 
comparaison  de  ces  distances  variables  selon  les  diverses  posi- 
tions du  point , en  comptant  chacune,  en  OQ  ou  ÜP , sur  l’axe 
correspondant , toujours  h partir  de  rintersccjion  fixe  O,  ainsi 
justement  nommée  l’onV^inc  commune  des  deux  coordonnées. 
Eiiiin,  quant  nu  discours  algébrique,  un  usage  très- convenable 
fait  désigner  constamment  chacune  d'elles  par  la  petite  lettre 
analogue  à la  grande  qui  marque  rextreunité  de  son  axe,  b-quel 
réciproquement  prend  souvent,  à ce  titre,  le  nom  familier 
d'axe  des  T ou  dos  y,  selon  la  coordonncH;  variable  qui  s’y  rap- 
|K>rle.  t>i , comme  il  arriv»  quelquefois , les  deux  droites  lixes 
n’élaieut  pas  rectangulaires , les  deux  distances  resteraient  tou- 
jours mesurées , pour  chaque  axe,  paralléicnient  à l’autre,  et 
dés  lors  sous  une  obliquité  égale  à leur  inclinaison  mutuelle , 
sans  que  l’opération  subit  d’ailleurs  aucune  antre  modification. 

A la  vérité,  d’après  ce  premier  système  de  coordonnées,  les 
idées  de  grandeur  semblent  d'abord  ne  pouvoir  pas  suffire  en- 
tièrement à remplacer  les  idées  de  situation.  Car , si  le  point 
proposé  peut  se  trouver,  suivant  le  cas  le  plus  ordinaire,  in- 
différemment placé,  sur  le  plan  , dans  les  quatre  régions  que 
séparent  les  deux  axes , il  pourra  certainement , avec  les  mêmes 
coordonnées , occuper , outre  la  position  primitive  M , les  trois  ' • 
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autres  pusilions  symétriques  M',  M",  ou  M'",  que  rien  ne  parait 
pouvoir  numériquement  eu  distinguer.  Mais , comme  l’une  ou 
* l’autre  de  ces  coordonnées  se  trouve  alors  comptée , sur  son 
axe , à l’inverse  du  sens  primordial , cette  difficulté  préalable,  • 
qui  eût  radicalement  entravé  l’essor  de  la  gtométrie  analytique, 
en  obligeant , pour  évit^  une  inextricable  confusion , à y re- 
noncer au  système  le  plus  favorable a été  complètement  sur- 
montée , par  l'incomparable  fondateur  de  la  nouvelle  constitu- 
tion géométrique,  d’après  un  heureux  usage  général  de  sa 
grande  découverte  en  philosophie  matfaépiatiqoc  sur  la  re|H‘é- 
•entation  spontanée  de  l'opposilion  de  sens  par  l’opposition  des 
signes  -f-  et  — dans  toute  relation  de  l'abstrait  au  concret, 
pour  chaque  grandeur  qui,  comptée  suivant  une  direction  fixe, 
comporte  une  inversion  nettement  caractérisée.  J’aurai  ei-des- 
sous  l’occasion  d’indiquer  expr^sément  le  véritable  esprit  de 
cette  notion  fondamentale,  presque  toujours  vicieusement  en- 
seignée. £n  se  bornant  ici  à l’appliquer  convenablement , elle 
fbit  aussitôt  disparaître  notre  ambiguïté  élémentaire  : pourvu 
qu’on  ait  toujours  égard  an  signe  -f-  ou  — de  cliaque  coor- 
. donnée  aussi  bien  qu’à  sa  valeur , il  n’y  aura  jamais  la  moindre 
incertitude  sur  la  région  correspondante  au  point  proposé;  elle 
sera  dés  lors  distinguée  des  trois  autres  par  une  combinaison 
propre  des  deux  signes  simiütanés.  « 

Le  seul  système  de  coordonnées  qui  soit  quelquefois  usité , à 
défaut  du  précédent,  en  géométrie  ana^tique,  est  peut-être, 
quoique  beaucoup -1110101  convenable  que  celui-K:i,  le  plus  na- 
turel de  tous , comme  OOraat  la  plus  simple  combinaison  des 
deux  idées  primordiales  de  longueur  et  do  direction.  C'est  celui 
' que  l'on  qualifie  habituellement  de  polaire,  par  contraste  au 
'premier,  communément  appelé  rectiligne,  en  spécifi.int  ainsi 
désormais  deux  dénominations  trop  vagues  en  elles-mêmes.  11 
consiste  à déterminer  la  ]H)silion  d’un  jKiinl  sur  nn  plan  d'après 
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sa  dislance  à un  point  lise  et  l’angle  qu’elle  y forme  avor  une 
droite  fixe  : la  coordonnée  linéaire  porto  ordinairement,  sui- 
vant l'usage  astronomique , le  nom  de  rayon  rirleur  ; la  coor- 
donnée angulaire  n a pas  reçu  de  litre  spécial.  Emprunté  à la 
géométrie  céleste,  ce  système  émane  primitivement  d’une  ten- 
dance universelle,  dans  les  plus  simples  considérations  géogra- 
phiques, à comparer  spontanément  les  divers  lieux  terrestres 
d’après  la  combinaison  de  leurs  distances  avec  leurs  directions. 
Un  point  Mifig.fi)  y est  déterminé  par  l’intersection  d’un  cer- 
cle variable,  ayant  pour  centre  fixe  le  pôle  O , et  d’une  droite 
mobile  autour  de  ce  pôle  : les  coordonnées  correspondantes,  que 
nous  noterons  habituellement  u et  7 , déterminent,  pour  chaque 
position,  l’une  le  rayon  de  ce  cercle,  l’autre  l’inclinaison  de 
cette  droite  sur  l’axe  O On  doit  remarquer  que  la  seule 
grandeur  des  deux  coordonnées  suffit  ici  à rentière  détermina- 
tion du  point,  sans  qu’il  faille  leur  attribuer  aucun  signe, 
même  pour  distinguer  suffisamment  la  position  M de  son  op- 
posée W,  où  l’angle?,  toujours  compté  en  pareil  sens,  comme  ' 
en  trigonométrie,  a certainement  changé  de  valeur,  par  un  ac- 
croissement de  t80“.  Mais  nous  reconnaîtrons  bientôt  que,  loin 
de  constituer  un  motif  de  préférence , cette  propriété  du  sys- 
tème polaire  devient  au  contraire  Irés-défavorablo  à sa  destina- 
tion analytique. 

Outre  ces  deux  systèmes,  seuls  usités,  il  en  existe  évidemment 
une  infinité  d’autres , mais  dont  l’office  est  purement  provisoire 
ou  accidentel.  Leur  considération  n’a  d’importance  logique 
qu’afin  d’éviter  de  trop  restreindre , suivant  la  tendance  sco- 
lastique , celte  première  notion  fondamentale.  C’est  ainsi  que, 

» 

par  exemple , on  détermineirait  la  position  d’un  point  sur  un 
plan  d’après  ses  distances  à deux  points  fixes , par  l’intersection 
de  deux  cercles  à centres  fixes , dont  les  rayons  variables  con- 
stitueraient les  coordonnées  correspondantes.  De  même , on  y 
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pourrait  employer  le» directions  combinées  des  droites  qui,  de  » 
deux  points  fixes,  aboutiraient  nu  point  clicrdié,  alors  résulté 
d’une  intersection  rectiligne,  suivant  deux  coordonnées  angu- 
laires, mesurant  les  angles  de  cliacunc  do  ces  lignes  mobiles 
avec  l’axe  qui  joint  les  deux  pôles.  Kn  un  mot,  il  n’y  a près-  * . 
' que  aucune  ronslruclion  plane  qui , convenablement  envisa- 
gée , ne  puisse  donner  lieu  à quelque  système  de  coordonnées , 
et  souvent  a plusieurd , en  y considérant  les  divers  éléments 
linéaires,  angulaires,  ou  même  superficiels,  qu’elle  peut  rat- 
tacher à la  position  d’un  point , et  dont  toute  combinaison 
binaire  serait  réciproquement  susceptible  de  le  déterminer. 

Dans  un  système  quelconque,  le  point  mobile  est  toujours 
nécessairement  place  à la  rencontre  de  deux  ligiws,  droites  ou 
courbes,  dont  toutes  les  conditions  déterminantes  sont  fixes, 
excepté  une  seule  qui , en  variant , indique  la  coordonnée  cor- 
respondante. .-Unsi,  les  divers  systèmes  doivent  d’abord  être 
distingués  entre  eux  par  la  nature  des  lignes  qu’ils  emploient. 
Mais  celte  appréciation  ne  saurait  suffire,  puisque  des  systè- 
mes très-différents  peuvent  souvent  introduire  des  lignes  pa- 
reilles : il  y aurait,  par  exemple,  une  infinité  de  systèmes  mé- 
ritant d’étre  appelés  rectilignes  , si  l’on  donnait  ce  nom  à tous 
ceux  où  un  point  résulte  de  l’intersection  de  deux  droites; 
comme  l’indique , entre  autres,  outre  le  système  rectiligne  or- 
dinaire, décrit  en  premier  lieu,  le  système,  doublement  angu- 
laire, qui  a terminé  notre  énumération  .sommaire.  On  doit 
donc,  en  outre,  soigneusement  considérer  le  mode  de  variation 
de  cbacnne  des  deux  lignes  élémentaires , et  ne  regarder  comme 
vraiment  identiques  que  les  systèmes  coordonnées  qui,  em- 
ployant les  mêmes  lignes,  les  font  aussi  varier  suivant  la  même 
loi,  en  sorte  que  toutes  les  conditions  fixes  de  délormination 
soient  exactement  communes  aux  deux  cas  compares. 

5.  Cet'indispensable  préambule . sans  lequel  les  idées  géomé- 
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triques  ne  sauraient  devenir  réductibles  à des  idées  numéri- 
ques, nous  permet  de  procéder  maintenant  à l’exposition  di- 
recte de  la  conception  fondamentale  d’après  laquelle  Descartes 
a constitué  la  géométrie  analytique,  en  établissant  une  intime 
harmonie  mutuelle  entre  les  lignes  et  les  équations. 

Quand  un  point  se  déplace  arbitrairement  sur  un  plan , 
ses  deux  coordonnées  changent  indépendamment  l’une  de 
l’autre.  Mais  si , dans  son  mouvcihcnl , il  suit  un  trajet  ri- 
goureusement déterminé,  de  forme  d’ailleurs  quelconque , ci's 
deux  variables  ne  sauraient  plus  être  envisagées  comme  indé- 
pendantes entre  elles.  L’une  d'elles,  en  effet , suffit  alors  pour 
déterminer  le  point,  à l’égard  duquel  la  ligne  proposée  tient 
lieu  de  celle  qui  correspondrait  à l’autre  cordonnée.  Celle-ci  ne 
peut  donc  prendre?  en  ce  cas , que  des  valeurs  subordonnét's  à 
celles  de  la  première,  dont  elle  devient  ainsi  analytiquement, 
suivant  le  langage  des  géomètres,  une  véritable  fonction  ,*d'ail- 
leurs  assignable  ou  iuassignable,  caractérisée  par  une  éqtiatioH 
convenable  entre  ces  deux  variables.  Or , comme  cette  équali  iii 
traduit  exactement  la  conditiou  d’un  tel  trajet,  elle  est  ju^le- 
ment  nommée  équation  de  la  ligne  (orrespondante,  puisqu’elle 
on  constitue  une  rigoureuse  définition  analytique , qui  ne  sau- 
rait convenir  à aucune  autre  figure,  où,  la  même  valeur  de 
l’abscisse  devant  procurer  une  valeur  différente  à l’ordonnée, 
leur  relation  doit  nécessairement  changer  aussi.  Cette  inévitable 
correspondance  entre  la  ligne  et  l'équation  est  même,  à certains 
égards,  trop  intime,  en  taut  qu’affectée  par  lasituatiom  comme 
par  la  forme:  car,  d'après  ce  principe,  l'équation  doit  évi- 
demment subir  un  changement  quelconque  quand  la  ligne  ne  * 
fait  que  se  déplacer  sans  changer  de  forme  ni  de  grandeur  ; 
d’où  résulte  la  nécessité  de  régies  analytiques  expressément  des-  ‘ 
linéc's  ci-dessous  à dissiper  une  telle  confusion,  d’ailleurs  né- 
cessairement résultée  de  ce  que  les  idéc^s  de  position  sont  sc'ules 
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iiumüdialPiucnt  susceptibles  d’expression  algébrique.  Ainsi,  l'é- 
quation d'une  ligne , en  tout  système , n’est  autre  chose  que  la 
relation  constante  qui  existe  nécessairement  entre  les  œordon- 
nées  variables  du  point  décrivant,  par  cela  seul  que  la  ligne  est 
rigoureusement  dcGnic  d’après  une  propriété  commune  à tous 
scs  points. 

Le  principe  général  d’une  telle  correspondance  ne  saurait 
être  convenablement  apprécié,  si  on  n’envisage  les  idées  d’é- 
quation  ou  de  fonction  de  la  manière  la  plus  étendue,  et  si  on 
n’évite  soigneusement  de  confondre  la  conception,  toujours 
possible , de  chaque  équation  avec  sa  formation  effective , sou- 
vent très-difficile , et  quelquefois  inaccessible.  Il  existe,  sons  ce 
dernier  aspect,  une  très-grande  düTérence  entre  les  diverses 
déGnitions  dont  une  même  ligne  est  susceptible.  Par  exemple , 
la  déGnition  élémentaire  du  cercle,  comme  lien  des  points 
équidistants  d’un  point  Gxc , se  traduit  aussitôt , d’après  le 
simple  théorème  de  Pythagore , en  l’équation  y’-|-a;’=r',  entre 
les  coordonnées  rectilignes  de  l’un  quelconque  de  ses  points , 
relativement  à deux  ax^  rectangulaires  menés  de  son  centre. 
An  contraire,  la  déGnition  transcendante  de  cette  même  courbe, 
comme  étant  celle  qui , sous  le  même  contour,  renferme  la 
plus  grande  aire,  exige  l’intervention  de  la  plus  hante  analyse 
pour  faire  obtenir  l’équation.  L’ensemble  de  la  géométrie  pré- 
sente, même  aujourd’hui,  beaucoup  d’exemples  de  courbes  dont 
l’équation  proprement  dite  n’a  pu  encore  être  formée , et  à l’é- 
gard desquelles  on  peut , en  outre , quelquefois  assurer  que 
cette  formation  exigerait  nécessairement  l’introduction  de  nou- 
velles fonctions  analytiques. 

11  importe  de  remarquer  déjà  que  cette  correspondance  fon- 
damentale entre  les  lignes  et  les  équations  ne  saurait,  par  sa 
nature,  offrir  aucun  caractère  absolu , qui  affectât  exclusive- 
ment, dans  tous  les  cas,  certaines  relations  analytiques  à cer- 
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laines  formes  t^f^mèlriqucs.  Car,  nne  (elle  harmonie  <»t  évi- 
dcmmcnl  Subordonnée  au  sysième  de  coordonnées  que  l’on  a 
choisi.  §i  donc  une  habitude  invétérée  conduit,  par  exemple, 
à lier  intimement  entre  elles  les  idés  de  ligne  droite  cl  d’équa- 
tion du  premier  degré  ou  de  section  conique  et  d’équation  du 
second  degré , cela  tient  uniquement  à l'emploi  trop  exclusif  du 
système  rectiligne , auquel  se  rapportent  ces  liaisons.  Dans 
d'autres  systèmes,  ces  mémos  lignes  prendraient  évidemment 
de  nouvelles  équations , dont  la  composition  analytique  sem- 
blerait souvent  dépourvue  de  toute  analogie  avec  les  premiè- 
res, quoiqu'il  dût  pourtant  exister  entre  elles,  malgré  toutes 
les  variations  possibles,  une  certaine  aflinilé  algébrique  plus 
ou  moins  difïicile  à discerner,  d’après  leur  commune  source 
géométrique. 

Nous  devons  enOn  soigneusement  signaler  ici , en  principe , 
comme  propriété  essentielle  de  cette  correspondance  de  l’équa- 
tion û la  ligne , pour  chaque  .système  de  coordonnées , son  in- 
dépendance nécessaire  de  la  diversité  ^es  déOnitions  propres  à 
une  même  figure.  Quoique  l’équation  résulte  inévitablement 
delà  définition,  elle  n’est  cependant  pas  susceptible  de  varier 
avec  elle , si  ia  ligne  n’éprouve  aucun  changement  réel  j puis- 
que les  mêmes  abscisses  devront  toujours  correspondre  aux 
mêmes  ordonnées,  tant  que  la  succession  des  points  n’aura  pas 
effectivement  changé,  sous  quelque  nouvel  aspect  qu’elle 
puisse  être  euvisagré.  Rien  n’est  plus  propre  que  ce  remarqua- 
ble privilège  à faire  dignement  ressortir  combien  l’équation 
caractérise  profondément  la  vraie  nature  invariable  de  la  ligne 
correspondante,  au  milieu  de  la  variété  presque  Indéfinie  de 
scs  attributs  géométriques.  En  même  temps,  cette  identité  né- 
cessaire de  l’équation,  de  quelque  définition  qu’elle  provienne, 
doit  présenter,  en  géométrie  analytique,  une  importante  desti- 
nation habituelle,  en  y permettant  de  teconnattre ainsi,  d’une 
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manioc  sûre  et  uniforme , rêqaivalence  efleclive  des  déGnilions 
qui  auront  conduit  i la  indme  équation , et  qui , sans  cct  heu- 
reux intermédiaire , auraient  souvent  offert  beaucoup  d’obsta- 
cles à un  rappéodicment  décisif. 

6.  Après  avoir  ainsi  caractérisé,  en  sens  direct,  la  concep- 
tion fondamentale  de  la  géométrie  analytique, il  faut  maintenant, 
pour  achever  de  s'pn  faire  une  juste  idée  générale , l’apprécier 
aussi  en  sens  inverse , quant  à la  représentation  des  équations 
à deux  variables  par  les  lignes  planes  correspondantes. 

Cette  peinture  des  équations  résulte  de  1a  construction  facul- 
tative de  chacune  de  leurs  solutions.  Que,  dans  une  équation 
quelconque,  résolue  ou  non  résolue,  y=<f[x)  on y(a?,y)  =0, 

on  considère  chaque  couple  capable  d’y  satisfaire  | , 


d’un  point  dans  un  système  quelconque , par  exemple  rectili* 
gno  ; CCS  diverses  solutions  pourront  dés  lors  être  géométri* 
quement  représentées  par  autant  de  points  M,  M',  M",  etc. 
[fig.  3),  dont  la  succession  resterait  arbitraire  si  ces  couples 
n’avaient  aucun  caractère  commun , mais  qui , an  contraire 
formeront  une  ligne- nettement  déterminée  en  vertu  de  leur 
uniforme  propriété  de  convenir  h une  mémeéquation , qui  con- 
stituera spontanément  la  définition  algébrique  de  cette  ligne , 
de  manière  à la  distingner  rigoureusement  d’avec  tonte  autre. 
Envisagée  quant  à l’équation  d’où  elle  provient , une  telle  ligne 
en  constituera  ccqu’dn  nO'mmele'hew  giomitriquf , dont  l’étude 
Ultérieure  fera  nécessairement  découvrir  d’autres  propriétés 
spéciales,  susceptibles  dciui  fournir  divers  modes ^de  généra- 
tion J plus  ou  moins  éloignés  de'  cefte  source  analytique.  La 
plupart  des  courbes  aujourd’hui  considérées  n’ont  pas  effecti- 
vement (Tautre  origine;  aussi  sont-elles  habîtoellement  nom* 


|,  etc.,  comme  exprimant  les  coordonnées 
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nKH.*!»  par  leurs  équations  mêmes  , sauf  le  très-petit  nombre  de 
celles  que  divers  motifs  ont  conduit  à désigner  sous  des  déno- 
minations particulières.  On  conçoit,  en  elTet,  avec  quelle  ex- 
trême facilité  on  a pu  dès  lors  imaginer  une  infinité  de  courbes 
nouvelles,  assujetties  à des  définitions  rigoureuses,  tandis  que 
l'ancien  régime  géométrique  ne  comportait , à cet  égard , que 
des  ressources  fort  limitées,  même  pour  la  plus  féconde  imagi- 
nation. 

Sous  ce  second  aspect  général,  pneore  plus  évidemment  que 
sous  le  premier,  la  correspondance  fondamentale  des  lignes  aux 
équations  est  nécessairement  relative  à la  nature  du  système  de 
coordonnées  adopté.  De  la  même  équation , on  pourrait  certai- 
nement tirer  une  infinité  de  lignes  dilTérentes,  en  se  bornant  à 
l'iianger  convenablement  ce  système.  Ainsi , par  exemple , l’é- 
qtiation  y = ax,  qui,  en  coordonnées  rectilignes,  représente 
une  ligne  droite,  produirait,  au  contraire,  en  coordonnées 
polaires,  une  spirale  composée  d’une  infinité  de  circonvolu- 
tions croissantes,  comme  le  lecteur  peut  le  constater  aisément. 
Toutefois,  quelque  variées  que  puissent  être  de  telles  peintu- 
res, il  faut  sans  doute  que  ces  diverses  figures  conservent  entre 
elles  une  certaine  analogie  intime , jusqu’ici  peu  appréciée , 
d’après  leur  commune  origine  algébrique. 

Quant  à l'indépendance , ci-dessus  signalée , de  chaque  équa- 
tion relativement  à la  diversité  des  définitions  propres  à la  ligne 
correspondante,  elle  est  ici  remplacée,  en  quelque  sorte,  par 
l’indépendance  équivalente  de  chaque  lien  géométrique  envers 
les  dilTcrentes  formes,  souvent  triis-distinctes  et  fort  multipliées, 
que  comporte  son  équation.  Cette  seconde  propriété  générale , 
quoique  moins  sentie  que  la  première , n’a  pas , an  fond,  moins 
d'importance.  Elle  devient  surtout  la  baseessentielle  de  la  hante 
destination  logique  dont  la'  géométrie  analytique  est  susceptible 
pour  le  perfectionnement desspéculaüons  algébriques.  La  courbe 
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d’anc  cqaalion  présente , en  eflet , l’inestimable  avantage  do 
constituer  spontanément  un  résumé  très-expressif  de  l’ensem- 
ble des  conoparaisons  auxquelles  peut  donner  lien  la  marche 
générale  des  solutions  de  cette  équation  ; or,  cette  marche , qui 
caractérise  essentiellement  l’équation  correspondante,  au  milieu 
des  innombrables  transformations  dont  elle  est  susceptible , ne 
saurait  être  indiquée  par  aucun  signe  analytique,  et  se  trouve- 
rait même,  sans  cette  lumineuse  peinture , profondément  dis- 
simulée sous  les  détails  algébriques  que  rappelle  directement 
la  composition  de  l'équation.  Telle  est  la  source  élémentaire 
des  indications  fondamentales  d'après  lesquelles  l’heureux  em- 
ploi des  considérations  géométriques  a tant  concouru , depuis 
deux  siècles,  à perfectionner  les  conceptions  analytiques. 

7.  Cette  double  explication  générale  de  l'intime  harmonie 
naturelle  que  la  grande  conception  de  Dcscartcs  a définitive- 
ment organisée  entre  les  idées  de  ligne  et  les  idées  d’équation , 
caractérise  déjà  le  véritable  esprit  et  la  principale  difficulté  de 
la  géométrie  analytique.  Toutes  les  lignes  qui  peuvent  être  le 
sujet  des  recherches  de  la  géométrie  plane  étant  ainsi  repre- 
scutees,  dans  un  système  convenable,  par  autant  d'équations, 
chaque  phénomène  géométrique  qui  s’y  rapporte  devient  dés 
lors  susceptible  d’expression  analytique , soit  qu’il  concerne  les 
alTections  isolées  de  chacune  des  lignes  proposées  ou  leurs  rela- 
tion» mutuelles.  Sous  ce  premier  aspect,  il  s’agit  surtout,  en 
géométrie  analytique,  de  découvrir  l'équivalent  analytique  de 
chaque  considération  géométrique.  Réciproquement,  toute 
équation  abstraite,  du  moins  à deux  variables,  étant  aussi  re- 
présentée de  la  même  manière  par  une  courbe  correspondante, 
il  n’y  a pas  de  modification  algébrique  qui  ne  doive  comporter 
une  certaine  interprétation  géomé|riquc,  dont  la  découverte 
constituera  habituellement,  sous  ce  second  aspect,  la  difficulté 
«isscnlielle  de  la  géométrie  analytique.  On  voit  donc  que  loqi 
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les  efforts  y doivcnl  principalement  consister  à développer  et  à 
perfectionner  sans  cesse  celte  double  relation  alternative  entre 
l’abstrait  et  le  concret,  dont  la  pensée  cartêsieune  constitue  le 
principe  fondamental. 

8.  Quels  que  soient  les  éminents  avantages , à la  fois  logiques, 
et  scientifiques , propres  à cette  admirable  conception , dont  ce 
traité  fera  do  plus  en  plus  ressortir  la  puissance  et  la  fccoudilé, 
il  importe  maintenant,  pour  en  avoir  pleinement  ébauché  l'ap* 
préciation  generale , de  signaler  ici  sommairement  scs  imperfee-  - 
lions  essentielles,  mais  sans  nous  occuper  d’y  remédier,  en  évitant 
toulofois  de  les  concevoir  comme  nécessairement  irréparables. 

Sous  le  premier  des  deux  aspects  fondamentaux  ci-déssus 
expliqués,  la  représeutaliou  analytique  des  ligues  est  actuelle^  ' • 
ment  imparfaite,  en  ce  sens  que  l’équation,  excédant  qucb{uc- 
fuis  la  stricte  définition , convient  à tout  l’ensemble  de  ciiaquc 
ligne,  lors  même  que  la  génération  proposée  est  restreinte  à 
une  i>ortion  déterminée.  En  chcrcliaut , par  exemple,  l'équation 
rectiligne  ou  polaire  du  lieu  du  sommet  d’un  angle  invariable 
*lunt  chaque  côté  [lasse  eu  un  point  fixe,  elle  se  trouvera  vi- 
cieusemeut  convenir  à la  totalité  du  cercle  correspondant , quoi- 
que la  définition  ne  convienne  cependant  qu’à  un  arc  liiuilé,  qui 
{NMirra  même  être  fort  petit , si  l’angle  est  trés-aigu  : la  plu{>arl 
des  solutions  de  l’équation  ne  se  rapporlcraicul  point  alors  à 
l'angle  proposé,  mais  à sou  supplément.  De  même,  pour.citcr 
un  cas  encore  plus  sensible,  eu  considérant  le  lieu  du  sommet 
d'un  triangle  .rectangle  dont  l’hypoténuse  glisse  entre  deux 
axes  rectangulaires,  l’équation  indiquera  deux  droites  iodéûni- 
luent  prolongccs,  tandis  que  cette  génération  ue  saurait  évi- 
demment s’appliquer  qu’à  une  portion  déterminée  de  chacune 
d'elles.  Cette  altération  pap  excès  est,  sans  doute,  beaucoup 
moins  vicieuse  que  ne  le  serait  une  altération  par  défaut,  la- 
quelle est  uécessaircmeoi  impossible  ici  j mais  elle  n’en  cuivsti- 
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tue  pas  moins  on  grave  inconvenient  de  notre  système  actuel  de 
géométrie  analytique,  puisque  certaines  dcGnitions  géomé- 
triques n'y  sont  pas  algébriquement  traduites  avec  une  strujiu- 
leusc  fulélilé,  faute  de  savoir  prendre  en  considération  analy- 
tique les  restrictions  qui  leur  sont  inhérentes.  C'est  surtout  dans 
l’application  de  l'analyse  aux  pliénoménes  thcrmologiques  que 
cette  imperfection  a dû  se  faire  sentir,  en  y entravant  l'élude 
spéciale  des  lois  de  réchauffement  et  du  refroidissement  jiour 
les  cas  linéaires  où,  comme  il  arrive  très-souvent,  on  ne  doit 
considérer  qu’une  partie  limitée  de  chaque  ligne.  Aussi  est-ce  à 
l’immortel  fondateur  de  cette  nouvelle  théorie,  principale  créa- 
tion mathématique  propre  au  siècle  actuel , que  la  géométrie 
doit  la  solution  effective  de  cette  difficulté  fondamentale , qu’on 
avait  jusqu’alors  jugée  insurmontable.  Mais,  quoiquerourier  ait 
ainsi  introduit  des  équations  qui  ne  ^présentent  réellement  que 
des  parties  assignables  de  chaque  ligne,  cette  importante  modi- 
Geation  a exige  des  complications  analytiques  qui  doivent  em- 
pêcher jusqu’ici,  et  peut  être  toujours,  de  la  rendre  vraiment 
usuelle  et  surtout  élémentaire.  Nous  devons  doue  nous  résigner 
ûnalemenl  à l’acceptaliou  actuelle  d’une  telle  imperfection, 
sans  nous  enquérir  ici  du  remède,  sauf  les  prccautiuus  spéciales 
qui,  en  chaque  cas  opportun,  pourront  nous  garantir  des  fausses 
indications.qu’clle  susciterait. 

Une  de  ses  conséquences  générales  consiste  à ne  savoir  pas 
non  plus  représenter  analytiquement  un  contour  discontinu,  jiar 
exemple,  k périmètre  d'un  triangle  ou  d’un  autre  polygone.  En 
géoflbtric  analytique,  la  composition  des  lieux  se  traduit  natu- 
rellen^nl  par  la  multiplication  de  leurs  équations,  pourvu  qu’un 
ait  d'abord  pris  la  précaution  indispensable  d’y  tout  réunir  en 
un  seul  membre,  sous  la  forme  usitée /’(x,y)=0  ; car  un  produit 
étant  nul  par  cela  même  qu’un  de  scs  facteurs  l’est , à moins 
que  l’autre  ne  devint  accideulellcment  iuGni , cl  ne  pouvant 
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d’aillcars  être  antremcnt  annulé , il  est  évident  que  le  lieu  géo- 
métrique de  l’équation  f{x,y)X<f{x,  y)=0  consiste  dans 
l’assemblage  des  deux  lignes  séparément  issues  des  équations 
f(x,  y)=0,  Ÿ (x,  y )=0.  D'après  cela,  si  des  équations  repré- 
sentaient des  portions  de  ligne , on  pourrait , par  leur  produit , 
représenter  le  contour  discontinu  qui  résulterait  de  leur  juxta- 
position. Mais,  dans  le  système  actuel , on  ne  pourrait,  au  con- 
traire, en  multipliant  ensemble,  par  exemple,  les  équations  des 
trois  côtés  d’un  triangle , nullement  former  une  équation  qui 
fût  restreinte  à son  périmètre  ; elle  conviendrait  aussi  à tous  les 
points  situés  sur  les  prolongements  indéfinis  des  divers  côtés. 
Ainsi  la  lacune  de  notre  géométrie  analytique , relativement  aux 
parties  de  ligne,  s’aggrave  beaucoup  d’après  scs  suites  néces- 
saires envers  les  contours  composés , dont  la  considération  doit 
naturellement  s’offrir  en  divers  cas  importants , surtout  en  ther 
mologic  mathématique.  La  conception  analytique  de  Fourier  a 
remédié  au  second  inconvénient  de  la  même  manière  qu’au  pre- 
mier, et  d’ailleurs  indépendamment  du  principe  de  la  multipli- 
cation , mais  toujours  par  des  procédés  trop  pénibles  pour  être 
admis  dans  l’enseignement  élémentaire  de  la  géométrie  géné- 
rale , que  nous  continuerons  à concevoir  grevée  de  cette  double 
imperfection  naturelle. 

Sous  le  second  aspect  fondamental,  la  reprcscntaliou  des 
équations  par  les  lignes  correspondantes  doit  être  jugée  habi- 
tuellement imparfaite , en  ce  sens  qu’on  n’y  tient  compte  que 
des  seules  solutions  réelles , sans  aucun  égard  aux  solutions  ima- 
ginaires, qui  néanmoins  en  restent  abstraitement  insépaj^les, 
et  qui  souvent  sont  bien  plus  nombreuses,  au  point  de  consti- 
tuer quelquefois  Tunique  réponse  que  comporte  l’équation, 
même  en  n’attribuant  que  des  valeurs  réelles  à la  variable  in- 
dépendante, suivant  un  usage  d’ailleurs  déjà  contraire  à Tcn- 
liérc  généralité  analytique.  Il  ne  faut  pas  croire  cependant  que 
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rimaginarité  de  ces  solations  doive,  en  principe , leur  interdire 
nécessairement  tonte  interprétation  géométrique,  puisqu’elles 
ont  entre  elles  des  relations  très-appréciables,  aussi  bien  géo- 
métriquement qu’algébriqucment  ; sauf  la  précaution  très-fa- 
cile de  tracer  difleremment  la  partie  du  tableau  total  qui  les  con- 
cerne , par  exemple  en  la  ponctuant.  C’est  ainsi  que  l’équation 
y*  = l qui,  dans  le  mode  ordinaire,  n’est  représentée 
qu’entre  x=  — 1 et  ar=-l- 1 , par  le  cercle  O A (/îÿ.  4),  pro- 
duirait, en  outre,  l’hyperbole  BCFC',  si  l’on  convenait  do 
construire , abstraction  faite  du  facteur  commun  V' — 1,  les  or- 
données imaginaires  qui  correspondent  à toutes  les  autres  ab- 
scisses réelles.  Mais  une  semblable  peinture  des  solutions  ima- 
ginaires ne  saurait  convenir  jusqu’ici  qu’à  un  petit  nombre  de 
cas  suffisamment  simples , en  dehors  desquels  l’imperfectioa  né- 
cessaire de  l’analyse  mathématique  empêchera  prohditement 
toujours  de  compléter  convenahlemcnt  la  représentation  géo- 
métrique des  équations  (*}.  Nous  regarderons  donc  aussi  cette 
seconde  lacune  générale  comme  inhérente  à notre  système  ac- 
tuel de  géométrie  analytique,  et  nous  en  subirons  les  consé- 
quences naturelles , sans  nous  occuper  ici  du  remède. 

G;lle  de  ces  conséquences  qu’il  importe  le  plus  dè  prévoir 
déjà  consiste  dans  l’altération  que  reçoit  ainsi,  en  certain  cas , 
le  principe  fondamental  posé  ci-dessus  sur  la  représentation 
nécessaire  de  toute  équation  par  une  ligne.  En  effet , si  l’équa- 
tion n’admet  qu’une  seule  solution  réelle,  comme  par  exemple, 
x’-j-y-=0,  qui  n’est  satisfaite  quepar  x=0,  jÿ=0,  ou  si  elle 


(*)  Dn  jeune  géomètre,  U.  Marie,  ancien  élère  de  l’École  potytechnlqQe, 
rient  de  concevoir  ceUe  peinture  des  solutions  imaginaires  d'une  manière  plus 
profonde  et  plus  générale  que  dans  aucune  des  tentatives  antérieures , de  façon 
à obtenir  quelquefois  d'heureux  rapprochements  inattendus,  et  sans  se  faire 
d’ailleurs  aucune  grave  iUusiop  sur  la  réalisation  nsucUe  d’un  jet  perfecUua- 
nement. 
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n'op  comporlc  qu’uu  nuinbrc  limité,  clic  ne  produira  géomo* 
triquumeut  qu’un  pareil  uuiubre  de  points,  qui  pourraient  même 
provenir  aussi  d’une  inlinitc  d’autres  équations , eu  sorte  que 
la  figure  sera  loin  dés  lors^c  caractériser  eflectivement  l'équa- 
tion correspondante.  Quand  l’équation  ne  comportera  aucune 
solution  réelle , elle  n’aura  plus  aucune  sorte  de  lieu  géomé- 
trique, et  cette  commune  fin  de  non-recevoir,  relative  non  à la 
nécessité  mais  à notre  impuissance,  enveloppera  confusément 
une  foule  d’équations  qui,  analytiquement,  sont  trés-distinctes 
entre  elles,  comme  x*-t-y’-j-l=0,  x’-j-y‘-|-l=0,  x‘-)-y‘-{-l=0, 
y*-f-e'=0, etc.  D’après  une  telle  lacune,  certaines  modifica- 
tions analytiques  «ne  comporteront  aucune  interprétation  géo- 
métrique j c’est  ainsi  qu’on  ne  chaugerait  nullement  le  lieu 
d’une  équation  en  la  multipliant  par  l'uuc  quelconque  des  pré- 
cédentes, quoiqu’elle  fût  alors  algébriquement  dénaturée. 

9.  Pour  achever  d’éclaircir  autant  que  possible  cette  exposi- 
tion élémentaire  de  la  conception  fondamentale  propre  à l'cn- 
scmblc  de  la  géométrie  analytique,  il  reste  maintenant  à indi- 
quer une  importante  considération  générale , trop  méconnue 
jusqu’ici,  qui  mettra  dans  un  plus  grand  jour  la  correspon- 
dance nécessaire  entre  les  idées  de  lignes  et  les  idées  d’équation, 
en  faisant  sentir  que  non-seulement  chaque  définition  rigou- 
reuse d’une  courbe  doit  pouvoir  donner  lieu  à une  équation 
correspondante  entre  telles  coordonnées  qu’on  voudra,  mais 
qu’elle-mémc  constitue  déjà  une  première  équation  de  la 
courbe,  relativement  à un  certain  système  de  coordonnées, 
en  harmonie  convenable  avec  cette  définition.  Toutefois,  afin 
d’éviter,  à cet  égard , toute  confusion  et  toute  exagération , il 
faut  d'abord  restreindre  une  telle  remarque  aux  seules  défini- 
tions qui  indiquent  une  génération  de  la  ligne  proposée , de 
manière  à fournir  aussitôt  une  description  par  points  ou  par 
un  mouvement  continu , restriction  qui  n’altère  point  la  géné- 
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ralitc  intrinsèque  d’onc  telle  observation,  puisqu'une  courbe 
quelconque  comporte  nécessairement  de  semblables  définitions, 
lors  même  qu’elle  ne  serait  d'abord  définie  que  d'après  une 
propriété  caractéristique  qui  ne  serait  point  explicative, 
comme,  par  exemple,  la  propriété  isopérimétre  du  cercle, 
ci-dessus  rappelée.  Sauf  cette  unique  réserve,  il  est  aisé  de 
comprendre  qu’ou  ne  peut  spécifie  r la  génération  d’une  courbe 
que  suivant  quelque  relation  immédiate,  ordinairement  très 
simple , entre  certaines  coordonnées  naturelles  qui  s’y  rap- 
portent 1 les  difficultés  qu’on  éprouverait  d’abord  à sentir  cette 
évidente  nécessité  no  pourraient  tenir  essentiellement  qu’à 
une  manière  trop  étroite  d’envisager  la  notion  générale  des 
systèmes  de  coordonnées , et  cesseraient  dès  qu’on  attribuerait 
communément  à cette  conception  préliminaire  toute  l'cxtcnsiai 
philosophique  que  nous  lui  avons  donnée  {H-écédemment.  Par 
exemple , la  définition  élémentaire  du  cercle  constitue  sponta- 
nément l’équation  jwlairc  de  cette  courbe  u — r,  eu  prenant  le 
pôle  au  centre  ; sa  définition  comme  lieu  du  sommet  d'un  angle 
invariable  V dont  chaque  côté  passe  par  un  point  fixe,  se  traduit 
immédiatement  par  l’équation  y — ^ z=v , entre  les  coordon- 
nées angulaires  qui  Inesurent  les  inclinaisons  variables  des 
côtés  mobiles  sur  l’axe  fixe  \ la  définition  de  l’ellipse  ou  de 
l'hyperbole  comme  lieux  d’un  point  dont  la  somme  ou  la  diffé- 
rcnce  des  distances  à deux  points  fixes  demeure  constante , 
donne  aussitôt  l’équatioo  u+  t = c,  dans  le  système  de  coorr 
données  qui  détermine  la  position  d’un  point  d’après  ses 
distances  aux  deux  points  fixes  proposés  ; la  génération  com- 
mune des  trois  sections  coniques  par  le  mouvement  d’un  point 
dont  les  distances  à un  point  fixe  et  à une  droite  fixe  sont 
constamment  proportionnelles,  fournit  sur-le  champ  l’équa- 
tion U = ml,  dans  le  systéqm,  moitié  rectiligne,  moitié  polaire, 
qui  currespopd  à celle  4éfih4i(«)  : U e<)|est  de  même  envers  1<^ 
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courbes  transcendantes,  ainsi  que  nous  aurons  lion  de  le  consta- 
ter spécialement  sur  la  définition  ordinaire  delà  cycloïde,  et  en 
plusieurs  autres  cas.  Il  serait  maintenant  superOu  démultiplier 
davantage  de  telles  vérifications , que  j’aurai  soin  de  signaler 
ensuite  en  chaque  cas  opportun.  On  conçoit  aisément,  en  prin- 
cipe, que  la  génération  d'une  ligne  ne  saurait  être  définie 
qu’en  spécifiant  la  loi  du  mouvement  du  point  décrivant  : or, 
cette  toi  ne  comporte  de  définition  précise  que  d’après  une  cer- 
taine relation  entr.e  les  deux  mouvements  quelconques,  soit  de 
translation,  soit  de  rotation,  dans, lesquels  un  décompose  le 
mouvement  proposé  j cette  relation , envisagée  sous  un  autre 
aspect,  constituera  donc  l’équation  naturelle  de  la  ligne  consi- 
dérée , par  rapport  au  système  de  coordonnées  correspondant , 
qui  variera  avec  la  ligne,  et  surtout  avec  la  définition.  Cette 
considération  générale,  inconnue  avant  moi,  rend  plus  évi- 
dente l’harmonie  fondamentale  entre  les  lignes  et  les  équations, 
en  dégageant  spontanément  sa  notion  philosophique  de  toute 
difficulté  relative  à la  formation  effective  de  chaque  équation 
cherchée  ; car,  si,  d’après  ce  principe,  toute  courbe  a directe- 
ment une  équation  en  un  certain  système  de  coordonnées , on 
ne  saurait  plus  douter  qu’elle  ne  doive  également  en  comporter 
d'équivalentes  en  tous  les  autres  systèmes , sauf  les  obstacles 
que  pourra  présenter  l'accomplissement  de  la  transition. 

En  même  temps,  on  apprécie  ainsi  en  quoi  consiste  essentiel- 
lement l’embarras  qu’offre  souvent  l’établissement  des  équa- 
tions. Il  ne  pourrait  jamais  susciter  aucune  grave  difficulté,  si 
l’on  avait  toujours  le  choix  du  système  de  coordonnées,  puisque 
l'équation  s’obtiendrait  aussitôt  en  adoptant  celui  qui  convien- 
drait à la  définition  proposée.  Mais , par  des  motifs  qui  vont 
être  ci-dessous  indiqués,  on  doit  communément  s’astreindre  i 
un  système  uniforme  prescrit  d’avance , et  surtout  au  système 
rectiligne  proprement  dit,  qui  n’est  pas  constamment,  ni  même 
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liabiturllcmoiit,  le  mieux  adapté  à la  formaliun  des  équations. 
On  voit  donc  que  la  principale  difficulté  qui  soit  propre  à cette 
formation  doit  consister,  en  général,  dans  le  passage  du 
système  primitif  et  naturel  à ce  système  définitif  et  artificiel. 
Cette  appréciation  comporte  une  grande  utilité  pratique  dans 
toute  la  géométrie  analytique,  en  fournissant  l’unique  conseil 
efficace  que  puisse  admettre  cet  inéTitable  préambule , qui , de 
sa  nature,  ne  saurait  être  assujetti  à aucune  méthode  systéma- 
tique. Il  faut,  en  effet,  d’après  cela,  toujours  partir  de  cette 
équation  spontanée  inhérente  à chaque  définition , et  diriger 
ensuite  tous  les  efforts  spéciaux  vers  l'élimination  de  ces  coor- 
données primitives , à l’aide  des  deux  relations  que  l’on  décou- 
vrira entre  elles  et  les  coordonnées  définitives;  en  employant 
d’ailleurs  quelquefois,  à titre  d’auxiliaire,  suivant  l’esprit 
ordinaire  des  recherches  mathématiques,  un  système  intermé- 
diaire, ou  même  plusieurs,  n’ayant  alors  d’autre  destination 
que  de  faciliter  cette  indispensable  transition.  Une  judicieuse 
application  de  ce  conseil  général,  sans  dissiper  la  difficulté , 
souvent  très-grande , que  présente  la  formation  des  équations , 
tendra  du  moins  à prévenir  la  vicieuse  déperdition  de  forces 
qui  résulte  si  fréquemment,  à cet  égard,  do  tentatives  empi- 
riques et  désordonnées , 'dont  le  succès  serait  presque  impos- 
sible. 

10.  La  considération  précédente  nous  conduit  naturellement 
h compléter  enfin  notre  exposition  fondamentale,  par  l’appré- 
ciation générale  des  motifs  qui  ont  mérité , en  géométrie  analy- 
tique, au  système  rectiligne  proprement  dit,  la  préférence 
uuiverselle  que  lui  a justement  accordée  jusqu’ici  un  usage 
essentiellement  spontané,  mais  qui  doit  désonnaia  résulter 
d’une  comparaison  rationnelle. 

Pour  que  cette  discussion  soit  lumineuse  et  décisive , il  im- 
porte d’y  séparer  d’abord  les  deux  aspects  élémentaires  dont  la 
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ntrav'ehe^tem^lric  prëscnle  la  combinaison  permanente  ; ca^ 
le  choix  pl'opose  doit  (Mre  fort  différent  selon  qu’on  envisage 
la  rej^êséntation  analytique  des  lignes  on  la  peinture  géomé- 
(rl4ue  dés  cqualiüns.  " ‘ ' ’ 

" Sous  le  premier  aspect,  provisoirement  isolé,  aucun  sjstèihé 
cïc  coordonnées  ne  saurait,  évidemment,  mériter  une  préfé- 

^ O' 

rence  invariable,  soit  quant  à la  facilité  de  former  l’équation 
de  chaque  ligne , soit  quant  à la  simplicité  de  l’équation  obte- 
nue : puisque  , d'apres  le  numéro  précédent , c’est  tantôt  dans 
un  système  et  tantôt  dans  un  antre  que  chaque  définition  four- 
nit aussitôt  une  équation  très-simple.  L’usage  prépondérant  du 
système  rectiligne  no  saurait  donc  résulter  nullement  de'  ce 
premier  ordre  de  motifs , qui  conduirait  à choisir  sncccssivc- 
ment  chacun  des  autres  systèmes  imaginables,  pour  les  cas 
auxquels  leur  nature  les  adapterait.  ' 

Mais  il  n’en  est  pins  ainsi  tons  le  second  aspect,  qni  mani- 
feste  Clairement  une  constante  et  nécessaire  de  c6 

système  envers  tout  antre , en  ce  qui  concerne  la  représenta- 
tion géométrique  des  équations , quant  à la  facilité  et  à la 
netteté  d’une  telle  peinture,  et , par  suite,  quant  à sa  princi- 
pale efficacité  logique.  Cet  avantage  résulte  d’abord  de  la 
nature  des  lignes  employées , puisque  les  points  y sont  évidem- 
ment déleniHliéa  par  l’intersection  des  plus  simples  lignes 
possibles.  'Toutefois , cette  première  explication  serait  insuffi- 
santc^çar  il  existe,  comme  nous  Tavons  déjà  reconnu , une 
systèmes  de  coordonnées  où  Ton  n’introduit 
^lementque  des  lignes  droites.  Il  faut  donc,  pour  préciser 
^O.venablcmcnt  une  telle  discussion,  avoir  aussi  égard  au 
mode  de  variation  de  ces  lignes;  ce  qui  achève  de  mettre  eh 
évidence  cette  supériorité  générale  du  système  ordinaire;  en 
effet , le  déplacement  d'une  droite , par  une  pure  translation , 
parallèlement  à un  axe  fixe,  constitue  certainement  la  plus 


Die  iz.-i-l  by 


PREMIÈRE  t*ARTlE,  OIAPITRE  PREMIER.  Sf 

grande  simplicité  possible  dans  une  image  géomcirique  qui , 
par  sa  destination,  doit  tonjonrs  contenir  qnelqne  élément 
variable.  On  peut  donc  regarder  ée  système  comme  étant 
nécessairement  celni  où  l’on  se  représente  le  mieux  la  cor- 
respondance élémentaire  entre  le  mouvement  du  point  et  la 
variation  numérique  de  ses  coordonnées  ; d’où  l’on  doit  con- 
clure son  aptitude  supérieure  à l’interprétation  géométrique 
de  tontes  les  considérations  analytiques. 

En  prolongeant  davantage  cette  appréciation , on  peut  même 
expliquer  la  préférence  habituellement  accordée,  dans  l'usage 
du  système  rectiligne,  à l’emploi  d’axes  rectangulaires.  Ce 
choix  ne  tient  point  essentiellement  à la  notion  pins  familière 
d’une  telle  inclinaison , ni  d’ailleurs  aux  simplifications  analy- 
tiques qu’elle  comporte  souvent,  mais  qui,  en  certains  cas, 
appartiendraient,  an  contraire,  à d’antres  angles.  Suivant  un 
motif  à la  fois  pln^  constant  et  plus  profond , cette  disposition 
des  axes  doit  être  envisagée  comme  la  plus  convenable  à la 
représentation  géométrique,  qui  ne  pourrait  autrement  s’ac- 
complir ordinairement  d’une  manière  aussi  fidèle.  En  effet , 
des  axes  rectangulaires  partagent  le  plan  en  quatre  régions 
exactement  identiques,  entre  lesquelles  le  lien  géométrique, 
qui  presque  toujours  en  occnpe  plusieurs , ne  pourra  présenter 
de  diversités  graphiques  que  celtes  qui  proviendront  des  solu- 
tions correspondantes  de  l’équation  proposée.  Au  contraire, 
avec  des  axes  obliques , chacune  de  ces  régions  n’est  égale  qu’à 
son  opposée  et  diffère  de  son  adjacente,  où  la  peinture  de 
l’équation  sera  altérée  par  l'emploi  d’une  nouvelle  obliquité, 
indépi'ndamment  de  toute  source  analjliquc.  Si  l’on  considère , 
par  exemple,  nnc  équation  où  le  changement  de  signe  de 
l’abscisse  n'influe  point  sur  l’ordonnée,  comme  i*  -f-  y*  = 1 , 
+ y‘  = 1 , etc.,  la  courbe , alors  étendue  dans  les  quatre 
régions,  devrait  naturcllenicnt , pour  peindre  fidèlement 
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l'éqoaUon,  y oiTrir  quatre  parties  symétriques,  snsœplibles 
d’ooe  parfaite  coïncidence  : or,  cette  condition , spontanément 
remplie  avec  des  axes  rectangulaires,  ne  saurait  l’étre  suffisam- 
ment arec  des  axes  obliques,  qui,  n’égalant  ces  quatre  por- 
tions  que  denx  à denx , indiqueront  uneTicieose  diversité  là  où 
l’éqnaticm  {««scrit  une  entière  identité  ; un  tel  tablean  serait 
alors  peu  propre  à faciliter  les  spéculations  analytiques , sui- 
vant sa  principale  destination  logique,  puisqu’on  ne  pourrait 
l’employer  qu’en  s’y  tenant  sans  cesse  en  garde  contre  nne  sem- 
blable discordance. 

L’ensemMe  de  l’appréciation  précédente  explique  suffisam- 
ment l’usage  qui  s’est  conservé,  depuis  l’origine  de  la  géométrie 
analytique,  de  (Nréférer  babitnellemcnt , à tout  antre  système  de 
coordonnées,  le  système  rectiligne  et  rectangulaire,  le  seul 
dans  lequel  seront  ici  construites  nos  diverses  théories  géné- 
rales. Mais  on  conçoit  aussi  que,  malgré  sa  supériorité  con- 
stante pour  la  discussion  géométrique  des  équations,  il  doive 
être  quelquefois  abandonné  envers  certaines  courbes , afin  d’é- 
viter la  trop  grande  com|dication  des  équations  correspon- 
dantes. Dans  les  applications  concrètes  de  la  géométrie  ab- 
straite, on  peut  d’ailleurs  employer  spécialement  d'autres 
coordonnées  sans  avoir  même  en  vue  la  simplification, des 
équations,  et  nnhpienient  comme  susceptibles  d’une  meilleure 
interprétation  jjdijsique  ; c’est  ainsi  que  les  astronomes  ont  été 
fQ»Mi|iiüa  à piélérer  habituellement  les  équations  polaires , à 
l’égard  de  courbes  dont  les  équations  rectilignes  seraient  pour- 
tant pins  simples. 

système  polaire  étant  jusqu’ici  le  seul  réellement 
nsHé  quand  on  renonce  au  système  rectiligne , il  importe  de 
spécifier  envers  lui  la  comparaison  générale  que  nous  venons 
d’établir,  en  faisant  ressortir  les  imperfections  élémentaires  qui 
le  rendent  très-peu  propre  à nne  convenable  peinture  des 
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équations , outre  la  moindre  facilité  , cl  par  suite  la  moindre 
netteté  que  présente , à cot  égard , sa  nature  opposée  à celle  de 
l’autre  système,  d’après  les  motifs  ci-dessus  indiques.  Ou  doit 
reconnaître , en  effet , que , sons  deux  aspects  essentiels , il 
ne  comporte  pas  même  une  entière  fidélité , en  ce  sens  que  des  _ 
solutions  analytiquement  distinctes  y sont  quelquefois  repré- 
sentées par  un  même  point , sans  que  le  tableau  géométrique 
puisse  alors  tenir  aucun  compte  de  leurs  différences  numéri- 
ques. Cette  confusion  élémentaire  a d'abord  lieu  quand  une 
même  valeur  de  l’ordonnée  linéaire  correspond  à deux  valeurs 
de  l'ordonnée  angulaire  qui  diffèrent  entre  elles  de  quatre  an- 
gles droits , on  de  tout  multiple  entier  de  360°,  ce  qui  peut 
souvent  survenir , et , par  exemple , tontes  les  fois  que  l’équa- 
tion proposée  contient  seulement  des  fonctions  trigonométriqués 
de  l’angle  : en  de  tels  cas , la  nature  du  système  pdairc  em- 
pêche certainement  la  représentation  géométrique  de  ces  di- 
versités numériques  ; ce  qui  ne  peut  jamais  exister  avec  des 
coordonnées  rectilignes , ni  mémo  d’après  beaucoup  d’autres 
Nsyslèraes.  Aussi  le  système  polaire  est-il  justement  réservé , 
d’ordinaire,  pour  les  équations  qui  contiennent  l’angle  algébri- 
quement, comme  celles  des  spirales,  et  doit-il  être  spéciale- 
ment évité  envers  celles  qui  n’en  renferment  que  des  fonctions 
périodiques.  Mais  une  semblable  confusion  se  manifeste,  d’une 
manière  encore  plus  grave,  sous  un  autre  aspect  plus  universel, 
d’après  l’impuissance  nécessaire  du  système  polaire  pour  re- 
présenter géométriquement  les  différences  de  signe  -f-  ou  — , 
quand  elles  n’affectent  que  le  rayon  vecteur.  Le  besoin,  propre 
au  système  rectiligne , d’attribuer  des  signes  aux  coordonnées, 
afin  d’y  compléter  les  déterminations  élémentaires , a été  heu- 
reusement converti , par  Oescartes , en  une  précieuse  aptitude  à 
peindre  géométriquement  ce  genre  important  de  diversités 
analytiques.  Au  contraire,  l’indépendance  même  d’une  telle 
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obligation,  qni  semble  d’abord  devoir  constituer  an  avantage 
du  système  polaire,  y est  réciproquement  devenue  la  source 
nécessaire  d une  imperreclion  capitale,  en  y empêchant  essen- 
tiellement une  telle  représenta tiou.  Toutefois , la  vraie  nature 
de  cette  grande  lui  de  üescartes  y permet  encore  la  peinture  du 
signe  envers  celle  des  deux  variables  que  l’angle  représente, 
puis<iu'il  suilit  alors  du  compter  l'angle  en  sens  contraire  de 
celui  qu’on  a affecté  à scs  valeurs  positives.  Mais  si  le  change- 
ment de  signe  se  rapporte  au  rayon  vecteur , la  construction 
polaire  n’en  pourra  certainement  tenir  aucun  compte , une  telle 
longueur,  dont  la  direction  change  continuellement,  n’étant 
|ias  susceptible  d’une  véritable  opposition  de  sens.  C’est  à tort 
que  I on  croit  quelquefois  l’avoir  représenté,  en  portant  les  va- 
leurs négatives  de  chaque  rayon  vecteur  à l’opposé  de  la  di- 
rection qu’on  leur  eût  attribuée , d’après  l’angle  correspon- 
dant, si  elles  eussent  été  positives  , comme  OM'  comparé  à 
* OM  {fig.  -i).  Il  est  clair,  en  effet,  que  OM'  ne  correspond  pas 
n«llenienl  à l'angle  f,  mais  à la  valeur  f 80°  -f-  y,  qui , suivant 
ce  mode,  ne  pourrait  plus  trouver,  sur  la  figure,  aucune  place 
distincte.  Une  telle  erreur  provient  sans  doute  de  l’habitude 
trop  exclusive  d’équations  polaires  où  cette  opposition  de  va- 
leurs n’est  point  assez  marquée,  à cause  de  fonctions  purement 
trigonométriqncs  do  y.  Mais  il  suffirait  de  considérer,  par 
exemple,  les  iH^ualious  des  spirales  n=oy,  u'=ay,uy=a, 
u>=a?,  etc.,  pour  sentir  aussitôt  l'inconvenauco  générale  d’une 
telle  interprétation. 

Comme  cette  dernière  explication  , quelque  rationnelle 
qu’elle  soit  spontanément,  se  tronve.  néannaoins  directement 
contraire  à un  usage  scolastique  devenu  très-commun,  il  im- 
porte de  rappeler  incidemment,  à ce  sujet , le  véritable  esprit , 
aujoord’hoi  trop  méconnu,  de  la  grande  loi  découverte  par 
Oescarles  sur  la  destination  concrète  du  signe  -{-ou  — dans  les 


PRËMlEaE  PARTIK,  GUAPlTaE  PRlsHlER.  35 

relations  analytiques.  Il  faut  d'abord  reconnaitre  qne  celte  pro- 
position capitale  de  philosophie  mathématique  n'csl  réellcmcn 
démontrée  encore  que  d'après  de  simples  vériGcationsspcciales, 
sans  aucune  appréciation  directe  et  générale  : seulement  ces  vé- 
ritications  sont  maintenant  beaucoup  plus  multipliées,  et  sur- 
tout plus  variées,  qu’elles  ne  pouvaient  l’étrc  pour  Üescartes, 
dont  le  génie  analogique  fit  surgir  cette  admirable  induction  de 
l’heureux  rapprochement  d’un  très-petit  nombre  de  cas.  Les 
géomètres  actuels  se  montrent  même  quelquefois,  il  faut  l’a- 
vouer , moins  avancés , à certains  égards , sous  ce  rapport,  que 
ceux  du  dix-septième  siècle  ; en  ce  que , répugnant  trop  à une 
logique  purement  inductive , ils  prennent  souvent , à ce  sujet , 
des  vérifications  Irès-bornccs  pour  de  vraies  démonstrations. 
Peut-être  faut-il  p<‘nser  d’ailleurs  qu’une  telle  proposition  ne 
comporte  pas  d’explication  à priori,  et  doit  toujours  rester 
fondée  sur  de  pures  inductions,  sans  qne  sa  certitude  en  soit 
toutefois  affectée  ; du  moins  l’impuissance  radicale  des  efforts 
tentés,  à cette  fin , depuis  deux  siècles,  et  quelquefois  par  des 
esprits  supérieurs,  autorise  beaucoup  une  semblable  opinion. 
Quoique  la  science  mathématique  soit  celle  de  toutes  où  l’ex- 
trême simplicité  du  sujet  comporte  le  plus  l’emploi  prépondé- 
rant des  déductions , il  n’y  saurait  pourtant  être  tout  à fait  ex- 
clusif, et  quelques  notions  capitales  y doivent  sans  doute 
demeurer,  comme  celle-ci,  purement  inductives.  £n  acce|>- 
tant,  du  moins  quant  à présent , cette  irrécusable  nécessité,  il 
faùt  s’attacher  surtout  à bien  reconnaitre  le  vrai  sens  général , 
ordinairement  très-confus,  de  cette  grande  loi  cartésienne , qui 
consiste  en  ce  que  toute  véritable  inversion,  dans  les  grandeurs 
' concrètes  qui  en  sont  susceptibles , se  traduit  analytiquement 
par  le  changement  de  signe  des  valeurs  abstraites  correspon- 
dantes : c’est  à dire  que,  l'équation  d'un  phénonaéne  quelconque 
ayant  été  formée  pour  un  seul  état  de  ces  diverses  grandeurs, 
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loulcs  les  autres  dispositions,  souvent  trés-mullipliécs  (selon  la 
puissance  de  2 qu’indique  leur  nombre) , qui  pourront  résulter 
de  leurs  inversions  combinées,  sc  trouveront  exactement  corres- 
pondre à des  équations  déduites  de  la  première  d’après  les  seuls 
changements  de  signe  convenables , en  sorte  que  Tune  d’elles , 
suffisamment  interprétc-e , pourra  condenser  toutes  les  au- 
tres. Sans  insister  ici  sur  les  avantages , aussi  évidents  qu'émi- 
nents , de  cette  découverte  fondamentale,  surtout  entièrement 
indispensable  à l'existence  de  la  gf-oroétrie  analytique,  on  doit 
sentir  que  cette  loi  interdit  l’interprétation  concrète  du  signe 
envers  les  grandeurs  qui,  comptées  suivant  des  directions  va- 
riables, ne  sauraient  comporter  une  véritable  opposition  de 
sens  ; car,  dès  que  le  changement  de  signe  est  reconnu  expri- 
mer l’inversion  , il  ne  peut  plus  comporter  aucune  autre  attri- 
bution , sous  peine  de  n’avoir  qu’une  destination  vague  et  mémo 
arbitraire.  Que  signifie,  par  exemple,  la  prétendue  düTèrence 
de  signe  entre  les  rayons  vecteurs  OM , OM',  appliquée  à l’en- 
semble des  directions?  Elle  revient  évidemment  à supposer  po- 
sitifs les  rayons  au-dessus  de  l'axe  Oy,  et  négatifs  ceux  au-des- 
sous . or , la  distinction  ainsi  établie  entre  ces  deux  classes  est 
factice  et  illusoire,  comme  ne  tenant  qu’à  rinter|x>silion  de  cet 
axe  ; concevons  supprimée  cette  vainc  séparation,  et  il  n’y  aura 
certainement  pasplusdcdifférencc  réelle  entreOM  et  ON,  qu’un 
affecte  alors  de  signes  contraires,  qu’entre  OM  clOk , auxquels 
on  donne  pourtant  le  même  signe  ; ce  qui  fait  aussitôt  ressortir 
combien  un  tel  usage  est  radicalement  contraire  à toute  judi- 
cieuse interprétation  de  la  loi  du  signe  concret. 

12.  Après  avoir  entièrement  exposé  la  conception  fondamen- 
tale propre  à l'ensemble  de  la  géométrie  analytique,  il  reste  à 
compléter  ce  chapitre  préliminaire  par  deu.x  explications  indis- 
|H>nsabies,  d’ailleurs  spontanément  corelaüves,  d’abord  sur 
Ja  vraie  iliéorie  de  rhomogénèite  géométrique,  et  ensuite 
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.sur  la  constracUon  ûlémcntaire  dos  formules  algébriques. 

La  grande  loi  de  l’homogénéité , la  plus  étendue  de  toute» 
celles  que  comporte  jusqu’ici  la  philosophie  mathématique  , 
puisqu’elle  s’applique  nécessairement  à toute  relation  quelcon- 
que de  l’abstrait  au  concret,  reste  encore  très-mal  conçue 
ordinairement,  quoique  j’en  aie  suffisamment  établi,  il  y a 
treize  ans,  dans  le  tome  premier  de  ma  Philosophie  positire, 
le  Téritable  esprit  général.  Pour  expliquer  ce  fait  remar- 
quable que  toute  équation  ayant  un  sens  géométrique,  et  spé- 
cialement linéaire , est  constamment  homogène,  c’est-à-diro , 
dans  le  cas  le  pins  usuel , que  tous  les  termes  y sont  naturelle- 
ment du  même  degré  algébrique , on  se  borne  presque  toujours 
à remarquer  cette  circonstance  évidente  envers  les  relations 
initiales  que  l’on  regarde  avec  raison  comme  la  source,  plus  on 
moins  éloignée , de  toutes  les  relations  possibles  entre  lignes,  ^ 
et  qui  sont  essentiellement  réductible  au  théorème  de  Pytha- 
gore  sur  le  triangle  rectangle  et  à celui  de  Thalès  sur  la  pro- 
portionnalité des  cêtés  entre  deux  triangles  équiangles,  propo. 
sition  qni , d’ailleurs , comprend  logiquement  l’autre.  D’apn^ 
celte  remarque  incontestable  sur  l’homogénéité  des  équations 
primitive,  et  en  admettant  que  -ni  le  transfm'mations  .ul. 
térieure  de  chacune  d’elles  ni  Icue  combinaisons  mutuelle 
ne  peuvent  jamais  altérer  un  tel  caractère , on  aurait  sulB- 
samment  démontré  qu’il  doit  s’étendre  aussi  aux  déduc- 
tions le  plus  lointaine.  Mais  cette  supposition  très-gratuite 
est  certainement  vitieose , sinon  quant  aux  transformations , do  « 
moins  quant  à certaine  combinaisons;  par  exemple,  lorsqu’on 
ajoute  deux  équations  homogène  de  degrés  différents,  leur 
' somme  ne  constitue  nullement  une  équation  homogène.  11  res- 
terait donc  à expliquer  pourquoi  le  déductions  géométriques 
ne  conduisent  jamais  à de  tels  assemblages  ; ce  qni  serait  assu- 
rément plus  difficile  que  d’établir  directement  la  loi  générale  de 
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rhomogcniMtô.  Ceux  qui  ont  senti  ce  vice  radical  de  l’explica- 
tion la  plus  usitée,  mais  sans  remonter  pourtant  jusqu’au  vrai 
principe  philosophique  de  toute  cette  théorie,  ont  été  conduits 
à altérer  essentiellement,  la  loi  elle-mémc,  pour  l’adapter  à 
l’insuflisance  de  leur  démonstration,  en  y introduisant  nne  al- 
ternative qui , au  fond,  détruirait  radicalement  le  sens  efTectif 
de  la  proposition.  On  fait  ainsi  consister  maintenant  le  théo- 
rème de  l'homogénéité  en  ce  que  toute  équation  géométrique 
est  nécessairement  homogène , ou , du  moins , la  somme  de 
plusieurs  équations  homogènes.  Avec  un  pareil  énoncé, la  pro- 
position devient  évidemment  insignifiante  : car,  quelle  est  l’é- 
quation, écrite  au  hasard  par  un  algébriste,  qui  ne  puisse  être 
conçue  décomposée  en  équations  homogènes , d'après  la  seule 
précaution  d’y  grouper  convenablement  les  termes?  H est  cer- 
tainement impossible  que  ceux  qui  entendent  ainsi  la  loi  de 
l’homogénéité  fassent  aucun  usage  réel  des  précieux  moyens  de 
Térificationcontinuc  qu’elle  est  surtout  destinée  à fournir  spon- 
tanément dans  toutes  les  applications  possibles  de  l’analyse  ma- 
thématique. 

13.  Sans  nous  arrêter  davantage  à cette  vicieuse  doctrine, 
procédons  directement  à la  véritable  explication.  Elle  repose 
tout  entière  sur  cet  unique  principe,  aussi  général  qu’évident  .- 
l’exactitude  de  toute  relation  concrète,  soit  géométrique,  soit 
même  mécanique , ou  physique , etc.,  étant  nécessairement  in- 
dépendante de  la  grandeur  de  l’unité  ou  des  unités  qu’on  a in- 
troduites pour  l’évaluation  numérique, l’équationcorrespondante 
doit  rester  inaltérable  quand  on  y fait  subir,  à chacune  des 
quantités  élémentaires,  la  variation  résultée  du  changement 
d’unité , et  qui  consiste  à les  multiplier  toutes  par  un  même  fac- 
teur arbitraire.  Aün  de  mieux  apprécier  les  conséquences  ana- 
lytiques d’une  telle  propriété  envers  les  équations  algébriques 
proprement  dites,  où  il  faut  surtout  la  spécifier,  il  importe  de 
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dislingupr  deux  cas  (l'ciiéraux , scion  que  la  relnlion  ne  contient 
que  des  grandeurs  d’une  seule  espèce,  ou  qu’elle  en  rcurcrme 
à la  fbis  de  plusieurs  sortes  distinctes. 

Dans  le  premier  cas,  le  plus  commun  en  géotnélrie  analyli- 
que,  en  supposant,  pour  fixée  les  idées,  qu’il  s’agisse,  par 
exemple,  d’une  relation  entre  lignes,  tout  se  réduit  à bien  ap- 
précier l'eETet  isolé  du  changement  proposé  sur  chaque  terme  de 
l’cqualion.  Or,  en  rendant  m fois  plus  grands  tous  les  fartenrs' 
qui  expriment  les  lignes  considérées,  il  est  aisé  de  reronnaiire 
d’abord  que  tout  terme  du  premier  degré  se  trouvera  aussi  mul- 
tiplié par  tn,  quelle  que  soit  sa  forme  algébrique,  non-seulement 


quand  il  est  rationnel  et  entier,  comme  a,na , etc. , mais 

• 3 


aussi  lorsqu’il  est  fractionnaire , comme  — , 

c 

même  irrationnel , comme 


abcd 

, etc. , mi 

«/n 


t/ÏT,  i/M,,  Ole. 

en  estimant  toujours  le  degré  suivant  les  règles  ordinaires  de 
l’algèbre  ; sauf  l’indispensable  précaution  de  n’y  jamais  compter 
que  les  facteurs  vraiment  linéaires , sans  aucune  participation 
de  ceux  qui , à divers  titres,  ne  soûl  pas  altérables  par  le  chan-  ' 
gement  d'unité.  Cela  posé,  chacun  des  termes  de  degn>  supérieur 
deviendra  ainsi,  avec  une  forro»  quelconque,  etc.,  fois 

plus  grand,  selon  qu’il  sera  du  ü""",  ü*"»,  etc.  degré,  en  tant 
qne  produit  d’un  pareil  nombre  de  facteurs  du  premier  degré. 
En  résumé,  tous  les  termes  d’un  mémo  degré,  quelle  que  soit 
leur  dissemblance  algébrique , varieront  alors  en  même  raison, 
et  tous  ceux  de  degrés  différents , quelque  similitude  que  puisse 
offrir  leur  composition , se  trouveront  inégalement  multipliés. 
On  voit  par  lé  quel’éqnatiou  ne  pourra  supporter  sansaltéralion 
la  nnodification  proposée,  que  d’après  une  exacte  parité  dedegrc 
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outre  tousses  termes  ; ce  qui  constitue  la  partie  la  plus  usuelle  de 
la  loi  d’homogénéité,  enccqui  c<mcernele8équalioiisalgébri(|ucs 
proprement  dites.  Quant  aux  équations  dites  transcendantes, 
c’est4-dire  exponentielles,  logarithmiques,  etc.,  le  même  prin- 
cipe fondamental  y fournirait  d’i^uivaleutes^udilions  analyti- 
ques, sous  des  formes  variables  avec  la  nature  des  fonctions,  et 
qu’il  serait  superflu , surtout  en  ce  traité,  de  spécifier  d’avance. 

£n  considérant  niaintenantlesecondcas  général,  il  peut  offrir 
deux  modes  très-distincts,  selon  que  les  diverses  unités  hétéro- 
gènes sont  indépendantes  entre  elles  ou  suliordonflécs  l’une  à 
l’autre.  Si  elles  n’ont  aucune  liaison  nécessaire,  comme  iLar- 
rive,  eu  géométrie,  pour  les  relations  à la  fois  linéaires  et  an- 
gulaires , la  lui  d'homogénéité  conserveraévidemment  le  même 
sims  fondamental , mais  avec  une  plus  grande  variété  de  pres- 
rriptions  que  dans  le  premier  cas,  puisque  tous  les  termes  de- 
vront alors  présenter  le  même  degré , soit  qu’on  y compte  uni- 
quement les  facteurs  linéaires , ou  seulement  les  facteurs  angu- 
laires, on  simultanément  les  deux  sortes,  en  vertu  du  change- 
ment correspondant  de  chacune  ou  de  plusieurs  de  ces  unités 
indépendantes.  IVlais  quand  ,'au  contraire , les  unités  doivent , 
quoique  hétérogènes,  conserver  une  subordination  déterminée, 
la  loi  se  trouve  nécessairement  moditiéc , en  ce  que  l’on  n’y 
peut  plus  estimer  le  degré  de  chaque  terme,  suivant  l'usage 
purement  algébrique , d’après  la  simple  énumération  uniforme 
des  facteurs  convenables  : il  faut  alors  apprixier  ces  divers 
facteurs , selon  leurs  sources  respectives,  en  leur  appliquant 
une  certaine  pondération  analytique,  dérivée  de  la  liaison  pri- 
mitive des  unités.  Pour  formuler  celle  pondération  dans  les 
équations  g;!ométriques,  où  peuvent  coexister  des  longueurs , 
des  aires,  et  des  volumes,  il  suflit  de  reconnaître  que  l’enchaî- 
nement des  trois  unités  s’y  trouve  nécessairement  tel  que,  la 
première  devenant  m fois  plus  petite , la  seconde  le  devient  m’ 
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fois , Cl  l’aulre  fois.  D’après  cela , l’homogénéité  doit  alors 
exister  en  comptant  chaque  facteur  superficiel  comme  deux  , cl 
chaque  facteur  solide  comme  trois,  facteurs  linéaires.  Quoique 
ce  mode  diffère  essentiellement  du  précédent,  sa  nature  égale- 
ment déterminée  le  rend  tout  aussi  propre  à fournir  spontané- 
ment, en  géométrie,  d’utiles  vérifications  algébriques. 

Dans  le  cas  le  plus  usuel , celui  des  relations  entre  lignes, 
il  reste  à comprendre  comment  l'homogénéité  peut  quelquefois 
cesser  effectivement,  ainsi  que  les  formules  trigonométriques 
en  offrent  beaucoup  d’exemples.  Or,  celte  cessation  ne  provient 
jamais,  comme  en  trigonométrie,  que  d’avoir  choisi  pour 
unité  l’une  mémo  des  lignes  à considérer,  qui,  dès  lors  expri- 
mée par  le  nombre  1 , ne  compte  plus  parmi  les  facteurs  qui 
participent  à l’estimation  du  degré,  d’après  l’usage  naturel  de 
négliger  toujours  numériquement  le  facteur  1 , soit  en  multi- 
plicateur, soit  en  diviseur.  Le  degré  de  chaque  terme  qui  ren- 
ferme cette  ligne  se  trouvant  ainsi  altéré , tandis  que  celui  des 
termes  où  elle  n’entre  pas  n’a  point  changé , on  conçoit  que 
l’homogénéité  algébrique  n’existera  plus.  Elle  continuerait  a 
subsister,  si  on  tenait  compte  convenablement  du  facteur  1 , 
mais  alors  on  perdrait  évidemment  tout  l’avantage  analytique 
que  comporte  un  tel  choix  de  l’nnité,  toujours  destiné  à sim- 
plifier les  formules,  et  il  serait  préférable  d’adopter  une  unité 
nettement  distincte  des  lignes  en  relation. 

Suivant  une  telle  appréciation,  il  est  aisé  de  sentir,  Récipro- 
quement, que  si,  en  partant  d’une  équation  ainsi  altérée,  on' 
désire  la  rétablir  dans  son  état  primitif , il  suflit , d’apres  la 
loi  d’homogénéité , d’user  du  droit  numérique  d’introduire  à 
volonté  le  multiplicateur  ou  le  diviseur  t,  de  manière  à rame- 
ner tous  les  termes , en  comptant  ces  facteurs  1 , à tel  degré 
commun  qu’on  voudra  ; en  y remplaçant  ensuite , pour  plus  de 
, clarté,  ce  signe  1 par  une  lettre  iDdcterminéc , l’équation  sera 
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nécessairement  revenue  à la  forme  qu’elle  aurait  eue  d’alK>rd , 
relativement  à une  unité  indépendante  des  lignes  considérées. 
L’usage  ordinaire  équivaut,  sans  doute,  à la  règle  précédente, 
mais  surchargée  d’un  circuit  très-superflu  et  souvent  pénible, 
tenant  à la  notion  trop  imparfaite  qu’on  se  forme  communément 
de  la  loi  d'homogénéité.  En  général,  je  ne  crains  pas  d’assurer 
que  toute  difllculté  relative,  suit  à la  conception  de  cette  loi, 
soit  à son  application , sera  spontanément  dissipée , par  tout 
lecteur  intelligent,  en  remontant  convenablement  jusqu’au 
principe  fondamental  qui  dominerenscmblede  cette  théorie,  sans 
qu’il  faille  ici  insister  davantage  sur  de  semblables  explications. 

14.  Après  avoir  suflisamment  établi  la  loi  d'homogénéité,  il 
faut  terminer  enGn  cet  indispensable  préambule  général , en 
indiquant  sommairement  les  régies  élémentaires  de  la  conslruc- 
lion  dva  formules  algébriques,  rendues  préalablement  homo- 
gènes, suivant  le  mode  précédent. 

La  eonslnu'lion  d'une  formule  consiste  à remplacer  les  opéra- 
tions numériques  quelle  prescrit,  pour  l’évaluation  de  l’incon- 
nue correspondante , par  un  système  équivalent  d’opérations 
graphiques,  qui , en  aiseitiblant  convenablement  les  lignes 
proportionnelles  aux  nambres  donnés,  fasse  sortir  do  cette 
figure  une  ligne  proportionnelle  au  nombre  cherché.  Il  im- 
porte, dés  ce  moment,  d’éviter  de  confondre  cette  c^tnstruction 
des  formules  avec  la  construrlion  des  équations,  qui  constitue 
une  question  beaucoup  plus  difficile  et  plus  importante,, 
laquelle  serait  actuellement  prématurée,  et  se  trouvera  soi- 
gneusement traitée  à la  fin  de  notre  étude  Dans  la  construction 
des  équations,  il  s’agirait , en  effet,  de  substituer  des  équiva- 
lents graphiques,  non-seulement  aux  évaluations  numériques, 
maisaOssiet  surtout  aux  transformations  algébriques,  souvent 
impossibles,  qu’exigerait  la  résolution  analytique  des  équations 
correspondantes  : tandis  que  nous  regardons  ici  toutes  les 
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équations  possibles  comme  résolues,  et  ne  laissant  plus  à 
accomplir  qu’une  simple  détermination  arithmétique,  que  nous 
voulons  remplacer  par  une  détermination  géométrique.  Une 
telle  substitution , quand  elle  n’exige  pas  des  Ggures  trop  com 
pliquécs,  doit  être,  sans  doute,  très-convenable,  en  géométrie 
analytique,  pour  y faciliter  et  y perfectionner  l'interprétation 
finale  des  résultats  algébriques.  Mais^  envers  les  formnlcs  un 
peu  composées , elle  exigerait  un  tel  assemblage  de  lignes  que 
la  solution  s’en  trouverait  plutôt  obscurcie  qu’éclaircie  : aussi 
se  dispense-t-on  souvent  d’eiéculer  ces  constructions , même 
quand  elles  seraient  strictement  possibles , et  se  borne-t-on  à 
concevoir,  en  général,  la  ligne  cherchée  d'après  l’évaluation 
numérique , accomplie  ou  même  seulement  projetée , de  la  lor- 
müle  correspondante.  Néanmoins,  il  est  indispensable  de  con- 
naître les  règles,  d’ailleurs  très-simples,  de  cette  opération 
élémentaire,  sauf  à en  diriger  toujours  l’usage  d’après  une 
judicieuse  appréciation  des  convenances  de  chaque  cas. 

15.  Si,  dans  ces  figures  artificielles,  on  pouvait  admettre 
indifféremment  tontes  les  lignes , il  ne  saurait  exister  aucune 
formule  qui  ne  fût  évidemment  susceptible  d’une  construction 
quelconque,  soit  avec  les  lignes  déjà  usitées,  soit  à l’aide  de 
lignes  nouvelles,  expressément  imaginées  à cette  seule  fin, 
comme  les  anciens  l’ont  souvent  fait.  Mais,  suivant  no  antique 
usage,  qui  mérite  d’être  soigneusement  respecté,  ou  ne  juge, 
d'ordinaire,  pleinement  satisfaisantes  que  les  construct^s  où 
entrent  seulement  des  lignes  droites  et  des  cercles;  aucune 
autre  courbe  n’étant,  en  effet,  assez  facile  à décrire  pour  y 
devenir  vraiment  usuelle,  excepté  en  quelques  occasions  spé- 
ciales, dont  la  plupart  appartiennent  même  davantage  à la 
construction  des  équations  qu’à  celle  des  formules  proprement 
dites,  suivant  nos  explications  ultérieures.  Or,  ainsi  conçue,  la 
construction  des  formules  est  nécessairemeut  restreinte,  par 
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celte  obligation  géométrique,  à des  cas  peu  variés,  tous  rela- 
tifs aux  fonctions  purement  algébriques,  qui  même,  quand  elles 
sont  irrationnelles,  ne  doivent  pas  contenir  de  radicaux  autres 
que  ceux  du  second  degré  ou  leurs  dérivés.  Le  point  de  vue 
général  où  nous  place  la  géométrie  analytique  explique  aussi- 
I6t  une  telle  nécessité,  dont  les  anciens  avaient  péniblement 
senti  le  poids  naturel , sans  pouvoir  en  comprendre  la  source 
ralionucllc.  Elle  résulte,  en  eflet,  de  ce  que,  par  la  nature  des 
équations  propres  à la  ligne  droite  et  an  cercle,  comme  on  le 
verra  ci-après , la  combinaison  de  ces  deux  sortes  de  lignes  ne 
peut  jamais  correspondre  à d’autres  fonctions  que  celles-là. 

Conformément  à une  telle  condition  générale , examinons 
maintenant  les  modes  élémentaires  de  construction  propres  aux 
divers  cas  algébriques  de  cette  dernière  espèce,  et  d’abord  en  ce 
qui  concerne  les  formules  rationnelles. 

Quand  elles  sont  entières,  et,  par  conséquent,  du  premier 

3 P 

degré,  leurs  termes  étant  de  la  forme  2a,  5a,  - a,  na,  - a,  etc., 

* q 

peuvent  être  aisément  construits,  soit  immédiatement,  soit  par 
répétition , soit  d'après  le  théorème  des  lignes  proportionnelles  : 
ensuite  leur  addition  et  leur  soustraction  se  transformeront  fa- 
cilement en  juxtaposition  et  superposition  des  longueurs  cor- 
respondantes. 

S'il  s’agit  de  formules  fractionnaires , et  que  le  numérateur 
comn9  le  dénominateur  en  soient  d’abord  monomes,  la  con- 
struction élémentaire  d’nne  quatrième  proportionnelle  suffira 

spontanément  pour  le  cas  le  plus  simple,  où  l’as- 

semblage convenable  des  lignes  c,  a,  b,  suivant  la  règle 
connue,  déterminera  aussitèt  la  ligne  x {fig  5).  Or,  toute  an- 
tre fraction  de  ce  genre  est  réductible  à celle-là,  à l’aide  de  quan- 
tités auxiliaires,  susceptibles  chacune  d’une  semblable  cou-' 
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, ..  „ ahcd  ab  ci 

stniction.  Car  si  a;  = — — , on  ponrra  poser  a:  = — X — i 

tf9  ^ c fg 

dès  lors , une  quatrième  proportionnelle  permettant  de  substi- 
tuer an  premier  facteur  — une  ligne  auxiliaire  e',  la  formule 
c 

ici 

deviendra  x = — , avec  diminution  d’une  unité  dans  le 

fg 

nombre  dcâ  facteurs,  de  part  et  d'autre.  Dès  lors,  la  répéti- 
tion convenable  de  cette  réduction  produira  un  nouvel  abais-  • 
sentent  de  degré,  et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  ce  que  le  dénomina- 
teur soit  ramené  an  premier  degré,  comme  dans  le  cas  élémen- 
taire, sans  jamais  exiger  d’autres  constructions  que  celles  de 
quatrièmes  proportionnelles,  eh  nombre  total  égal  au  degré 
primitif  du  dénominateur. 


Quand  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  polynômes , il 
faut  les  rendre  monomesà  l’aide  de  certaines  lignes  auxiliaires, 
destinées  à donner  à toutes  les  parties  du  numérateur  les  mêmes 
facteurs  qu’à  l’une  d’entre  elles,  sauf  un  seul  convenablement 
choisi,  et  pareillement 'envers  le  dénominateur;  d’après 
quoi,  leur  composition  géométrique  ne  dépendra  finulcment 
que  de  juxtapositions  ou  superpositions.  Soit,  par  exemple. 


abcd-\-fghik — Imnptf 
rstu-^och 


; on  posera 


fghik  = abedi,  Imnpq  = abede",  rstu  — abcd',  noch  = o6cd", 

cliacunc  des  lignes  auxiliaires  e',  e",  d',  d",  étant  évidemment 

déterminable  par  une  suite  de  quatrièmes  proportionnelles  dés 

. . . , . dÇc-j-c'—c”) 

lors , écartant  les  facteurs  communs,  on  aura  x= — — , 

dont  la  construction  ne  présente  plus  aucune  difficulté.  Le 
iiouibre  total  des  quatrièmes  proportionnelles  dépendra  tout  à la  - . 
fois  du  uumbre  des  termes  cl  du  degré  de  chaque  polynôme,  de 


Digitized  by  Google 


^6  CÉOUmiK  PLAMK. 

manière  k devenir  très-considérable  dans  les  cas  un  peu  com- 
pliqut's. 

Passant  maintenant  aux  formnles  irrationnelles  du  second 

degré,  on  doit  regarder  la  formule  x = \/ ab  comme  seule  sus- 
ceptible de  construction  immédiate,  d’après  la  ligure  élémen- 
taire destinée  à tracer  une  moyenne  proportionnelle;  on  rem- 
placera ainsi  la  multiplication  et  l’cxlraclion  indiquées  par  des 
équivalents  graphiques,  d’où  résultera  (/iÿ.  6)  la  ligne  x.  Or, 
tous  les  autres  cas  de  ce  genre,  quelque  compliqués  qu’ils  puis- 
sent être , sont  ilécessaircmcnt  réductibles  à celui-ci , à l’aide 
des  deux  sortes  de  transformations  qui  viennent  d’élpc  expli- 
quées, soit  quant  à rabaissement  du  degré  dans  les  fractions, 
suit  pour  la  composition  des  polynômes.  Toutes  les  formules  ir- 

I « 

rationnelles  du  second  degré  pourraient  ainsi  être  construites 
finalement  d’après  des  quatrièmes  proportionnelles  relatives  à la 
fonction  placée  sous  chaque  radical , en  les  faisant  suivre  d’uue 
moyenne  proportionnelle  relative  au  radical  lui-même.  L’em- 
ploi du  théorème  de  Pylhagurc serait  donc,  à la  rigueur,  con- 
stamment évitable.  Cependant  son  judicieux  usage  conduira 
quelquefois,  pour  la  composition  des  polynômes,  à des  con- 
structions plus  simples. 

Afin  de  condenser  sur  un  seul  exemple  l’application  des  di- 
verses régies  ainsi  relatives  à la  construction  élémentaire  des 

formules  algébriques , soit  à construire  x = 

On  commencera  par  rétablir  l'homogénéité , d’où 

,{ désignant  l'unité.  Construisant  ensuite 

les  deux  radicaux  partiels  \/  W ,'\/ di  par  autant  de  moyenne» 
proportionnelles  A et  A,  et  remarquant  qu’ici  les  termes  dn 
numérateur  ont  déjà  naturellrment  deux  facteurs  communs, 


y 
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W 


on  aura  x 


=v/ 


e — k 


. Dès  lors,  après  avoir  formé  a-f-^  ' 


par  juxtaposition  etc — i ^r  snperposilbn,  pois  trarâ  une  qua- 
trième proportionnelle  m à c—k , t , et  a-j-A , x résultera  fina- 
lement d’une  moyenne  proportionnelle  entre  » et  tn. 

J’engage  les  commençants  à s’exercer  spontanément  sur 
d’autres  exemples,  sans  toutefois  y perdre  trop  de  temps.  . 


CHAPITRE  IL 

Principaux  exemples  préliminaires  de  la  formation  des  etjuadons  de  diverses 
lignes  d'après  leur  génération , et  première  ébauche  de  la  discussion  gèome> 
trU(ue  de  ces  équations.  • 

16.  La  conœplion  fondamentale  de  la  géométrie  analytique, 
quoique  directement  établie  dans  le  chapitre  précédent,  ne  se- 
rait pas  suffisamment  comprise,  si,  après  celte  indispensable 
exposition  générale,  nous  ne  consacrions  pas  soigneusement  le 
chapitre  actuel  à rendre  spécialementfamilièrc  cette  intime  har- 
monie mutuelle  entre  les  lignes  et  les  équations,  par  une  con- 
venable gradation  d’exemples  caracléristiqaes.  Us  seront  d'ail- 
lenrs  choisis  de  manière  à faire  déjà  connattre  au  lecteur  les 
principales  courbes  auxquelles  nous  devrons  ensuite  appliquer 
les  théories  essentielles  de  la  géométrie  analytique. 

Avant  tout,  il  importe  d'établir  une  formule  élémentaire  ek- 
trémeraent  usuelle  pour  déterminer  la  distance  de  deux  points 
d’après  leurs  coordonnées , d’abord  et  surtout  rectilignes,  puis 
même  aussi  polaires.  Une  telle  considération  doit  naturellement 
être  si  fréquente  dans  la  plupart  des  opérations  de  géométrie 
analytique,  que,  en  la  formulant  ici  isolément,  on  évitou 
ensuite  de  nombreuses  et  fastidieuses  répétitions  incidente. 

En  coordonnées  rectilignes , il  suffira  de  mener , par  le  point 
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le  plus  bas  M'  (/!$.  7] , udp  parallèle  à l'axe  des  a;  jusqu’à  la^ 
rencontre  JV  de  l’ordonnée  du  point  le  plus  élevé  M ",  pour  con- 
cevoir aussitôt  la  distance  cbercbéc  d comme  le  troisième  côté 
d’un  triangle  M' J\M”,  dont  les  deux  autres  M'  N,  M'N,  sont 
respectivement  égaux  aux  diflërénccs , y"  — y",  x"  — x',  dos 
coordonnées  correspondantes,  et  forment  un  angle  N supplé- 
mentaire de  celui  des  axes.  Dès  lors,  si  les  axes  sent  rectangu- 
laires, ce  qui  est  le  seul  cas  vraiment  usuel , le  théorème  de  Py- 
tliagore  fournira  aussitôt  cette  formule  : la  disUtnee  de  deux 
pointu  équivaut  à la  racine  quarréc  de  la  somme  des  quarrés  des 
différences  de  leurs  coordonnées  respectives,  ou,  en  style  algé- 
brique, 

d=\/.(y"-y')-+(x"-xr. 

Quand  les  axes  sont  obliques , il  faut  évidemment , d'après  la 
règle  trignnométrique  convenable , ajouter  sous  le  radical  le 
double  produit  des  deux  différences  par  le  cosinus  de  l’angle  des 
axes,  on  2 (y''  — y'(x"  — x')cos9. 

Au  sujet  de  cette  formule  indispensable , le  lecteur  devra 
soigneusement  vérifier,  mais  seulement  pour  les  axes  rectan- 
gulaires , comment  la  loi  du  signe  permet  de  condenR^r  en  une 
expression  unique  les  quatre  cas  qui  résulteraient  naturelle- 
ment, comme  l’indique  la  figure,  d^  (rois  autres  dispositions 
que  pourraient  offrir  les  deux  points.  Puisque  cette  grande  loi 
générale  ne  repose  vraiment  jusqu’ici  que  sur  de  simples  véri- 
fications spéciales , il  importe  de  ne  point  les  négliger  dans  tous 
les  cas  caractéristiques  et  très-usuels,  quoiqu’il  ne  convienne 
pas  cependant  de  les  trop  multiplier , ce  qui  finirait  par  altérer 
notablement  rutilité  réelle  d’une  telle  règle. 

En  coordonnées  polaires,  on  voit  aussitôt  (fig.  8)  que  la 
distance  cherchée  constitue  le  troisième  côté  d'uu  triangle,  où 
les  deux  autres  côtés  sont  naturellement  les  deux  rayons  vec- 
teurs u",  u\  cl  comprenuent  un  angle  égal  à la  différence  des 
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coordonnées  angalaires  r",  y : d’où  résolte  immédialemenl  la 
formule 

d = 2«Vco6  ((?"—?')» 

où  le  sens  de  la  soustraction  angulaire  est  évidemment  indiffé- 
rent, d’après  la  nature  des  cosinus,  tout  comme  pour  les 
soustractions  linéaires  propres  à la  formule  rectiligne,  quoique 
par  un  autre  motif  analytique. 

Cette  double  formule  préliminaire  étant  maintenant  établie, 
procédons  d’abord  à la  plus  simple  formation  des  équations , 
soit  rectilignes,  soit  polaires , qni  conviennent  aux  deux  seules 
lignes  déjà  étudiées  en  géométrie  élémentaire,  et  dont  la 
discussion  devra , en  conséquence,  nous  arrêter  peu. 

17.  1"  EXEMPLE.  Équations  de  la  ligne  droite.  Les  ooor> 
données  rectilignes  doivent  être,  par  leur  nature,  éminemment 
favorables  à la  recherche  de  l’équation  générale  de  la  ligne 
droite.  Il  suffit  alors  d’envisager  cette  ligne  comme  le  lien  des 
points  dont  les  distants  à deux  axes  fixes  sont  en  raison 
constante , soit  que  ces  distances  se  mesurent  perpendiculaire- 
ment on  sous  tonte  autre  inclinaison  commune.  Une  telle  pro- 
priété donne  aussitôt  l’équation  rectiligne  de  toute  droite  pas- 
sant à l’origine.  Quand  elle  n’y  passe  pas , comme  DU  (fig.  9), 
qui  coupe  l’axe  des  y en  fi,  à la  distance  b de  l’origine,  il  est 
aisé  de  ramener  ce  cas  général  an  précédent,  en  comptant  les 
ordonnées  à partir  de  l’horizontale  fiK , ce  qui  revient  à les 
diminuer  toutes  de  b.  Mors , pour  un  point  quelconque  M de 

la  droite,  le  rapport--^ — est  œnstant.  En  le  nommant  a,  et 

résolvant  l’équation  par  rapport  à y,  l’équation  générale  de  la 
ligne  droite  sera  * 

y = ax-\-b, 

qui  coïncide  évidemment  avec  l'équation  complète  du  premier 

degré  à deux  variables.  La  constante  a,  égale  an  rafqiorl  de 

À 
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MQ  à BQ,  dépendra  de  la  direction  de  la  droite,  d’aprè* 
l’augle  a qa’cllc  forme  avec  l'axe  des  x.  Elle  sera,  suivant  le 
principe  fondamental  de  la  résolutioa  des  triangles , égale  à la 
Uogentc  trigoDométrique  de  cet  angle , dans  le  cas  le  pins 
usuel,  on  les  axes  sont  rectaognlaires.  Mais,  s’ils  sont 
obliques , le  même  principo  indiquera  a comme  exprimant, 
en  général,  le  rapport  des  sinus  des  deux  angles  formés  par  la 

droite  avec  le»  deux  axes  des  x et  des  y,  ou  * _ 

8in(t — a) 

Le  lecteur  devra  se  rendre  extrêmement  familière , par  un 
exercice  fréquent  et  varié,  la  significaümi  géométrique  de 
toutes  les  circonstances  algébriqn<»  propres  à eette  équation 
fondamentale,  qui  ropréaentera  sncoessivement  toutes  les 
droites  du  plan,  en  j attribuant  aux  constantes  arbitraires 
a et  b les  valeurs  convenables.  D’abord  , le  nombre,  nnlle- 
racnl  accidentdl,  de  ocs  constantes  correspond  géométriqae* 
ment  nu  nombre  de  points  par  où  doit  passer  une  droite  pour 
que  son  cours  entier  soit  detenniné.  Ensuite,  la  loi  de  rbono- 
généité  indiquerait  seule,  indépendamment  delà  (igare,que 
la  constante  6 doit  être  linéaire  et  a angulaire  (’). 

Réciproquement,  si  l’on  examine,  en  coordonnées  reeli* 
lignes,  abstraction  faite  des  notions  précédentes,  le  lieu 


(•)  Si  a était  mvUngé  comme  lluéartre,  ca  tant  qu'une  tangente  trigoaoaié- 
trique  l’est  en  eflet , l'équation  ne  serait  plus  homogène  ; mais  cela  proviendrait 
éTldemmont  d'avoir  prit  pour  unité  le  rayon  trigonométrique.  Il  faudrait  alors 
rétablir  l'homogénéité , en  écrivant,  suivant  la  règle, 

• 

V-"— aVt-e. 

Ou  doit  donc  préférer  liabHueBement  de  concevoir  a comme  une  simple 
fonction  abstraite  de  l'angle  i ; c'est  pourquoi  Je  lui  ai , depuis  longtemps  , 
appliqué  la  dénomination  raractétlsilqiic  de  eovJfMènt  angftiairt , qtil  com- 
mence mauitenaal  a devenir  spuolauéuieal  d'un  usage  uoivorseU 
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géométriqae  de  l’éqnation  générale  du  premier  degré,  à deux 
variables , ou  en  fera  aisément  surgir  la  ligne  droite.  £n  y 
dégageant  y,  sous  la  forme  y = ax  -{■  b,  cette  équation 
indique  d’abord,  par  sa  composition,  une  ligne  illimitée  à 
droite  et  à gauche,  continue,  et  d’une  seule  branche;  puisque 
toute  valeur,  positive  ou  native , de  la  variable  indépen- 
dante X fournit  qgnstamment  une  valeur  réelle,  finie,  et 
unique,  pour  fa  variable  dépendante  y.  Mais  ces  caractères, 
évidemment  trop  vagues,  ne  sauraient  constater  suffisamment 
la  nature  rectiligne  O du  lieu.  On  dissipe  rationnellement 
toute  incertitude  à cet  égard  en  concevant  l’équation  sous  la 
y — 6 

forme = a,  qui  indique  les  ordonnées,  préalablement 

diminuées  de  b , par  le  transport  de  l’axe  OX  en  BK,  comme 
proportionnelles  apx  abscisses  : ce  qui  caractérise  aussitôt  la 
ligne  droite.  La  constante  b étant  la  valeur  de  y pour  x = 0 , 
représente  donc  nécessairement  la  distance  de  l’origine  au  point 
où  la  droite  ||ncontre  l’axe  vertical.  Quant  à la  constante  a, 
évidemment  angulaire,  elle  détermine  aussitôt  l’angle  du  lieu 
avec  l’axe  horizontal,  suivant  la  loi  tang  a=:a,  si  les  axes 
sont  rectangulaires:  en  les  supposant  obliques,  on  aurait 

J.  • 

~sin  (0— a)  ~ ’  (•)  ** dégageant  trigonométriquement 
l’angle  a d’après  la  formule  qui  développe  sin  (8  — a),  il  est 

(•)  Quand  a et  é sont  sp<;ciriés  en  nombres,  cette  apprdclation  finale  ressor- 
tirait matériellement  de  la  construction  correcte  d’un  grand  nombre  de  solu- 
tions partkuUères  exactement  évaluées  : les  commençants  ne  doivent  pas  dédai- 
gner , soit  pour  la  ligne  droite , soit  pour  le  eercle , ou  même  pour  quelques 
autres  cas  bien  clioisis,  l'usage  provisoire  de  ces  vérifications  grossières,  qui, 

malgré  leur  évidente  Insuffisance  mathématique,  ont  rboiircux  privilège  de 
mieux  familiariser  d'abord  avec  le  sentiment  élémentaire  de  i'IiarmonJe  fonda- 
mentale entre  les  ligues  et  les  équations , ainsi  réduit  à une  simple  intultiou 
P hysique,  coosUtuant  le  plus  haut  degré  possible  de  clarté. 
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aisé  de  déduire  la  loi , plus  générale , mais  plus  compliquée , 


tanga  = 


âsinO 

1+acosO’ 


qui  comprend  la  précédente , lorsqu’on  y fait  6 = 90°. 

Si  maintenant  on  demande  l’équation  générale  de  la  ligne 
droite  en  coordonnées  polaires,  U est  faiÿe  de  sentir  que  la 
nature  de  ce  second  système  est  presque  aussi  Aivorable  à une 
telle  recherche  que  colle  du  premier.  Car,  on  aurait  aussitôt 
l’équation  évidente  ? = a , pour  une  droite  qui  passerait  au 
pôle.  Or,  quand  elle  en  passe  à une  distance  d sur  l’axe  Of 
(fiff.  10),  le  caractère  géométrique  est  toujours  le  même,  c’est- 
à-dire  que  la  corde  tirée  d’un  point  quelconque  M du  lieu  au 
point  donné  D , où  ce  lien  coupe  l’axe , forme  ici  avec  cet  axe 
un  angle  constant  a,  tandis  qu’elle  aurait,  ep  tonte  autre  ligne, 
nne  inclinaison  variable.  Seulement  cette  définition  se  formule 


alors  plus  péniblement  que  dans  le  premier  cas.  Mais  on  l’ex- 
primeaisément  d’après  le  principe  de  la  résoIutio|j^es  triangles, 
qui  traduit  immédiatement  cette  propriété  par  l’équation 
polaire 

<fsina 

M=  . 

sin(ï — a) 


Elle  contient,  comme  l’équation  rectiligne,  deux  constantes 
arbitraires , à raison  du  nombre  de  points  qu’exige  la  détermi- 
nation de  la  ligne;  on  sent  que  cette  circonstance  analytique  se 
reproduirait  nécessairement  en  tout  autre  système  de  coordon- 
nées. Ces  deux  constantes  sont  encore  ici,  l’une  linéaire,  l’antre 
angulaire  ; parce  qne  l’idée  générale  d’une  ligne  droite  com- 
prend , par  sa  nature , à la  fois  une  idée  de  distance  et  nne  idée 
de  direction.  Quelquefois,  à la  constante  linéaire  d , on  substi- 
tue la  plus  courte  distance  p de  la  droite  an  pôle  ; ce  qui  donne 
à l’équation  la  forme , un  peu  plus  simple , 
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sin(y — a)  ■ 

Outre  rinférioTÎté  générale  du  système  polaire  sons  l’aspect 
géométrique , on  voit  que  l’^piation  de  la  ligne  droite  y est 
analytiquement  beaucoup  moins  convenable,  comme  étant 
transcendante  envers  l’une  des  variables , quoique  algébrique 
à l’égard  de  l'autre.  Aussi  cette  équation  est-elle  très-peu 
usitée. 

18.  2*  rxEMPLE.  Équations  du  cercle.  La  déflnition  élé- 
mentaire du  cercle,  comme  lien  des  points  équidistants  d’un 
point  Qxe , fournit  aussitét  son  équation , soit  rectiligne , soit 
polaire , d’après  notre  formule  préliminaire  pour  la  distance  de 
deux  points  quelconques.  On  a ainsi,  en  coordonnées  recti- 
lignes , et  avec  des  axes  rectangulaires , l’eqnation  générale 

(r  — b)'  4-  (x—  a)'  = r% 

ou , en  développant,  ordonnant  et  transposant, 

x'  — iby — ax -{■  {b'  a'  — r”)  = 0, 

a et  6 désignant  l’abscisse  et  l’ordonnée  du  cedtre , r le  rayon. 
Le  nombre  de  ces  constantes , pareillement  linéaires , confor-^ 
mément  à la  loi  d’homogénéité , se  trouve  encore  ici  spontané- 
ment conforme  an  nombre  de  points  qu’exige  la  détermination 
d’un  cercle. 

Sous  chacune  de  ces  formes,  et  surtout  sous  la  seconde, 
cette  équation  constitue  un  type  extrêmement  usuel  pour  recon- 
naître le  cercle , dans  un  tel  système  de  coordonnées , quelle 
que  puisse  être  sa  source  géométrique , œnformément  à l’es- 
prit fondamental  de  la  géométrie  analytique.  On  reconnaît 
ainsi , en  sens  inverse , que , afin  qu’une  équation  représente 
un  cercle  ,*  il  ne  suflit  pas  qu’elle  soit  du  second  degré.  Il  faut , 
en  outre , ces  deux  conditions , indispensables  et  snifisantes  ; 
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1“  que  le  terme  où  les  deux  variables  sont  mélécs  y manque; 
2"  que  les  deux  autres  termes  do  second  degré  y aient  le  même 
coefficient.  Moyennant  cette  double  obligation,  l’équation,  qui 
ne  contiendra  plus  que  trois  coefficients  arbitraires,  deviendra 
toujours  exactement  assimilable  au  type  précédent  ; et  le  déve- 
loppement de  cette  comparaison  déterminera  les  éléments 
algébriques  du  cercle  correspondant. 

Quand  les  axes  sont  obliques , la  formule  desdistances  fournil 
aussitôt  l'équation  plus  compliquée 

( r —*)’+(•»>— a)’+2(^—ù)  {x—a)  cos  « = r*, 
on 

y'  -j-  .r’-j-  2 cos  Q.ay—2  [b-\-a  COS  0)x — 2 COS  6)  jr-f- 

-|-  (ô’-|-a*-|-  2ab  cos6 — r‘)  = 0. 

La  première  desdeux  conditions  ci-dessus  formulées  pour  qu’une 
équation  du  second  degré  soit  circulaire , est  alors  seule  modi- 
fiée , sans  toutefois  changer  de  nature.  Elle  consiste  toujours 
en  ce  que  le  terme  en  xy  doit  avoir  un  coefficient  déterminé  : 
seulement  sa  valeur  fixe , au  lieu  d’être  0,  correspond  mainte-  . 
nant , en  général,  au  double  du  cosinus  de  l’angle  des  axes, 
quand  on  a préalablement  ramené  à l’unité  le  coefficient  com- 
mun des  deux  termes  en  y et  x\  Suivant  cette  relation , prise 
en  sens  inverse,  une  équation  du  second  d^ré,  où  les  deux 
carrés  auraient  des  coefficients  égaux , pourrait  représenter  un 
cercle , quoique  les  variables  n'y  fussent  pas  séparées.  Mais 
cela  n’arriverait  que  pour  des  axes  dont  l’inclinaison  aurait  un 
cosinus  égal  à la  moiliédu  coefficient  do  terme  où  les  variables 
sont  mêlées.  Sons  toute  autre  obliquité,  le  lien  géométrique 
serait  une  autre  courbe  fermée,  ultérieurement  appréciée , qui 
naturellement  devrait  ainsi  comprendre  le  cercle  comme  cas 
particulier. 

En  revenant  aux  axes  rectangulaires,  seuls  vraiment  usuels, 
il  convient  de  remarquer  deux  formes  spéciales  qu’y  prend  l’é- 
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quation  ractiligiie  da  carde.  Quand  le  centre  est  sur  l'aaodes  x, 
5 étant  nul , l’équation  devient 

y-f- j’— 2«a:+(a’— r*)  = 0. 

Si  on  suppose,  en  outre,  que  le  cercle  passe  à l’origine,  on 
aura  a=r,  et  le  terme  constant  disparaîtra  ^ comme  cela  doit 
avoir  lieu,  en  pareil  cas,  pour  une  courbe  quelconque,  alin 
que  son  équation  puisse  être  satisfaite  par  les  coordonuées  de 
l’origine  x ~0,  dont  la  subsUlution  n'y  laisse  subsislor 
que  le  terme  indépendant  des  deux  variables.  En  ayant  égard  à 
celle  nouvelle  simpliücation , l’équaliou  prend  finalement  la 
forme  remarquable 

y = 2rx—x\ 

dont  l'interprétation  géométrique  se  vérifie  directement , puis- 
que l’ordonnée  MP  (/tp.  1 1 ) devient  ainsi  une  moyenne  pro|ior- 
tionnelle  entre  l’abscisse  OP  et  le  reste  AP  du  diamètre  -ir, 
snivant  oue  propriété  bien  connue  du  cercle. 

Dans  le  cas  où  le  centre  serait  à l’origine , aei  b s’annui(>>' 
raient  é la  fois,  et  l’équation  serait  alors 

conformément  à l’indication  immédiate  de  la  figure.  Celle  der- 
nière forme  est,  à tous  égards,  la  plus  convenable  ordinaire- 
ment , lorsqu’on  a le  libre  choix  des  axes. 

Quant  à l’é<|iialion  polaire  du  cercle , elle  est  évidemment , 
d’après  la  formule  des  distances , 

u’  -2au  cos  ( f — i )-f  - (a’ — ï=  0 , 

en  nommant  a et  > les  coordonnées,  linéaire  et  angulaire,  dn 
centre.  Le  seul  ca.s  particulier  qu’il  importe  d'y  signaler  est 
celui  où  le  cercle  passe  au  pôle  : alors  a =:  r,  et  le  terme  indé- 
pendant de  U disparaît , ce  qui  doit , à priori , arriver,  en  pareil 
cas,à  toute  autre  équation  polaire , afin  que  u=0  y satisfasse, 
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quel  que  soit  7.  On  peal  alors  abaisser  toujours  d’une  unité  le 
degré  en  u de  celte  équation , par  la  suppression  du  facteur 
commun  superflu.  A l’égard  du  cercle,  si  l’on  fait,  en  outre  , 
passer  l’axe  au  centre , l’équation  devient  Roalement 

u=2rcosy 

forme  (rés-simplc , dont  la  vérification  géométrique  peut  aisé- 
ment se  faire  directement , en  considérant  que , d’après  un 
théorème  connu,  le  triangle  OMA  {figAi)  est  ainsi  constamment 
rectangle. 

19  .3*  B.XBMPLB.  Équation  du  lieu  d’un  point  dont  la  somme  ou 
la  différence  des  distances  à deux  points  fixes  demeure  constaté. 
Quoique  cette  définition  comprenne  deux  cas  distincts , leur 
grande  analogie  analytique  doit  ici  les  faire  traiter  simultané- 
ment, sauf  la  juste  appréciation  de  leurs  différences  nécessaires, 
soit  géométriques , soit  algébriques. 

Discutons  d’abord  sommairement,  autant  qu’il  convient  à la 
nature  du  système,  l’équation  spontanée u+(=  m,  entre  les 
coordonnées  primitives  do  point  décrivant  M par  rapport  aux 
deux  pôles  F et  F ( fig.  1 3).  11  faut , avant  tout  « considérer  que , 
dans  on  tel  système,  chaque  solution  de  l’équation  fournit  néces- 
sairement deux  points  M et  M',  symétriquement  placés  relative- 
ment à l’axe  FF',  d’après  la  double  intersection  des  deux  cercles 
correspondants.  Ainsi,  toute  équation  relative  à ce  système  indi- 
quera naturellement  un  lieu  symétrique  par  rapport  à cet  axe. 
En  outre,  l'équation  actuelle  ne  changeant  point  après  l’échange 
mutuel  des  deux  coordonnées , il  est  aisé  d’en  conclure  que  la 
courbe  sera  pareillement  symétrique  (*),  autour  de  la  perpendi- 
culaire Gti'  menée  au  milieu  de  FF. 


(*)  n peut  être  utile,  pour  abréger  le  discours,  d’avertir,  dès  ce  moment, 
que  celte  symétrie  d’une  courbe  autour -d’une  droite,  s’exprime  souvent  en 
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Tonte  discnssinn  relative  à ce  système  doit  être  soijfnense- 
mcnt  subordonnée  h une  restriction  élémentaire  qni  lui  est 
propre,  et  dont  ni  le  système  rectiligne,  ni  le  système  polaire 
ne  sauraient  nullement  offrir  l’équivalent.  Elle  consiste  évidem- 
ment en  ce  que  touteslcs  solutions  réelles  de  l’équation  n’y  sau- 
raient être  géométriquement  représentées,  puisque  les  deux 
cercles  ne  se  couperaient  pas  si  leurs  rayons  étaient  ou  trop  pc- 
* tils  ou  trop  différents,  comparativement  à l’intervalle  fixe  de 
leurs  centres  : en  le  nommant  d,  la  fignre  ne  pourra  admettre 
que  les  solutions  conformes  aux  deux  inégalités  u -f- 1 > d, 
U — f<d,  ce  qui  constituerait  d’ailleurs  une  grave  imperfection 
spéciale  de  ce  système , si  sa  nature  ne  le  rendait  déjà  radicale- 
ment impropre  à une  heureuse  peinture  des  équations.  L’ap- 
préciation effective  de  cette  double  restriction  permanente  déter- 
mine, en  chaque  cas , les  limites  finales  entre  lesquelles  doivent 
être  comprises  les  valeurs  admissibles  des  deux  coordonnées. 

Après  CCS  notions  générales,  que  j’appliquerai  désormais 
sans  les  reproduire , examinons  d’abord  l'équation  u -f-  / = m. 
Ici,  la  condition  u-j-<>d,  sera  spontanément  satisfaite,  à 
moins  que  m n’eût  été  pris  inférieur  à d,  ce  qui  constituerait 
une  définition  contradictoire.  On  doit  donc  sculementconsidérer 
la  restriction  m — I<d  , qui , en  y rapportant  u à /,  assigne 

J.  (m—d)  pour  limite  inférieure  de  f,  et , par  suite , {m  -f  d)- 

pour  limite  supérieure  de  «.  En  vertu  de  la  symétrie  algébri- 
que, chacune  de  ces  limites  convient  aussi  à l’autre  coordon- 
née. Comme,  entre  ces  limites,  toutes  les  solutions  seront  évi- 
demmènt  admissibles,  la  courbe  sera  certainement  fermée  et 
continue.  Les  points  N et  N',  où  elle  coupera  l’axe  GG',  et  dont 


nommant  la  droite  <u«  giométrique,  ou  axt  de  figure,  on  meme  simplement 
are  de  la  courbe. 
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Ifs  coordonné  itoronl  tontes  deux  éfale»  à ^ setronveront 

nécessaircinciil  les  plnséloigocs  de  l’axe  FF'.  Quant  aux  points 
A et  A',  où  elle  rencontrera  ce  dernier  axe , ils  seront , l'un  le 
plus  près , l’autre  le  plus  loin , de  chacun  des  pùlcs  F et  F'.  En 
lui  attribuant^  suivant  une  règle  logique  ('1  qu’il  importe  de  se 
rendre  déjà  rainilière,  la  flgure  la  plus  simple  qui  puisse  satis- 
faire à l’ensemble  des  renseignements  obtenus,  on  aura  la* 
courbe  AISA'N',  sauf  conGrmation  ou  inCrmation  ultérieure  ; 
elle  porte  habituellement  le  nom  A' ellipse. 

Quant  à l’équation  u — t=:m,  dont  le  lieu  se  nomme  hyper- 
bole , la  condition  u*—t<^d  s’y  trouvera , au  contraire , sponta- 
nément satisfaite , à moins  de  contradiction  entre  les  données. 
C’est  donc  de  la  restriction  tt-|-(>d  que  proviendront  ici 
les  limites  de  u et  de  t , lesquelles , par  conséquent , seront  seu- 
lement inférieures.  Leurs  valeurs  wi),  ^ dêler- 

minenmt  les  points  A , A',  où  la  courbe  rencontrera  l’axe  FF, 
et  qui  seront  alors  placés  entre  les  deux  pcMcs  F,  F (fig.  li). 
Au-dessus  de  ces  limites,  les  deux  variables  pouvant  croître 
indéfiniment  et  à la  fois,  la  courbe  sera  nécessairement  illimitée, 


{*j  C<‘tte  maxime,  dlrcctPiuPiit  coiifonnr  au  véritable  esprit  philosopliiqiie , 
^est  fort  imporl.tule  pou:  ia  ilisciissioii  gt!omé(riqi|i'  (1rs  (‘(piations , où  il  cuii- 
vjeiit  (le  forniiT  , aiissilâl  que  les  (torumenu  auaiytiques  le  permetleiil , une 
iweuiltre  h>|ioili6si‘  sur  la  ligure  générale  du  lieu  correspondant,  aüii  d’accé- 
lérer sa  détenniiullou  rigoureuse , en  dirigeant  plus  iiellciueiit  les  (xuuparai- 
soiis  ultdrieurrs;  poumi  toutriuis  (|ue  l’on  se  tienne  toujours  disposé  à modi- 
fier cette  supixisition  initiale  .lutant  que  le  progrès  de  la  discussion  pourra 
l'exiger.  Jusqu’à  co  qu’il  ne  reste  plus  aucune  Incortltude-réclle  aurla  figure 
finale.  Lors  métne  que  celle-d  devra  être  Ireaucoup  plus  roinpIiqutV  que  celle 
supposée  d’alrord,  la  simplicité  de  l’iiypothèse  provisoire  n’en  sera  pas  moins 
propre  i mieux  conduire  l'ensemble  de  la  discussion  ; tant  que  les  motifs  de 
complication  n’anront  |>as  été  sufiisaiumcnt  dévoilés,  il  serait  peu  judicieux 
d’inu-oduire  une  autre  figure , dût-elle  être  accldculelleuienl  plus  rapprotdiée 
(le  la  véritable. 
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Rn  tous  sens , à droUc  de  A et  à gauclic  de  A'.  Mais  elle  ne  pourra 
pas  couper  son  second  axe  GG',  u ne  pouvant  jamais  devenir 
égal  à I > et , afin  que  ces  variables  puissent  conserver  entre 
elk>8  la  différence  constante  m,  il  est  clair  aussi  que  le  lieu  ne 
rencontrera  pas  non  plus  les  parallèles  à cet  axe  qui  s’en  écar- 
teraient trop  peu,  jusqu’à  une  distance  qu’il  serait  superflu  de 
fixer  ici , et  que  l’équation  rectiligne  indiquera  spontanément. 
En  même  temps  qu’indéfinie , cette  courbe  sera  donc  disconti- 
nue, de  manière  à contraster  totalement  avec  la  forme  propre 
au  premier  cas. 

Pour  procéder  maintenant  à la  formation  de  l’équation  rec- 
tiligne , il  suffit  évidemment  d’employer  notre  formule  préli- 
minaire des  distances,  qui  remplacera  aussitôt  les  coordonnées 
primitives  par  les  coordonnées  définitives,  à quelques  axes  qu’on 
veuille  rapporter  l’une  ou  l’autre  courbe.  C’est  ici  le  lieu  de 
remarquer  que  l’ébauche  de  discussion  qui  vient  de  résulter  de 
l’équation  naturelle  indique  d’avance  les  axes  les  plus  propres 
à simplifier  l’équation  cberchce,  d'après  l’influence  analytique 
de  la  double  symétrie  du  lieu  autour  des  droites  FF'  et  GG'. 
Si,  en  effet,  on  les  prend  pour  axes,  celte  propriété  géométri- 
que obligera  l’équation  à supporter  sans  altération  le  change- 
ment de  signe  de  y quant  à la  première , ou  de  x quant  à la  se-, 
ronde  ; ce  qui  exige  évidemment  l’absence  des  puissances  im- 
paires de  la  variable  correspondante  ; tandis  que,  envers  dos 
axes  dirigés  au  hasard  , les  exposants  impairs  se  seraient  mêlés 
aux  pairs.  On  a donc  déjà  la  certitude  d'obtenir,  avec  de  tels 
axes,  une  importante  simplification  de  l’équation  demandée. 
C’est , autant  que  possible , en  vue  d’une  S(‘mblable  réduction 
permanente  que  les  axes  doivent  être,  en  général,  choisis , et 
non  d’après  les  motifs  secondaires  relatifs  à l’abréviation  passa- 
gère des  calculs  qu'exige  la  formation  de  l’équation  ; on  , du 
moins , cjk  derniers  ne  doivent  être  pris , à cet  égard , en  con- 
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sidération  décisive  qnc  seulement  à défaut  des  antres,  qni , en 
effet,  ne  sont  pas  toujours  suffisamment  sensibles. 

En  exécutant,  envers  ces  axes  FF'  et  GG'  {fig.  13  et  14), 
d’après  la  formule  des  distances , le  passage  des  coordonnées 
primitives  aux  coordonnées  définitive,  on  obtient  l’équation 
rectiligne 

qui , par  la  suppression  de  radieux , suivant  le  mode  ordi- 
naire, sans  aucun  vain  artifie  algébrique,  devient  enfin 

/7l* 

(m’ — <T). 

4 

Les  deux  courbe  y paraissent  confondue , puisque  la  dispa- 
rition de  radieux  semble  avoir  ôté  toute  trae  de  la  distinction 
des  deux  es.  Mais , au  fond , malgré  leur  inévitable  analogie 
analytique,  la  différent  de  deux  définitions  et  tout  aussi 
marquée  dans  cette  équation  rectiligne  que  dans  l’équation  na- 
turelle. Car  nous  avons  déjà  reconnu  que,  pour  l’ellipse , m 
surpasse  nécessairement  d,  tandis  que  l’inverse  alien  pour  l’hy- 
perbole. Ainsi , le  coefficient  de  x*  passe  du  peitif  an  négatif, 
en  substituant  la  seconde  définition  à la  première.  Il  est  aisé  de 
Yeconnattre  qu’un  tel  changement , parfaitement  semblable  à 
celui  qu’éprouve  alors  l équation  naturelle,  représente  fidèle- 
ment le  contraste  géométrique  des  deux  courbes. 

En  effet,  s’il  s’agit  de  l’ellipse , on  aura  ainsi 

Or,  le  facteur  constant  sons  le  radical  étant  positif,  ne  sera 
réel  qn’autant  que  le  facteur  variable  conservera  ce  même  si- 
gne , ce  qui  exige  que  x ne  surpasse  pas  , à droite  ou  à 

2b 
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gauche  ; en  sorte  qye  la  courbe  est  horizontalement  comprise  en- 
tre CC  et  DD'  {fig.  13).  Comme  y varie  d’ailleurs  en  sens  in- 
verse de  a;,  il  est  clair  que  les  points  N , N'  où  la  courbe  cou- 
pera l’axe  des  y seront  les  plus  éloignés  de  l’axe  des  x , à la 

hautenr  m'  —d^ . L’ellipse  sera  donc  renfermée  dans  le  rec- 

A 

tangle  CDiyC,  et  do  reste  continue  entre  ces  limites,  puisque 
les  valeurs  de^  et  de  x pourront  diminuer  autant  qu’on  voudra. 

Dans  le  cas  de  l’hyperbole,  il  conviendra  d’écn-irc 

afin  que  le  facteur  constant  soit  positif,  ce  qui,  obligeant 
l’autre  à l’étre  aussi , assignera  à x la  limite  inférieure  ~^n, 

sans  aucune  limite  supérieure  : y croîtra  dès  lors  avec  x.  Ainsi , 
la  courbe , discontinue  entre  les  verticales  CD,  CD'  [fig.  14  ) , 
sera  d’ailleurs  indéfinie  an  delà  de  chacune  d’elles , dans  le  sens 
des  deux  axes  à la  fois. 

On  voit  comment  l’équation  rectiligne  Confirme  et  perfec- 
tionne les  indications  déjà  fournies  par  l’équation  naturelle  sur 
la  figure  générale  de  ces  deux  courbes.  Mais  elle  est  surtout 
propre  à compléter  une  telle  détermination,  en  dissipant  l’in- 
certitude qui  nous  reste  encore  au  sujet  du  sens  effectir  de  la' 
courbure.  Rien  jusqu’ici  ne  décide,  en  effet , si  les  quatre  par- 
ties égales  dont  l’ellipse  est  composée  sont , suivant  notre  hypo- 
thèse, concaves  vers  l’axe  des  x,  ou  convexes,  ou  même  tor- 
tueuses. Les  documents  déjà  recueillis  pourraient  convenir 
également  à ces  diverses  figures , et  pareillement  pour  1 hy- 
perbole. A la  vérité,  une  considération  préjudicielle  tirée  du 
degré  de  l’équation  rectiligne  trancherait  spécialement  cette 
dilficulté , en  indiquant  que  le  lieu  actuel  ne  saurait  être  coupé 
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eo  plas  de  deax  points  par  ancunc  droite  i tyr , l’équation  de  la 
ligne  droite  étant  toujours  du  premier  degré,  sa  combinaison 
avec  celle  d’une  courbe  quelconque  fournira  nécessairement, 
en  général,  pour  les  abscisses  des  points  communs , une  équa- 
tion de  même  degré  que  celle-ci  ; ce  qui  indiquera  une  limite 
supérieure , mais  souvent  trop  grande , comme  on  le  recon- 
naîtra bientôt,  du  nombre  d’intersections.  Une  telle  notion 
dissiperait  ici  toute  incertitude , en  excluant  évidemment  toute 
autre  figure  que  celle  déjà  supposée.  Mais  il  serait  peu  con- 
forme à l’esprit  éminemment  général  de  la  géométrie  analy- 
tique, d’éluder  ainsi  la  diOiculté  actuelle  d'apres  une  considé- 
ration spéciale,  qui  deviendrait  presque  toujours  insuffisante 
envers  d’autres  courbes , quoiqu'il  convienne , au  reste,  de  l’u- 
tiliser dans  les  cas  qui  le  comportent.  Nous  devons  donc,  pour 
caractériser  déjà"  la  discussion  géométrique  des  équations , 
écarter  ce  document  accidentel , et  décider  la  question  proposée 
par  une  méthode  plus  ou  moins  applicable  à une  courbe  quel- 
conque , malgré  qu'elle  ne  puisse  guère  être  maintenant  aussi 
simple  que  les  moyens  ultérieurement  résultés  d'une  étude  plus 
approfondie. 

Afin  de  transformer  ces  considérations  géométriques  pu- 
rement relatives  à la  furmo  en  de  simples  considérations  de 
grandeur,  seules  directement  accessibles  aux  comparaisons 
‘analytiques,  il  faut  ici,  comme  à tout  autre  égard,  faire  inter- 
venir les  considérations  de  position,  toujours  naturellement 
destinées  à ménager  de  telles  transitions.  11  suffit  de  remarquer, 
en  effet,  que,  si  le  quart  d'ellipse  AMN  (jig.  13)  est  concave 
vers  l'origine , il  sera  placé  au-dessus  de  sa  corde  AN , tandis 
que,  s’il  doit  être  convexe,  il  se  trouvex-a,  au  contraire,-  au- 
dessous  ; et  enfin,  alternativemeiil  d’un  côté  et  de  l’autre,  en  cas 
de  sinuosité.  Or,  cette  distinction  du  dessus  au  dessous  devient 
aisément  n-dncUblc  a de  simples  idees  de  grandeur , en  compa- 
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rani,  à abscisse  égale , l’M'doonée  MP  onj'  de  la  coorbe  avec 
l’ordonnée  KP  oa  z de  la  corde  ; la  question  proposée  reriendra 
Gnalcmenl  à discerner  laquelle  de  ces  deux  variables  surpasse 
l’autre.  Eu  calculant  z d’après  les  deux  triangles  semblables 
APK  et  AON,  on  trouve 

(1 

d’où 

* % 

nC 

Il  suffit  de  décomposer  — x*  en  m— x)  (i  pour 

constater  aussitôt  que  y surpasse  z dans  toute  l’étendue  de  la 
comparaison  proposée.  La  courbe  est  donc  certainement  con- 
concave  vers  ses  axes. 

Envers  l’hyprrbole,  cette  méthode  a besoin  d’une  importante 
modifleation , qui  en  complique  nécessairement  l’usage , puis- 
qu’une corde  unique  semble  ne  pouvoir  plus  suffire  à l’appré- 
ciation du  quart  de  courbe , alors  indéfini.  Mais  on  surmonte 
toujours  cette  nouvelle  difficulté  en  attribuant  à la  corde  AH 
[fig.\K)  une  extrémité  indéterminée  H , dont  l’abscisse  a!  doit 
rester  arbitraire,  ce  qui  ne  fera  que  surcharger  l’expression  de 
l’ordonnée  auxiliaire  KP  ou  z;  la  comparaison,  d’ailleurs 
■ restreinte  à nne  abscisse  x moindre  que  x',  décidera  la  question 
tout  aussi  sûrement , quoique  plus  péniblement , que  dans  le 
premier  cas , la  corde  AH  pouvant  ainsi,  d’après  l’indétesmina- 
lion  de  z/,  représeitter  à la  fois  toutes  les  cordes  possibles  me- 
nées de  A.  La  similitude  des  trianglee  AKP,AHQ  assigne  è x 
la  formule 
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Or,  en  simplifiant  ce  rapport  autant  que  possible,  on  recon- 
naîtra facilement  que  y surpasse  x tant  quex  reste  moindre  que 
a/,  tandis  que  ce  serait  l’inverse  pour  x>-x',  ce  qui  constitue 
une  double  confirmation  décisive  du  sens  d’abord  supposé  à la 
courbure  de  l’hyperbole. 

A l’égard  d’une  courbe  quelconque,  fermée  ou  indéfinie,  la 
méthode  précédente  pourra  toujours , sous  l’un  ou  l’autre  de 
ses  deux  modes,  dissiper  irrévocablement  une  pareille  incerti- 
tude. Mais , quoique  le  principe  en  soit , sans  doute , pleine- 
ment général,  l’exécution  en  devient  souvent  impraticable  en- 
vers h»  équations  un  peu  compliquées  ; ce  qui  fera  bientôt  sentir 
le  prix  des  procédés  plus  perfectionnés  que  nous  trouverons 
ensuite.  On  ne  doit  pas  moins  hautement  apprécier  déjà  cette 
remarquable  transformation  d’une  question  de  forme  en  une 
pure  question  de  grandeur. 


20.  4*  BXBMPLE.  Équation  du  lieu  d’un  point  tou  jour»  équidis- 
tant d’un  point  fixe  et  éCune  droite  fixe.  Cette  courbe,  appelée 
parabole  y compose,  avec  les  deux  précédenles,  le  genre  de 
figures  si  célèbre,  depuis  les  Grecs,  sous  le  nom  do  séchons 
coniques,  et  qui  constituera,  dans  la  dernière  partie  de  notre 
étude , la  principale  spécialisation  des  théories  générales  do  la 
géométrie  plane. 

L’équation  naturelle,  moitié  polaire,  moitié  rectiligne , est 
ici  u — t,  entre  les  distances  variables  du  point  décrivant  au 
pôleFetàraxeBC(^9.15).  D’après  la  nature  d’un  telsystème, 
où  chaque  point  est  déterminé  par  la  rencontre  d’un  cercle 
ayant  toujours  son  centre  en  F avec  une  droite  MM'  toujours 
parallèle  à ÜC,  tonte  équation  y représentera  nécfô>sairement 
an  lieu  symétrique  autour  de  la  perpendiculaire  DL  menée  de 
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F sifir  BC.  En  outre,  cette  intersection  n’étant  pas  constamment 
possible , ce  système  impose  aussi , comme  le  précédent , des 
conditions  restrictives , puisque  le  rayon  variable  de  ce  cercle 
doit  surpasser  la  distance  variable  de  son  centre  à cette  droite. 

‘ Afin  de  mieux  apprécier  rinflucnce  actuelle  de  cette  obligation 
générale,  il  faut  d’abord  remarquer  que,  d’après  l’éqnation 
n=t,  elle  sera  toujours  satisfaite  à droite  dn  point  F,  et  ne 
pourra  jamais  l’étre  à gauche  de  BG , ou  même  du  milieu  A de 
FD,  qui  constituera  donc  la  limite  de  notre  courbe  à gauche  de 
F.  Mais,  à partir  de  ce  point  A,  la  parabole  s’étendra  indéfini - 
* ment  vers  la  droite,  en  s’éloignant  également  de  F et  de  BC, 
sans  ancoîie  discontinuité , puisque  la  condition  de  rencontre 
sera  dès  lors  spontanément  remplie. 

D’après  cette  discussion  préliminaire,  il  convient,  évidem- 
ment, en  passant  à l’équation  rectiligne,  de  prendre  la  droite 
DL  pour  l’nn  des  axes  rectangulaires , en  vertu  de  ki  symétrie 
déjà  appréciée  analytiquement  au  numéro  précédent.  Quant  au 
second  axe , il  n’existe  pas  de  semblable  motif,  et  les  documents 
les  plus  immédiats  ne  semblent  d’abord  indiquer  aucun  point  de 
DL  comme  une  origine  spécialement  susceptible  de  simplifier  , 
l’équation  cherchée.  En  (hisant  donc  ce  choix , d’ailleurs  peu 
important , d’après  des  considérations  de  moindre  poids , rela- 
tives à la  seule  formation  de  cette  équation , nons  prendrons 
la  droite  BC  elle-même  pour  l’axe  dcs^'.  Le  passage  du  système 
primitif  au  système  définitif  devient  ainsi  très-facile , puisque 
l’une  des  coordonnées  naturelles  t est  conservée , avec  un  sim- 
ple changement  de  nom,  ët  que  l’autre  u s’exprime  aussitôt 
en  coordonnées  rectilignes , suivant  la  formule  des  distances. 

On  obtient  ainsi  l’éqnation  rectiligne 

y*=x3dx  — d’, 

où  désigne  l'intervalle  FDdn  point  fixe  à la  droite  fixe.  Il 
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est  aisé  de  constater  qae  la  discossion  générale  de  oefto  équa- 
tion , où  la  variable  x ne  peut  jamais  être  négative  ni  inférieure 

à mais  sans  être  assujettie  àaucuncautrccoadition,  conOrme 

exactement  lesindications géométriques  de  l’équation  naturelle. 
Eu  outre , son  degré  seul  sulTirait , comme  au  numéro  précé- 
dentpour  démontrer  spécialement  la  concavité  constante  de 
la  courbe  vers  son  axe  ÂL.  Mais  on  peut  aussi  décider  aisément 
cette  question  d’après  la  méthode  générale  déjà  appliquée  à 
l’ellipse  et  à l’hyperbole.  Car,  eu  considérant  la  corde  indéter- 
minée AM,  dont  fcxlrémité  M aurait  une  abscisse  arbitraire  x,  • 
sou  ordonnée  KP  ou  z,  correspondante  à une  abscisse  quelcon- 
que a moindre  que  O.-',  SC  calculera  facilemeut  à l’aido  des 
triangles  semblables  A KP,  AMH , d’où  il  résultera 

y :z::\/ üdx — éP  : ^ V'idx' — d‘. 

Or,  il  s'ensuit  évidemment , en  simplifiant  le  rapport , que  y 
snrpassera  z tant  que  x restera  inférieur  à j/,  et  au  contraire 
en  sens  inverse  r ce  qui  démontre  pleinement  la  justesse  de 
notre  figure. 

An  sujet  de  cette  équation,  on  peut  remarquer,  en  l’écrivant 
sous  la  forme 

que  le  binôme ar — 2 ^ y deviendrait  monome  si  on  transportait 

l’origine  en  A.  D’après  on  tel  choix , l’équation  devient  finale- 
ment 

y'='idx, 

qui  constitue  nécessairement  l’état  le  plus  convcnable  de  l’équa- 
tion de  la  parabole.  Ce  motif  de  préférence  eût  été  facile  à jwré- 
voir,  en  considérant  que,  l’origine  A étant  sur  la  courbe,  l'é- 
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qnalion  y doit  perdre  son  terme  constant,  suivant  une  remar- 
que déjà  signalée;  mais  j’ai  cru  devoir,  pour  les  commençants, 
écarter  d’abord  celte  réflexion , comme  trop  minutieuse  eu  égard 
à sa  faible  importance. 

Quoique  la  forme  générale  de  la  parabole  doive  sembler  ici 
fort  analogue  â celle  d’une  demi-hyperbole,  je  dois  pourtant 
avertir  ici  que  l’on  découvrira  bientét , entre  ces  deux  figures, 
des  différences  d’aspect  très-appréciables  eu  tout  tracé  judi- 
cieux, même  grossier. 

5°  ËXEMPLK.  Équation  du  lieu  d’un  point  également  éclairé, 
par  deux  lumières  données,  dont  la  clarté  décroît  inversemeg^ 
au  carré  de  la  distance-  Si  a et  é désignent  les  intensités  con- . 
nues  des  deux  lumières,  cette  définition  fournit  aussitôt  l’éqna- 
n b 

tion  naturelle  — = - , entre  les  distances  variables  du  point 
décrivant  M aux  deux  foyers  lumineux  A et  B Il  eu 

résulte  u z=mt,  en  nommant  m le  rapport  constant  ^ ~ . Les 

conditions  restrictives  propres  à ce  système  (foy.  le  n®  19)  assi- 

d d 

gnenl  à Mes  limites,  supérieure  et  inférieure , et  — — 

" . m — 1 w-j-1 

d'où  résultent  celles  de  u , et  entre  lesquelles  toutes  les  valeurs 

sont  évidemment  admissibles.  Ainsi , la  courbe  est  fermée  et  - 

continue , d’ailleurs  symétrique  autour  de  AB,  par  la  nature 

du  système. 

En  prenant  cette  droite  pour  axe  des  x , d’après  les  motifs 
déjà  appréciés , et  plaçant  l’origine  en  A,  sans  prétendre  que 
celle  position  soit  la  plus  propre  à simplifier  l’équation  r.ecti- 
ligne,  on  trouve  aussitôt 

{a — — b)x' — 2adx-\-aiP  = 0. 

A l’inspection  d’une  telle  équation , on  reconnaît  Immédia'* 
temeut  le  cercle , d’après  le  double  caractère  établi  au  u*  16. 
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En  achevant  de  la  comparer  aa  type  correspondant , on  vdt 
que  le  centre  est  sur  Taxe  des  x,  comme  la  symétrie  l’exigeait, 

à une  distance  «=- — r;lerayonr  = -^ab.  On  peut  des 

a — b a — b 

lors  constater  aisément  que  la  plus  faible  des  deux  lumières  est 
toujours  intérieure  au  cercle,  et  la  plus  forte  toujours  exte* 
ricure.  Je  crois  devoir  faire  id  remarquer,  en  sens  inverse,  que 
deux  lumières  quelconques  pourraient  être  constamment  pla- 
cées, l'une  en  dedans,  l’autre  au  dehors,  d’un  cercle  donné  au 
. hasard,  de  manidc  à l’éclairer  également  ; car,  de  ces  formules, 
déduirait , réciproquement , si  r était  connu , d’abord 

, X /â 

d=  r,  et  par  suite,  «=r  - j ce  qui  permettrait, 

quel  que  fût  r,  de  poser  les  deux  lumières  conformément  à la 
condition  proposée. 

Dans  le  cas  de  a=b , les  valeurs  de  a et  de  r deviendraient 
inflnies  ; ce  qui,  au  fond,  indiquerait  la  disconvenance  spédale 
du  type  adopté.  Si , en  eflet,  on  remonte  alors  à l’équation  du 
lieu,  on  y voit  disparaître  les  termes  du  second  degré,  et  la 
ligne  change  réellement  de  nature,  suivant  l’équation  du  pre- 
mier degré  — 2adx'-^ad^  = 0,  ou  x=~d,  qui  indique  la 
droite  CD , équidistante  des  deux  lumières , comme  le  cas 
l’exigeait. 

Quoique  cette  question  nous  offre  un  premier  exemple  inté- 
ressant des  ressources  générales  que  fournissent  nécessairement 
les  équations  pour  reconnaître  les  courbes  malgré  la  diversité 
de  leurs  définitions,  il  convient  pourtant  de  remarqner  ici  que 
l’étude  spéciale  de  la  définition  actuelle  aurait  aisément  permis 
de  discerner  la  vraie  nature  du  lieu.  Car,  en  marquant,  sur 
l’axe  AB,  les  deux  points  F et  F où  il  doit  couper  la  courbe 
cherchée,  et  considérant  que  la  propriété  donnée  se  réduit, 
en  écartant  toute  circonst^ancc  physique , à la  {woportionnalilé 
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constante  des  distances  Tariables  MA  et  MB,  on  aurait  les  deux 
proportions 

MA;MB::FA:FB, 

MA;mb::FA:F'B, 

qni , d’après  un  tbéoréme  connu , conduisent  à envisager  les 
deux  droites  MF , MF  comme  les  bissectrices  continues  des 
deux  angles  supplémentaires  AMB,  NMB;  d’où  U résulte  que 
l’angle  FMF  est  constamment  droit,  ce  qui  fait  aussitôt  recon- 
naître le  cercle,  en  indiquant  d’ailleurs  sa  plus  simple  con- 
struction. 

Le  cercle  précédent  convenant  indistinctement  à tous  les  plans 
menés  par  les  deux  points  lumineux , sans  jamais  changer  de 
centre  ni  de  rayon,  il  peut  être  utile  de  noter  enfin  que,  si  on 
demandait,  en  général,  le  lien  de  tous  les -points  de  l’espace 
qni  seraient  également  éclairés , on  trouverait  aussitôt  une  sur- 
face sphérique , ayant  le  même  centre  et  le  même  rayon  que 
notre  lieu  plan.  Dès  lors,  l’intersection  do  cette  sphère  par  un 
plan  quelconque,  on  par  toute  antre  surface  ^donnée,  déter- 
minerait la  courbe  d’égale  clarté  sur  la  surface  correspondante, 
de  manière  à résoudre  la  question  proposée  dans  toutes  les 
variétés  qu’elle  comporte. 

22.  6*  ExmrLB.  Équation  du  lieu  d'un  point  dont  U produit  des  ’ 
distances  à deux  points  fixes  demeure  constant.  Dans  le  système 
naturel , identique  à celui  des  n"*  1 9 et  21 , l’équation  est  ut=m'.  ^ 
La  nature  du  système  indique,  comme  en  tout  antre  cas,  un 
lien  symétrique  autour  de  la  droite  qui  joint  les  deux  pôles  A 
et  B {fig.  17).  En  outre,  l’équation  ne  changeant  point  par 
l’échange  mutuel  des  variables , la  courbe  doit  être  pareillement 
symétrique  autour  de  la  perpendiculaire  CD  au  milieu  de  AB. 

On  conçoit  aussi  que  les  restrictions  propres  à ce  système  indi- 
quent ici  un  courbe  fermée , en  assujettissant  chaque  variable 
i deux  limites  détermiuées,  dont  l’exacte  appréciation  ressortira 
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toqtorms  boanronp  plus  nclKTncnl  do  r<Hinntion  rpclilifnx*.  La 
forme  la  plus  simple  qui  puisse  correspondre  à l’ensemble  de 
ces  premiers  renseignements  offre  une  grossière  ressemblance 
avec  l’ellipse,  au  point  d’avoir  été  même  systématiquement  • ^ 
prise  pour  elle  dans  une  célèbre  aberration  astronomique. 

En  passant  an  système  rectiligne,  d'après  les  axes  .\B  et  CD, 
dont  la  ,sup<Tioritè  analytique  est  déjà  motivée,  on  trouve  aisé- 
ment , par  1a  formule  des  distances,  l’équation 

y* +2  {d'  -f  (d‘  — x’)*=  m* , 

OÙ  d désigne  la  demi-distance  des  deux  points  fixes.  Quoique 
du  quatrième  degré , cette  équation  peut  être  facilement  réso- 
lue, et  donne  la  formule 

j'  = ±y' — jr’-fw*, 

dont  la  discussion , plus  compliquée  qu’en  aucun  cas  ant^eur, 
constitue  la  seule  difficulté  et  le  principal  intérêt  d’un  tel  exem- 
ple : j’y  ai  d’ailicur  écarté  le  second  signe  du  radical  partiel , 
comme  ne  pouvant  januds  fournir  d’ordonnées  réelles. 

11  est  d’abord  aisé  de  sentir  que  la  portion  négative  de  la  fonc- 
tion placée  sous  le  radical  général  finira  par  l’emporter  de  plus 
en  plus  sur  l’autre,  à partir  d’une  abscisse  suffisamment  grande, 
pour  laquelle , le  terme  constant  de  chacune  d’elles  devenant 
sensiblement  négligeable  vis-à-vis  du  terme  variable,  la  pre- 
mière tend  à varier  proportionnellement  à x’  et  la  seconde  à 
X seulement.  La  courbe  est  donc  tonjonrs  bornée  dans  le  sens  ho- 
ricontal,  et  par  suite  aussi  dans  le  sons  vertical,  l’accroissement 
de^'  étant  subordonné  à celui  de  x.  Pour  trouver  la  limite  su- 
périeure de  X,  il  faut  égaler  les  deux  parties  opposées  de  la 
formule,  ce  qui  déterminera , de  chaque  côté , l’intersection , K 
on  K',  de  la  courbe  avec  son  axe  horizontal , d’après  l’équation 
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Mais,  rottc  ûqiiatiun  ctanl  du  quatrième  degré,  sa  résolution 
fournit,  outre  le  couple  cherché  jc'  = drV/»»*4-‘^>  •!*>'  *>6 
présente  aucune  difficulté  et  ne  comporte  aucune  distinction, 
• un  second  couple  j/'  = ±:  V/ — w* , jusqu’alors  entièrement 
imprévu,  et  dont  l’appréciation  indique  aussitôt  que  la  courbe 
ne  saurait  offrir  toujours  la  même  forme  suivant  les  diverses 
relations  de  m à d.  Car,  si  m surpasse  </,  ce  couple  devra  être 
• rejeté  comme  imaginaire , et  la  fonction  sons  le  radical  général, 
ne  pouvant  s’annuler  qu’une  seule  fois  pour  x positif,  l’or- 
donnée sera  constamment  réelle  depuis  jr  = 0 , qui  donne , en 
effet, ^=±\/ ni* — i/*,  jusqu’à  la  limite  supérieure  de  x, 
conformément  à la  figure  17.  Mais,  quand,  au  contraire,  m 
est  inférieur  à cette  fonction , s’annulant  deux  fois  de  chaque 
côté,  ne  peut  être  positive  que  dans  l’intervalle  entre  y et  x",  en 
sorte  qyc  le  lieu,  qui  coupe  alors  quatre  fois  son  axe  horizontal, 
et  ne  rencontre  plus  son  axe  vertical , devient  discontinu , H 
se  compose  nécessairement  de  deux  ovales  égales  et  séparées 
[fig.  18),sansrien  préjuger  d’ailleurssur  leur  forme  précise.  Entre 
ces  deux  cas  nettement  tranchés,  se  place  naturellement  l’hvpo- 
U)é.s4‘  moyenne  m^d^  qui , suivant  une  régie  logique  univer- 
selle, aussi  importante  que  méconnue,  ne  doit  être  conçue  que 
d’après  les  deux  extrêmes  qu'elle  doit  llpr,  et  surtout  ici  d’après 
le  second , en  y supposant  diminué  graduellement  l’excès  de  d 
sur  m ; l’écartement  des  deux  ovales  décroît  simullanénM>nt,  et, 
■ à la  limite,  elles  deviennent  enfin  contiguës  (/!g.  19).  Telles 
sont  les  trois  formes  distinctes  que  comporte  le  lieu  actuel  : le 
centre  O de  la  courbe  s’y  trouve  placé  tantôt  en  dedans,  tantôt 
en  dehors , ou  enfin  sur  sa  circonférence. 

Dans  les  deux  deniers  cas , la  considération  du  degré-  suffi- 
rait à démontrer  spécialement  que  le  sens  de  la  courbun-  est 
conforme  à nus  suppositions , sans  lesquelles  le  lien  pourrait 
offrir  plas  de  quatre  points  en  ligne  droite.  Mais  ce  motif  de- 
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viendrait  insullisant  pour  le  premier  cas,  où  le  degré  ne  serait 
pas  incompatible  avec  une  forme  inverse  du  (|uart  do 
courbe  KL.  Quoique  l’analogie  analytique  doive  alors  natu- 
rellement disposer  à y étendre  la  disposition  reconnue  envers  » 
les  deux  autres , cette  présomption  légitime  n’y  saurait  dispen- 
ser d’uiie  rigoureuse  appréciation.  En  y appliquant  la  méthode 
générale  qui  nous  a jusqu’ici  réussi  facilemcut,  un  confirmera 
la  figure  supposée,  mais  avec  des  embarras  algébriques  tenant 
à la  complication  de  l’équation  actuelle , et  très-propres  à faire 
déjà  sentir  le  besoin  de  moyens  plus  perfectionnés. 

Afln  que  l’image  de  ces  trois  courbes  soit,  dés  ce  moment, 
aussi  nette  que  possible , je  crois  devoir  indiquer  ici , à leur 
égard,  par  uuc  utile  anticipation,  une  propriété  qui  en  éclair- 
cira beaucoup  la  notion,  quoique  la  démonstration  en  doive 
être  renvoyée  à la  géométrie  à trois  dimensions.  Elle  consiste 
à envisager  ces  courbes  comme  les  diverses  sections  planes 
d’un  tore,  surface  facile  à concevoir,  et  fréquemment  employée, 
d’après  sa  génération  par  un  cercle  tournant  autour  d’un  axe 
extérieur.  Si  le  plan  coupant,  contenant  d'abord  l’axe,  s'en 
éloigne  parallèlement)  il  déterminera,  en  premier  lieu,  la 
section  tracée  fig.  18,  jusqu’à  ce  qu’il  vienne  à toucher  la  par- 
tie intérieure  du  tore,  ce  qui  donnera  la  courbe /fy.  19,  apre-s 
quoi  la  section , devenant  continue,  prendra  la  forme  indiquée 
fig.  17.  C«s  trois  courbes  pourront  donc  être  commodément 
qualifiées  de  sections  toriques. 

23.  T RXKXPLB.  Équation  du  lieu  d’un  point  dont  les  distances 
à point  fixe  et  à une  droite  fixe  sont  toujours  propor- 
tionnelles. Quand  le  rapport  constant  n est  l’unité,  cette  défi- 
nition coïncide  avec  celle  du  n°  20,  en  sorte  que  la  parabole 
doit  ici  constituer  un  cas  particulier,  sur  lequel  il  serait  snper- 
flu  d’insister. 

L’équation  spontanée  u = nt,  entre  les  distances  Tuia- 
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blés  MP  et  MQ  (fig.  20),  indiquera  d’abord,  comme  au  n°  20 , 
par  la  nature  du  système , un  lieu  toujours  symétrique  autour 
de  la  perpendiculaire  FD  menée  du  point  Uxe  F à la  droite 
fixe  £G.  Pour  avoir  convenablement  égard  aux  conditions 
restrictives , considérons  d’abord  les  valeurs  de  t supérieures 
à d,  qui  correspondent  à des  parallèles  telles  que  MM'  à droite 
<fc  F ; alors  leur  distance  au  centre  F des  cercles  de  construc- 
tion étant  t — d,  la  condition  d'intersection  t — d c^u,  déjà 
indistinctement  satisfaite , quelque  grand  que  soit  < , si  le  rap- 
port donné  n est  égal  à l’unité,  le  sera,  à plus  forte  raison , 
pour  n >>  1 . Mais , si  n est  inférieur  à 1 , cette  inégalité  assi- 

d 

gnera  , an  contraire,  à runc  limite  supérieure  qu>  mar- 
quera, sur  l'axe  du  lieu,  le  point  A' le  plus  éloigné  de  F et 
de  BG.  Dans  ce  cas,  la  courbe  sera  donc  limitée  à droite  de  F. 
Entre  ce  point  et  BC,  la  distance  de  la  parallèle  au  centre 
devient  d — <,  et  la  condition  de  rencontre,  d — r •<  « , in- 


if 

dique  pour  t une  limite  inférieure  évidemment  com- 

mune à toutes  les  hypothèses , et  qui  déterminera  en  A l’inter- 
section nécessaire  du  lieu  proposé , quelle  qu’en  soit  la  forme , 
avec  son  axe  naturel  FD.  Enfin,  de  l’autre  c6té  de  BG,  la 
courbe , qui  ne  pourrait  y pénétrer  si  n était  ^1  à 1 , en  sera 
encore  plus  évidemment  exclue  pour  n •<  1 ; mais  elle  pourra 
s’y  étendre , et  même  indéfiniment , dans  le  cas  de  n ^ l , qui , 
jusqu’alors  confondu  avec  celui  de  la  parabole , commence  ainsi 
à s’en  distinguer  nettement.  Afin  de  mieux  apprécier  cette 
diversité , considérons  une  de  ces  dernières  parallèles  JNN'  : sa 
distance  an  centre  des  cercles  sera  exprimée  par  r -|-  <f , et  là 
condition  d’intersection  t-\-d  <C,u  imposera,  à ce  genre  de 

d 

valeurs  de  t,  la  limite  inférieure  ^ ^ , correspondante  à une 


seconde  rencontre  A"  du  lieu  avec  son  axe,  et  à partir  de 
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laqaollo  la  courbe , interrompuo  entre  A cl  A",  s'éloi^era  à 
l’inbni. 

D'après  rcnsemble  de  cette  discussion  préliminaire,  la  déû- 
nilion  aclaclle  comprend  donc,  comme  la  précédente,  trois 
courbes  nettement  distinctes  : d’abord , pour  n = 1 , la  para- 
bole, limitée  a gauche  de  F et  illimitée  à droite;  ensuite, 
pour  n ■<  1 , une  courbe  fermée  et  continue , commençant 
en  A et  flnissant  en  A'  ; enGn , pour  « > 1 , une  courbe  illimi- 
mitée  et  discontinue,  dont  les  deux  parties  s’étendront  indéfini- 
ment , l’une  à droite  de  A , l’autre  à gauche  de  A". 

Le  passage  à l’équatiou  rectiligne  ne  présente  pas  plus  de 
difliculté  ici  qu’au  n°  20.  En  adoptant,  par  1^  mêmes  motiis, 
les  mêmes  axes  FD  et  BC,  on  aura  l’équation 

-j-  (1  — «’)  oj’  — 2 dx  -|-  d*  = 0. 

Sa  discussion  ne  ferait  que  confirmer  la  distinction  ci-dessus 
établie.  Mais , en  écartant  le  cas  de  n = 1 , déjà  examiné , son 
appréciation  peut  nous  offrir  un  nouvel  intérêt,  comme  exemple 
très-remar(|uable  de  reconnaissance  analytique  d’une  courbe. 
En  effet,  ontre  que  les  cas  de  « <;  1 et  n > 1 nous  ont  indi- 
qué des  fleures  générales  évidemment  analogues  à celles  des 
coyrbes  de  même  degré  considérées  au  n”  19  sous  les  noms 
d’ellipse  et  d’hyperbole , la  comparaison  algébrique  des  équa- 
tions correspondantes  vient  constater  l’équivalence  fondamen- 
tale des  définitions  qui  les  ont  fournies , malgré  leur  grande 
diversité  géométrique.  Car,  l’é<iuation  trouvée  au  n"19  étant 
écrite  sons  la  forme 

sa  confrontation  avec  la  précédente  montre  qu’elles  ne  dill'érent 
essentiellement  que  par  la  présence  dans  celle-ci  d’un  terme 
du  premier  degré  en  -r  qui  manque  à l’autre.  Ur,  comme  noos 
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snvon.<),  en  principe , que  l’équation  d’une  ligne  peut  changer 
par  suite  de  son  simple  déplacement,  sans  aucune  variation  du 
forme  ou  de  grandeur,  il  reste  à décider  si  une  telle  diversité 
algébriqnc  ne  proviendrait  pas  uniquement  d’une  différence 
de  situation  des  axes  envers  la  courbe  commune.  Cette  diffé- 
rence ne  saurait  porter  sur  l’axe  des  jc,  autour  duquel  le  lieu 
est , dans  les  deux  cas , pareillement  symétrique  : mais  l’autre 
axe  ne  présente  point  la  même  parité;  puisque  la  symétrie  qui 
existe  aussi  autour  do  lui  d’après  la  seconde  équation  est  cer- 
tainement incompatible  avec  la  première.  11  faut  donc  examiner 
finalement  si  celle-ci  ne  pourrait  pas  perdre  son  terme  distinc- 
tif — idx  en  déplaçant  convenablement  l’origine  le  long 
de  FD.  Un  tel  déplacement  équivaudra  algébriquement  à y 
changer  x en  -{-  A,  si  h désigne  l’avancement  indéterminé 
de  l’origine  actuelle  D dans  le  sens  DA'.  En  opérant  cette 
transformation , il  est  aisé  de  voir  que  les  deux  termes  du  pre- 
mier degré  en  x'  SC  détruiront  mutuellement,  pourvu  qu’on 
d 

prenne  h = ^ ce  qui  place  cette  nouvelle  origine  à droite 


on  à gauche  de  BC , selon  que  n est  inférieur  ou  supérieur  à 1 > 
en  0 on  Cf,  toujours  an  milieu  de  AA'  on  de  AA".  L’équation 
ainsi  modifiée 


n'æ 

i—n'  '■ 


devient  rigoureusement  assimilable  à celle  du  n°  19,  comme 
ayant  évidemment  la  même  forme , et  offrant  d’ailleurs  une 
équivalente  généralité,  puisqu’elle  contient  un  pareil  nombre 
de  constantes  arbitraires.*On  ne  peut  donc  plus  douter  de 
l’identité  des  lieux,  et,  en  achevant  la  confrontation  algé- 
brique , de  manière  à passer  indifféremment  d’un  système  de 
constantes  à l’autre,  on  établira,  entre  ces  deux  définitions , 
une  exacte  transition  mutuelle,  soit  que  l’on  prenne 
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n = - et 
m 


. TO*— <T 

^ M ’ 9 


ou , en  sens  inverse , 


m= 


%ln 
1— n’ 


et  <f  = 


2n*/i 
1— «■ 


Le  mode  de  distinction  entre  l’ellipse  et  l’hyperbole  qui , au 
n"  19 , consistait  en  m > ou  m < , est  id  maintenu , sous 
une  forme  évidemment  équivalente,  en  supposant  n < 1 
ou  « >■  1 . 

Pour  utiliser  autant  que  possible  ce  rapprochement  remar- 
quable , il  convient  de  le  poursuivre , en  particulier,  jusqu’à 
décider  si  le  point  flxedc  la  définition  actuelle  coïncide  avec  l’nn 
de  ceux  relatifs  à l’ancienne.  Or,  il  suffit , à cet  effet,  de  les  rap- 
porter tous  à une  origine  qui  doive  être  nécessairement  com- 
mune aux  deux  systèmes , telle  que  le  centre  O,  où  se  croisent 
les  axes  géométriques  du  lieu , droites  dont  l’identité  ne  saurait 
être  douteuse.  La  difficulté  se  réduit  donc  à comparer  OF 
on  h — d avec  ^ ce  qui  démontre  pleinement  la  coïncidence 
des  deux  sortes  de  points  fixes.  Dés  lors , la  duplidté  propre  à 
celui  du  n°  19  se  trouve  devoir  aussi  convenir  au  point  aetnd, 
et,  par  suite,  à la  droite  correspondante;  comme  l’indiquait 
d’ailleurs  la  symétrie  du  lien  autour  du  second  axe  GG'  mené 
du  centre  O. 

Cet  exemple  de  comparaison  algébrique  entre  deux  défi- 
nitions a plus  d’importance  que  edui  du  n°  21  relatif  au  cercle, 
soit  par  la  difficulté  beaucoup  plus  grande  de  saisir  géométri- 
quement l’équivalence  des  deux  générations,  soit  d’après  la  mo- 
dification algébrique  qu’il  a fallu  apporter  à l’une  des  équations 
avant  de  les  assimiler , suivant  une  marche  qui  s<U‘a  bientôt 
systématisée. 

La  nature,  moitié  rectiligne,  moitié  polaire,  du  système  de 
coordonnées  inhérent  à cette  définition , y rend  le  passage  à 
l’équation  polaire  tout  aussi  facile  que  la  formation  de  l’équa- 
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l|tion  rectiligne.  Comme  celte  équation  polaire  des  trois  sections 
coniques  est  utile  à connaître , je  crois  devoir  la  déduire  ici  do 
l’équation  naturelle  u=nt,  en  plaranl  le  pôle  au  point  Tixc  F 
et  comptant  les  angles  à partir  de  FA'.  L’une  des  coordonnées 
primitives  u est  alors  conservée  ; quant  à l’autre  r,  il  suffît  de 
la  concevoir  en  DP  pour  reconnaître  aussitôt  qu’elle  équivaut 
à cos  ?;  CO  qui  conduit  finalement  à l’cquation  polaire 

nd 

«=— . 

1 — n coSÿ 

Elle  indiquera  un  lieu  illimité  on  fermé , selon  que  la  valeur 

du  U y pourra  on  non  devenir  infinie , ce  qui  exige  cosy  = ^ j 

hypothèse  inadmissible  pour  n <C1 , mais  acceptable  en  tout  . 
autre  cas , conformément  à la  distinction  déjà  établie. 

24.  8"  Exemple.  Équation  de  la  conchoïde.  On  appelle  ainsi , 
depuis  lesGrecs,  le  lieu  d’un  point  dont  la  distance  à une  droite 
fixe  BC  demeure  constante,  en  l’estimant  selon  des  rayons  con- 
vergents vers  un  point  fixe  A {fig.  21).  Son  équation  naturelle 
est  donc  MN  ou  z=c.  Elle  indique  d’abord  que  la  courbe  est' 
évidemment  symétrique  autour  delà  perpendiculaire  KK' menée 
du  pôint  fixe  à la  droite  fixe.  Nous  voyons  ensuite  que  la  plus 
courte  distance  MP  du  point  décrivant  M ou  M'  à la  droite  BC 
devra  sans  cesse  diminuer,  d’après  l’invariabilité  de  l’hypoténuse 
MN,  à mesure  que  l’angle  N deviendra  plus  aigu , et  propor- 
lioanellement  à son  sinus , qui  équivaudrait  toujours  à MP  si 
la  constante  c était  prise  pour  rayon  Irigonomctrique.  Ainsi , 
d’une  part , le  maximum  de  MP  devant  se  trouver  en  K et  K' 
sur  l’axe  AO,  les  deux  branches,  supérieure  et  inrèrieurc,  de 
la  courbe  seront  constamment  renfermées  entre  les  horizontales  ‘ 
correspondantes.  D’une  autre  part,  et  c’est  ici  la  plus  remarqua- 
ble singularité  d’une  tellç  définition , chacune  de  ces  branches , 
dans  son  cours  horizontal  indéfini , se  rapprochera  ountinuelle- 
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lumldc  BC,  à tel  degré  qu’on  voudra,  mais  sans  pouvoir  cepen-^ 
daiil  l’atteindre  jamais,  car  MP  ne  saurait  s’annuler  rigoureuse- 
ment, quelque  aigu  que  devienne  l’angle  N ; en  sorte  que  BC  ne 
pourra  être  censé  rencontrer  la  courbe  qu’à  l'inlini.  Ckitte  nou- 
velle relation  géométrique , d’après  laquelle  la  droite  est  ordi- 
nairement qualitiéc  d'asymplole  de  la  courbe , nous  fournira 
bientôt  le  sujet  d’une  importante  théorie  générale , comme 
très-propre  à mieux  caractériser  la  forme  des  lignes  qui  en  sont 
susceptibles.  On  sent,  en  effet,  dès  ce  moment , que  toute 
courbe  doit  linir  par  être  convexe  vers  son  asymptote,  sans 
quoi  elle  la  couperait  nécessairement. 

Cette  discussion  préliminaire  indique  aussitôt  les  axes  rec- 
tangulaires les  plus  favorables  à la  simplification  de  l’équation 
rectiligne.  Un  motif  de  symétrie,  dont  l'appréciation  algébrique 
nous  est  déjà  familière,  conduit  d’abord  à prendre  AKK'  pour 
l’un  des  axes.  Quant  à l’autre , l’asymptotismc  de  BC  ne  saurait 
permettre  aucune  hésitation.  Sans  doute,  riuHueucc  algébrique 
de  cette  nouvelle  relation  géométrique  n’est  ni  aussi  facile  à 
prévoir  ni  même  aussi  considérable  que  celle  de  la  première. 
Mais  on  conçoit  pourtant,  sauf  à mieux  préciser  ultérieuremeut 
un  tel  aperçu , que , en  prenant  cette  asymptote  BC  pour  axe 
desf,  l’équation,  devant  ainsi  donner  x=oo  pour  j^=0, 
devra  manquer,  à cet  effet,  ou  de  touS  les  termes  enxseul,  ou, 
au  moins,  de  ceux  du  plus  haut  degrés  de  manière  à devenir 
nécessairement  plus  simple  qu’avec  un  axe  quelconque. 

U’après  ce  choix  des  axes,  le  passage  de  l’équation  natu- 
relle à l’équation  rectiligne  résulte  aussitôt  de  la  com|>araisun 
des  triangles  AOIV  et  MPJV,  qui  conduit,  en  nommant  d la 
distance  AO , seconde  donnée  de  la  définition , à l’équation 

jcy  = ±(d—j  ) Vc'—y^  , 

que  la  suppression  du  radical  éleverail  au  quatrième  degré.  On 
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^voit  que,  scion  nos  doubles  prévisions,  x n’y  entre  point  à des 
puissances  impaires  ni  séparé  dey.  £n  y dégageant  x,  sons  la 
forme 


on  retrouve  immédiatement  les  limites  verticales  de  la  courbe, 
son  cours  horizontal  indéfini,  et  son  asymptotisme  envers  Taxe 
des  X.  Le  seul  document  nouveau  que  nous  offre  cette  équa- 
tion résulte  de  ce  que  la  valeur  de  x , déjà  annulée  -pour 
y = dxc,  peut  l’étre  aussi  poury  = quel  que  soit  c,-  ce 
qui  indique  le  point  A comme  appartenant  au  lieu.  Dans  la 
Ggure  actuelle,  où  d surpassée,  ce  point  se  trouve  isolé  du 
reste  de  la  courbe,  puisque  les  valeurs  de  y intermédiaires 
entre  c et  ne  sont  pas  admissibles  : e’est  un  accident  géomé- 
trique qui  n’a  réellement  d’étrange  que  sa  nouveauté , et  qui 
peut  d'ailleurs  être  aisément  conçu , soit  algébriquement , soit 
même  graphiquement.  Quand,  au  contraire,  d est  inférieur 
à c,  ces  ordonnées  de  c à donnent  des  abscisses  réelles, 
d’abord  croissantes , puis  décroissantes,  en  tant  que  nulles  auX 
deux  extrémités  de  cet  intervalle  : la  partie  supérieure  de  la 
courbe  est  donc  modifiée,  et  prend  alors  la  forme  indiquée 
fig.  2-2,  l’autre  partie  n’éprouvant  d’ailleurs  aucun  grave 
changement.  Enfin,  si  J = c,  cette  portion  fermée  addition- 
ndle  AJIKFI',  après  un  rétrécissement  continu , s’effacera  tota- 
lement, conformément  à la  fig.  23.  C’est  ainsi  que  l’équation 
rectiligne  dévoile  spontanément  une  distinction  nécessaire,  que 
la  définition  primitive  était  peu  propre  à indiquer.  11  existe 
donc,  en  réalité,  trois  sortes  de  conchoïdes,  comme  trois  sortes 
de  sections  toriques  et  de  sections  coniques. 

Quoique  cette  équation  dût  susciter  beaucoup  d’embarras 
algébriques  à la  seule  méthode  générale  que  nous  connaissions 
déjà  pour  déterminer  analytiquement  le  sens  de  la  courbure , 
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le  lecteur  pourra  constater  aisément,  à cet  egard,  l’exactitud^ 
des  suppositions  ici  ûgurces,  d’après  une  suffisante  combinaison 
de  la  définition,  et  surtout  de  l’asymptotismc  qui  en  dérive, 
avec  la  considération  du  degré  obtenu  : il  sera  même  facile  de 
déterminer  spécialement , en  chacun  des  trois  cas , la  vraie 
direction  de  la  tangente  en  K , ainsi  qu’en  K';  ce  qui  achèvera 
de  dissiper,  à cet  égard,  tonte  incertitude. 

25.  9‘  EXBHPLE.  ÉqtuUion  du  lieu  du  sommei  d'un  angle 
invariable  dont  chaque  côté  passe  toujours  par  un  point  fixe. 
L’équation  naturelle  est  ici  ? — entre  les  inclinaisons 

variables  des  deux  côtés  de  l’angle  donné  sur  la  droite 
qui  joint  les  deux  points  fixes  A et  B ( fig.  24).  Elle  indique 
aussitôt  jun  fieu  limité,  puisque,  les  deux  coordonnées  an- 
gulaires ne  pouvant  ainsi  devenir  jamais  égales , les  deux  droi- 
tes UHdiilcs  ne  seront,  en  aucun  cas,  parallèles,  et  par  suite 
le  point  décrivant  M ne  pourra  point  s’éloigner  indéfiniment  de 
AB.  La  courbe  doit  d’ailleurs  être  symétrique  autour  de  la 
perpendiculaire  CK  menée  au  milieu  de  AB  ; car,  réquation  ne 
change  pas  en  substituant  à chaque  inclinaison  le  supplément 
de  l’antre,  de  manière  à passer  de  M en  M'.  L’équation  étant 
satisfaite  par  ^{>=0  et  7=  le  lien  passe  en  A,  et  pareillement 
en  B : il  est  aisé  do  sentir  que  cette  valeur  de  7 y marque  la 
direction  de  la  tangente  correspondante  ; puisque  l’angle  MAX 
tend  vers  cette  limite  t> , à mesure  que  le  point  M se  rapproche 
indéfiniment  du  point  A , conformément  à la  définition  générale 
des  tangentes. 

Pour  passer  à l’équation  rectiligne,  d’après  les  axes  AB  et 
CK,  spontanément  indiqués  par  cette  discussion  préalable,  il 
convient  de  mettre  d’abord  l’équation  naturelle  sous  la  forme 
trigonomélrique,  surtout  en  y prenant  les  tangentes  des  deux 
membres,  ce  qui  donne 

tangv  — tangl»  __ 
l-|-tang7tang^ 
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Dés  lors , les  triangles  rectangles  iMAP  et  MBP  conduisoiU  ai- 
sément à exprimer  ces  deux  tangentes  par-^,  et  c/dé-  d 

.1- — a jT-f-rf  , 

signant  la  demi-distance  des  deux  points  fixes  A et  B , et  /«  la  ' 

tangente  de  l’angle  donné  t>.  On  obtient  ainsi  l’éqnation  recti- 
ligne 

TTl 

où  l’on  reconnaît  aussitôt^  conromiéracnt  à l’indication  géomé- 
trique, un  cercle  dont  le  centre  est  sur  l’axe  des  en  un  point 

C tel  que  l’angle  ACO  y soit  égal  à l’angle  donné,  le  rayon  étant 
d’ailleurs  égal  à CA. 

26.  to'  EXEMPLB.  Équation  de  la  cissoïde.  On  nomme  ainsi, 
depuis  les  Grecs,  une  courbe  dérivée  du  cercle  en  y tirant,  ■ * 

d’un  point  fixe  A {fig.  25)  de  la  circonférence,  une  sécante  quel-  ' 
conque,  prolongée  jusqu’à  sa  rencontre  en  C avec  la àangeute  • ’ / 
opposée  BK,  et  portant,  sur  cette  sécante,  à partir  de  ce  point  ' . 
fixe,  une  distance  AM  constamment  égalcà  sa  partie  extérieure  ' • 

CN , comprise  entre  la  tangente  et  le  cercle.  L’équation  natu-  ’ \ 

relie  est  donc  AM  = CN,  entre  CCS  deux  longueurs  variables.  ■' 

Elle  indique  d’abord  un  lieu  évidemment  symétrique  autour  de  ) .•  • * 

AB. Déplus,  la  courbe  commence  en  A,  où  sa  tangente  est  ' 
nécessairement  AB,  limite  irrécusable  de  la  direction  MA,  à ' 
mesure  que  le  point  décrivant  M se  rapprocherait  de  A.  Inté-  ' . 
rieure  d’abord  au  cercle  donné,  elle  le  coupera  vis-à-vis  son  • • 

centre,  en  Üet  D',  et  s en  dégagera  ensuite  de  plus  cq  plus  • ' 
quand  l’angle  variable  MAB  surpassera  i5®.  Mais,  eu  séloi-  . ' ’ 
gnant  du  cercle,  elle  s'approchera  continuellement  de  la  fan-  ^ ' - j 

gente  BK,  d’après  l’équation  MC  = AN,  qui  indique  la  distance  • ^ 

oblique  MC , et  à plus  forte  raison  la  distance  perpendiculaire  r" 

MH,  comme  pouvant  diminuer  autant  qu’on  voudra,  sans  i e 
Iiourtant  devenir  jamais  rigoureusement  nulle.  Li  droite  BK  ^ *.  ’ ' 

est  donc  une  asymptote  de  la  courbe,  qui  d’ailleurs  ne  saurait  • 

>'  ■ ‘'4 
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la  dépasser.  Cette  discassion  conduit  évidemment  à la  forme 
tracée  sur  la  ligure,  sauf  les  chances  accoutumées  de  sinuosité 
entre  le  pôle  A et  l’asymptote  IlK. 

Le  passage  de  l’équation  naturelle  à l’équation  rectiligne  pré- 
sente, dans  cet  exemple , une  circonstance  nouvelle,  qu’il  im- 
lK)rle  de  remarquer,  d’après  l’utilité  notable  qu’on  y trouvera 
à introduire,  comme  intermédiaire  , l’équation  polaire  autour 
du  point  A , qui  résulte  presque  immédiatement  de  la  pre- 
mière, et  qui  conduit  également  à la  seconde.  D’abord,  lune 
des  coordonnées  naturelles  M.'V , est  précisément  le  rayon  vec- 
teur U du  point  ]\I  i quant  à l’antre  , IsC , elle  constitue  , rela- 
tivement à l’angle  9,  une  sorte  de  ligne  Irigouométrique  inusi- 
tée , égale  à l’excès  do  sa  sécante  AC  sur  son  cosinus  AN  , eu 
égard  à l angle  droit  ANB,  et  en  prenant  AB  pour  rayon  tri- 
gonométfique.ün  forme  ainsi  l’équation  polaire 


2rcos  ■y  = ‘2r 

COS  y 


sin’  9 

COSy  ’ 


où  r désigne  le  rayon  du  cercle  donné.  Des  lors  le  passage  à l’é- 
quation rectiligne  sc  fera  sans  difficulté , d après  le  triangle  rec- 
jlanglc  AMP,  relativement  aux  axes,  déjà  motivés,  AB  et  AY. 
Cette  équation  sera  finalement 


11  est  aisé  d’y  retrouver  les  indications  géométriques  déjà  obte- 
nues. Quant  au  sens  de  la  courbure , encore  indécis  pour  les 
parties' moyennes , le  degré  seul  de  l’équation  confirmerait  suf- 
samment  notre  hypothèse,  en  indiquant  l’absence  de  toute  in- 
flexion , afin  que  la  courbe  ne  puisse  jamais  offiir  plus  de  trois 
points  en  ligne  droite.  Mais,  d ailleurs,  on  peut  ici  appliquer 
* aisément  la  méthode  générale  employée  jusqu’à  présent,  en 
considérant  la  corde  indéterminée  AM',  dont  l’extrémité  a une 

• * 
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abscisse  arbitraire  x'.  L’ordonnée  LQ  ou  s de  celle  corde,  dé- 
duite de  la  comparaison  des  triangles  ALQ  et  AM'P’,  sera  ex- 

VsËrj.' 


primée  parx 


, en  sorte  que 


d’où  il  résulte,  cx)nfonnément  à la  forme  supposée,  que  y sera 
moindre  que  = , tant  que  x restera  inférieur  à x'. , 

A cette  dcflnition  primitive  de  la  cissoidc,  il  convient  de 
joindre  ici,  d’après  Newton,  une  génération  remarquable  par 
un  mouvement  continu.  Elle  consiste,  après  avoir  prolongé  le 
diamètre  AB(/îgr.26)  d'une  longueur  AF  égale  au  rayon,  à faire 
mouvoir  unanglc  droit,  dont  un  cOtéest  delà  longueur  AB,  de 
telle  manière  que , sou  côté  indéfini  passant  toujours  en  F , 
rexlrémité  Lde  son  célé  défini  IL  doive  décrire  la  porpendicu 
faire  DOD'  : alors  le  milieu  M de  ce  côté  décrit  nécessairement 
la  cissoïde.  Car,  l’égalité  des  triangles  rectangles FLl  et FLO, 
où,  par  construction,  FO— IL,  donne  FI  = Lü,  ce  qui  c“on- 


duit  à reconnaître  l’édité  des  triangles  FEI  et  LEO  , d’où  il 
résulte  FE  = LE,  et,  par  Suite  AE=EM,  puisque  AF  et  ML 


sont  Ions  deux  égaux  au  rayon  du  cercle.  Dés  lors , la  droite 
AM  devenant  parallèle  à FL , les  triangles  ACB  et  FLO  seront 
• égaux , d’où  BC  = OL , et , par  suite , LC  égal  et  parallèle  à OB 
ou  AO.  On  reconnaît  ainsi  l’égalité  constante  des  triangles  isocèles 
^AON  et  CLM,  et,  en  conséquence,  des  longueurs  AN  et  CM,  ce 
qui  équivaut  a AM=CN,  caractère  primordial  de  la  cissoïde. 

Celte  seconde  définition  pourrait  fournir  un  utile  exercice  de 
géométrie  analytique , que  je  recommande  anx  commençants, 
i|uand  ils  seront  assez  avancés  pour  snrmonter  les  difficultés 
qu’elle  offre  à la  reproduction  directe  de  l’équation  rectiligne, 
ce  qui  deviendra  suffisamment  possible  dès  la  fin  du  chapitre 
suivant.  * 


‘î 


M. 
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•2~.  Il  serait  maiolennnt  superflu  de  prolonger  davantage  la 
série  d'exemples  préliminaires  que  j'ai  jugée  indispensable  pour 
rendre  déjà  convenablement  familière  la  conception  fondamen- 
tale de  la  géométrie  analytique.  Toute  la  suite  do  notre  étude 
offrira  d’ailleurs  beaucoup  d’occasions  naturelles  d'en  indiquer 
d’antres  de  plus  en  plus  difficiles.  Du  reste,  le  lecteur  peut  ici 
les  multiplier  spontanément,  avec  d’autani  moins  d’embarras 
que  la  plupart  des  définitions  ci  - dessus  considérées  peuvent  en 
suggérer  aisément  de  nouvelles  ; c’est  ainsi , par  exemple,  que 
celles  de  la  conchoidc  et  de  la  cissoïde  pourraient  être  facilement 
généralisées  en  y substituant,  pour  l’une  à la  ligne  droite,  pour 
l’autre  au  cercle,  telle  courbe  qu’on  voudrait.  Je  crois  seulement 
devoir  encore  signaler  ici,  mais  sans  aucun  examen , quelques 
définitions  propres  à fournir  d'utiles  exercices. 

On  doit  surtout  remarquer  la  double  suite  de  courbes  que 
Descartes  a tirées  du  cercle.  Les  unes ,’ fermées , se  forment 
d'abord  en  projetant  sur  un  rayon  quelconque  la  projection 
de  son  extrémité  sur  un  diamètre  fixe  ; en  redoublant  la  même 
construction  envers  la  courbe  ainsi  obtenue  on  en  déduit  une 
nouvelle,  et  pareillement  à l’infini.  Quant  aux  autres,  qui  sont 
illimitées,  on  forme  lapremiére  en  prenant,  sur  chaque  rayon,  le  . 
point  dont  la  projection  sur  le  diamètre  fixe  appartient  à la  per- 
pendicolairc  menée  à ce  rayon  de  son  extrémité  ; chacune  des 
autres  courbes  de  cette  suite  se  déduit  de  la  précédente  scion  le 
même  mode  graphique , indéfiniment  applicable.  Ces  deux 
séries  delignes  fournissent  des  exemples  intéressants  d’équations 
rectilignes  de  tous  les  degrés  pairs,  les  uns  simplement,  les* 
autres  doublement.  En  y substituant  au  cercle  primitif  une 
courbe  quelconque,  on  pourra  saisir,  en  général , le  mode  ana- 
lytique invariable  suivant  lequel  son  équation  polaire  produira 
celles  des  deux  suites  corràpondantes  : la  subordination  des 
équations  rectilignos  en  résaltera  facilement. 
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Je  signalerai  encore  le  Hou  des  points  dont  la  somme  des 
carrés  di*s  distances  à divers  points  fixes  du  plan  demeure 
constante.  Le  lecteur  y reconnaitra  aisément  un  cercle  dont  le 
centre  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  du  système  des 
points  donnés , supposes  tous  de  même  poids. 

. Enfin , j’indiquerai  l’eipèce  la  plus  simple  d'épicycloide 
plane,  c’est-à-dire,  le  lieu  d’un  point  de  la  circonrérence  d’un 
cercle  invariable  qui  roule  sur  un  cercle  fi.xc , de  pareil  r.iyon, 
et  qui,  en  même  temps,  tourne  autour  de  son  centre  avec  une 
égale  vitesse.  Suivant  que  les  doux  mouvements  sont  contraires 
ou  conformo.s,  le  lieu  est  ou  un  cercle  aisé  à vérifier,  ou  une 
courbe  remarquable  du  quatrième  degré.  Cette  équation  se 
-formera  facilement  en  introduisant,  comme  variable  auxiliaire, 
la  direction  de  la  ligne  des  centres.  On  pourra  constater  ainsi , 
sans  traiter  formellement  le  cas  général , trop  compliqué , où  les 
deux  cercles  seraient  inégaux,  que  le  degré  de  l’équation  y dé- 
pendrait du  rapport  de  leurs  rayons. 


CHAPITRE  III. 


Théories  préliminaires  relaiives  : i«à  la  ligne  droiie;  à la  transposition 
des  axes. 

28.  Pour  compléter  cette  indispensable  introduction  à l’en- 
' semble  de  la  géométrie  analytique , il  ne  nous  reste  plus  qu’à 
exposer  deux  théories  préliminaires  extrêmement  usuelles,  sans 
lesquelles  l’explication  des  méthodes  générales  qui  doivent  con- 
stituer notre  principal  objet  se  trouverait  fréquemment  inter- 
rompue par  des  considérations  incidentes,  dont  la  reproduction 
superfiue  y deviendrait  bientôt  aussi  gênante  que  fastidieuse. 

Théorie  analytique  de  la  ligne  droite.  Elle  consiste  essentiel- 
lement à trouver  les  deux  coeflicients,  linéaire  et  angulaire, 
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propres  à l’équation  de  chaque  droite , quand , au  lieu  d'dtrc 
immédiatement  donnés , ils  doivent  résulter  de  tout  autre  mode 
élémentaire  relatif  à la  détermination  de  la  droite  chcrdiée , 
" d'apreti  des  conditions  purement  reililif'iies.  Judicieusement 
rédnile  à ce  qui  concerne  sa  vraie  destination  pour  l’ensemble 
de  la  géométrie  analytique,  cette  théorie  préliminaire  se  com- 
pose seulement  de  trois  questions  essentielles , dont  les  combi- 
naisons pourraient  ensuite  se  multiplier  beaucoup,  mais  sans 
offrir  presque  jamais  aucune  utilité  réelle. 

1”  f'.quation  d'une  droilc  passant  par  deux  points  donnés.  Spé- 
cialement envisagée,  cette  question  ne  constitue,  au  fond, 
qu’un  simple  problème  de  trigonométrie , où  il  s’agit , d’apr(« 
les  distances  de  deux  points  M'  et  M"  ( fig.  27)  .aux  deux  axes 
0\  et  0\ , d’obtenir  l’angle  « formé  avec  OX  par  la  droite  qui 
les  joint , et  la  distance  b où  elle  conpc  OY.  En  nous  bornant , 
pour  caractériser  une  telle  solution , à y considérer  ici  le  coef- 
licient  angulaire,  qui  représente  tang  «,  si  les  axes  sont  rec- 

y"  — y* 

tangulaircs,  le  triangle  l'exprimera  aussitôt  par 

X — X 

formule  qui  convient  également  au  cas  des  axes  obliques , en 
considérant  la  signification  trigonometrique  que  prend  alors  ce 
coefficient. 

Mais,  sans  insister  davantage  sur  ce  mode  spécial,  il  faut 
surtout  envisager  la  question  proposée  comme  un  simple  cas 
particulier  du  problème  général  qui  consiste  à faire  passer  une 
ligne  d'espèce  déterminée  par  un  nombre  $uffi.sant  de  points' 
donnés.  Quoique  celte  recherche  ne  doive  pas  encore  être  for- 
mellement examinée , il  convient  néanmoins  de  sentir  déjà  que 
la  marche  analytique  qui  va  maintenant  l’accomplir  envers  la 
seule  ligne  droite,  comporterait  nécessairement  la  même  effi- 
cacité si , au  lieu  de  l’appliquer  à l'équation  y =.ax b.,  on 
considérait  toute  autre  équation  générale. 
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Ce  principe  évident  consiste  en  ce  que , lorsi}u'unc  lijtne 
passe  en  un  point  donné,  les  constantes  arbitraires  de  son 
équation  doivent  satisfaire  à la  relation  fournie  par  la  substitu- 
tion des  coordonnées  propres  à ce  point.  Ainsi , la  cunüiliun  re- 
lative au  point  M' assujettirait  déjà  les  constantes  inconnues  a 
et  é à la  relation 

y = ax’-\-b , 

qui , insuifisante  à les  déterminer,  permet  de  les  subordonner 
l’nneà  l'autre.  On  y rapporte  communément  le  coeflicient  li- 
néaire au  coeflicient  angulaire , demeuré  seul  arbitraire  dans 
l’équation  de  la  droite,  qui  devient  alors 

y—y=a{x—x'), 


formule  très-usuelle,  et  fort  expressive,  qu’il  importe  de  re- 
tenir. En  considérant  maintenant  le  second  point  IVl",  on  aura, 
entre  a et  b,  une  seconde  relaliony  = qui , combinée 

avec  la  précédente , les  déterminera  complètement , suivant  la 

y — y' 

nature  géométrique  du  problème.  On  trouve  ainsi  a — — — 


Le  coelRcienl  angulaire  d’une  droite  passant  par  deux  points 
donnés  est  donc  égal  au  rapport  entre  la  diflércnce  de  leurs 
ordonnées  et  celle  de  leurs  abscis.ses , conforinément  à la 
solution  trigonométrique.  11  en  résulte  l’équation 


dont  la  seule  composition  indique  clairement  lo  passagi*  de  la 
droite  aux  deux  points.  Dans  le  cas  particulier  où  ces  deux 
points  seraient  simplement  ses  intersections  avec  les  deux  axes,^ 
on  aurait,  par  exemple,  a, et  x"=0,  y'=Cj  l’é- 
quation prendrai!  la  forme  ' 


qu’il  peut  être  atile  de  remarquer. 
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Un  troisième  point  étant  évidemment  superOn,  son  intro- 
(laclion  ferait  naître  une  relation  conditionnelle  entre  ses  coor- 
données et  celles  des  deux  premiers,  aOn  que  l’équation 

déterminée  d’après  ceux-ci  pût  lui  convenir  aussi.  On  aurait 
ainsi,  pour  chaque  nouveau  point,  la  condition  analytique 

y'-j-'  _ .v"-y 

j:"— jt" 


ou , en  langue  vulgaire , pour  que  plusieurs  points  soient  en 
ligne  droite  il  faut  que  les  différences  de  leurs  ordonnées  soient 
proportionnelles  à celles  de  leurs  abscisses. 

li"  y/mjk  de  deux  droites,  d' après  leurs  cqualions.  Comme 
cette  seconde  question  est,  par  sa  nature,  particulière  à la 
ligne  droite,  elle  ne  saurait  comporter  aucune  solution  vrai- 
ment analytique , comparable  à la  précédente.  En  n’y  voyant 
donc  qu’un  simple  problème  de  trigonométrie,  on  peut  d’abord 
le  résoudre  aisément  dans  le  cas,  seul  usuel,  des  axes  rectan- 
gulaires, d’après  ce  principe  évident  que  l’angle  de  deux 
droites  équivaut  à la  différence  de  leurs  inclinaisons  sur  une 
ligne  commune.  Alors , en  effet , les  coefficients  angulaires  pro-^ 
près  aux  deux  équations  données, 

jr^ax+O,  y=a'x+  I/, 


représentant  les  tangentes  des  angles  x et  «'  {fiy.  28),  celte  rela- 
tion générale x = x — a,  donne  aussitôt 


tangv  = 


a — a' 


Si  les  deux  droites  doivent  être  rectangulaires , tang  v devra 
devenir  infinie,  ce  qui  exige  la  relation  très-u|aelle  aa'-|-l=0, 

d’où  rt'  = — ^ : en  sorte  que , dans  ce  cas , les  deux  coeffi- 
cients angulaires  sont  réciproques  et  de  signe  contraire  ; con- 
formément à l’évidente  indication  spéciale  de  la  Ggnre,  où 


e 
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l’un  des  angles  devient  ainsi  le  supplément  du  complément  de 
l’autre. 

Avec  des  axes  obliques,  on  n’aurait  plus  tang«  = a,  mais 
tan‘'a=  (n . ^7)^  Pt  le  résultat  prendrait  la  forme 

" t-frtCOSO 

plus  compliquée 

(a — a')  sin  0 

tang  V — J ’ 

dont  il  faut  éviter  de  se  surcharger  la  mémoire,  comme  n’of- 
frant aucune  utilité  réelle. 

3“  Interaeclion  de  deux  droitee  données.  Go  problème  con- 
sistant à trouver,  d’après  les  constantes  propres  aux  équations 
de  deux  droites  données, 

y = ax-{-lj,jr  = a'x-r  b', 

les  coordonnées  de  leur  point  commun , on  peut  certainement 
l’envisager  comme  une  question  trigonoméirique , relative  à 
la  résolution  de  la  figure  rectiligne  qui  résulte  de  l’assemblage 
spontané  des  diverses  grandeurs  connues.  Mais,  outre  cette 

*voie  spéciale,  qu’il  sulBt  ici  d’indiquer,  cette  troisième  question 

« 

comporte  évidemment,  comme  la  première,  une  entière  géné- 
ralisation envers  des  lignes  quelconques,  et  c’est  seulement 
ainsi  que  la  recherche  devient  vraiment  analytique.  Iaîs  coor- 
données des  points  d’intersection  se  distinguant  algébriquement 
de  celles  des  points  particuliers  de  chaque  lieu  par  leur  apti- 
tude exclusive  à vérifier  simultanément  les  deux  équations , 
leur  détermination  résulte  donc , en  général , de  l’opération 
analytique  qui  assigne  les  solutions  communes  à ces  équations 
simultanées.  Dans  le  cas  actuel , ce  travail  algébrique  ne  pré- 
.sente  aucune  diiliculté,  et  fournit 

b' — b ab' — ab 

^ a — rt'  ’ ^ a — d ' 
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|H>ur  les  coordonnées  du  point  cherché.  Mais , an  lieu  de  rete- 
nir ces  formules,  il  sera  plus  commode  ordinairement  d’en 
reproduire  l’équivalent  envers  chaque  système  de  droites  : le 
principe  est  seul  important.  On  conçoit,  en  outre,  que  cette 
opération  conduira  à formuler  la  condition  analytique  du  con- 
cours de  trois  droites  en  nn  même  point,  puisqu’il  faudra  alors 
exprimer  que  les  coordonnées  du  point  d’intersection  de  deux 
, d'entre  elles  conviennent  à la  troisième. 

Tels  sont  les  seuls  éléments  essentiels  qu’il  faille  admettre  • 
dans  la  théorie  analytique  de  la  ligne  droite,  communément  * 
surchargée  de  questions  superflues,  qui  n’offrent  qu’une  com- 
binaison, rarement  utile,  de  ces  trois  problèmes  fondamentaux.  . 

J’y  joindrai  seulement  celle  de  ces  questions  composées,  qui , 
soit  comme  type,  soit  à raison  de  son  utilité  ultérieure,  mérite 
une  soigneuse  appréciatiou- 

r Distance  d'un  point  donné  à une  droite  donnée.  Cette  déter- 
mination exige  évidemment  que  l’on  forme  l’équation  de  la 
perpendiculaire  indéfinie  menée  du  point  M'  (fig.  28) , dont  tes 
coordonnées  sont  à la  droite  N.\,  ayant  pour  équation 

J'  = - i,  et  qu’on  en  déduise  les  coordonnées  de  leur  inter-« 

section  K : la  formule  des  distances  conduira  dés  lors  à l’cx-  * 
pression  de  la  longueur  cherchée  M'K  ou  p.  D’après  la  pre- 
mière de  nos  trois  questions  élémentaires,  l’équation  de  la 
droite  M'K , en  tant  que  passant  par  M',  est 

X-X^=a'{x-ad). 

Kn  tant  qne  perpendiculaire  à la  droite  donnée,  on  a , suivant 

le  second  problème , a'  = — V Si  dès  lors , conformément  à la 

a 

troisième  question , on  calcule , sans  aucun  vain  artifice  algé- 
brique*, les  C(30rdonnces  du  point  de  rencontre  N,  on  en  déduira 
finalement,  pour  la  distance  demandée,  la  formule,  utile  à 
retenir. 
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'aa:'  + l>-y 

■ 

La  solution  trigonométrique  y conduirait  directement  avec  fa- 
cilité, d’après  le  triangle  rectangle  NKM',  où  l’angle  N est 
égala  celui  dont  a est  la  tangente;  car,  l’hypoténuse  de  ce 
triangle  peut  être  regardée  comme  la  différence  entre  l’ordonnée 
y du  point  donné  et  l’ordonnée  correspondante  de  la 

droite  proposée. 

Outre  cette  question  composée , seule  importante  à men- 
tionner, le  lecteur  peut  s’exercer  utilement  sur  quelques  autres 
combinaisons  plus  ou  moins  complexes.  Je  citerai  surtout  la 
formule  remarquable  qui  exprime  l’aire  d’un  triangled’aprèslea 
coordonnées  rectilignes  de  ses  sommets.  En  partant  de  la  règle 
géométrique  ordinaire,  on  pourra  déduire  de  ces  coordonnées, 
par  des  calculs  peu  compliqués  si  les  axes  sont  rectangulaires, 
la  base  et  la  hauteur  du  triangle,  d’où^résultera  finalement 

conformément  à l’indication  géométrique  directe,  en  concevant 
.le  triangle  (fig.  29)  comme  la  somme  des  deux  tra- 
pèzes M'r'M'F'  et  diminuée  du  trapèze 

Les  commençants  pourront  aussi  s’exercer , avec  quelque  ' 
utilité,  sur  la  théorie  analytique  de  la  ligne  droite , en  y véri- 
fiant algébriquement  plusieurs  théorèmes , déjà  vulgaires  géo- 
métriquement , sur  les  convergences  des  trois  droites  qui  peu- 
vent résulter  des  trois  côtés  d’un  triangle  de  diverses  manières  : 

1“  comme  perpendiculaires  menées  des  sommets  o||>posés  ; . 
3”  comme  joignant  leurs  milieux  à ces  sommets  ; 3°  comme 
leurs  perpendiculaires  en  ces  milieux  ; 4°  enfin , comme  bissec^ 
trices  des  trois  angles.  Tout  le  mérite  de  ces  exercices  élémen- 
taires consistera  dans  l’iieureux  choix  des  axes , qui  simplifiera 
beaucoup  des  calculs  autrement  fosUdioux.  Au  reste,  apres 
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avoir  calcalé,  onvers  des  axes  communs,  les  coordonnt^es , en 
général  fort  dislinctcs,  de  ccs  quatre  intersections , on  pourra 
compléter  cette  opération  en  reconnaissant  ainsi  que  trois  d'en- 
tre elles  sont  toujours  en  ligue  droite  j proposition  géométrique 
dont  la  démonstration  directe  serait  embarrassante , mais  qui 
d'ailleurs  est  fort  oiseuse.  ' ^ 

29.  Théorie  de  la  transposition  des  axes.  Celte  seconde  théorie 
préliminaire,  plus  importante  que  la  précédente , a pour  objet 
propre  de  déterminer  les  modifications  que  comporte  l’équation 
rectiligne  d’une  figure  quelconque  par  suitedu  changemeut  des 
axes  correspondants.  Il  suffit,  à cet  effet,  d’exprimer,  en  gé- 
néral, les  coordonnées  d’un  point  arbitraire  relativemcut  aux 
anciens  axes  d’après  ses  coordonnées  par  rapport  aux  nouveaux 
axes.  La  subtitution  ultérieure  de  ccs  formules  invariables  dans 
chaque  équation  considérée  y spécifiera  l'influence  analytique 
d’une  telle  transposition , qui , en  elle-même,  se  rapporte  à un 
point  isolé^  à quelque  ligne  qu’il  puisse  ensuite  appartenir.  Or, 
l’établissement  de  ces  formules  ne  constitue  directement  qu’un 
simple  problème  trigonométrique , dont  la  solution  n’offre  au- 
cune difficulté  essentielle.  Mais,  avant  de  s’en  occuper,  il  im- 
porte de  caractériser  nettement  la  double  destination  générale 
de  cette  théorie  indispensable,  très-imparfaitement  appréciée 
d’ordinaire.  11  faut , pour  cela,  considérer  séparément  ses  deux 
relations  nécessaires  avec  la  conception  fondamentale  dcla'géomé- 
trie  analytique,  soit  en  ce  qui  concerne  la  comparaison  des  lignes 
d’après  leurs  équations,  soit  quant  à la  simplification  algébrique 
de  chaque  équation  isfilée. 

Sous  le  premier  aspect , la  théorie  dc  la  transposition  des 
axes  est  directement  destinée  à décider  si  la  diversité  actuelle 
de  deuxTcquatioos  indique  une  véritable  distinction  entre  les 
lignes  oorrespondantes  ' ou  si  seulement  elle  tient  à une  simple 
différence  de  situation  : ce  qui  doit  radicalement  dissiper  une 
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source  fréquenfc  de  confusion  que  nous  avons  reconnue  , 
dès  l'origine,  naturellement  inhérente  à noire  système  de  géo- 
métrie analytique,  où  les  idées  de  position  sont  seules  immé- 
diatement exprimables.  Car,  en  faisant  subir  à l'un  des  deux 
lieux  comparés  une  transposition  d'axes  indéterminée,  on  réu- 
nira, dans  un  même  type  algébrique,  toutes  les  modifications 
que  le  déplacement  de  cette  ligne  pourrait  apporter  à son 
équation.  Si  donc  les  deux  lieux  coïncident  réellement,  il  faudra 
• que  cette  équation,  ainsi  généralisée,  puisse  comprendre  l'autre 
" comme  cas  particulier , en  disposant  convenablement  des  con- 
stantes arbitrairesrelativesà  la  situation  des  nouveaux  axes  pour 
identifier  les  termes  par  lesquels  ces  deux  équations  différaient 
d'abord.  Quand,  au  contraire,  aucun  système  de  valeurs  réelles  . 
'de  ces  diverses  constantes  ne  pourra  suflire  à une  telle  identifica- 
tion,' on  aura  pareillement  constaté  que  les  deux  lieux  sont  réel- 
lement distincts.  Les  constantes  ainsi  introduites  seront,  en  géné- 
ral , au  nombre  de  quatre , deux  linéaires  , relatives  au 
déplaa'ment  de  l'origine,  et  deux  angulaires,  indiqulKt  la  direc- 
tion des  nouveaux  axes  : mais,  comme,  dans  celte  comparaison , 
l'inclinaison  des  axes  ne  doit  pas  changer,  ces  deux  dernières  ne 
seront  pas  alors  simultanément  arbitraires;  en  sorte  que  les 
formules  de  tranposilion  ne  renfermeront  ici  que  trois  données 
vraiment  disponibles. 

' ■ I ' 

. Relalivcmentâ  la  simplification  spéciale  d’une  équation  isolée, 
nous  avons  eu,  au  chapitre  précédent,  plusieurs  occasions  de 
reconnaître  l’influence  notable  que  peut  exercer , à cet  égard  , 
le  choix  désaxes.  Or,  d’un  autre  côté,  les  définitions  géomé- 
triques sont  souvent  impropres  ïi  indiquer  directement  les  axes 
les  plus  favorables  : les  cas  que  nous  avons  examinés  feraient 
concevoir , a cet  égard , des  espérances  fort  exagérées , si  on 
ne  les  jugeait  pas,  sous  ce  rapport,  comme  de  véritables  excep- 
tions. Il  faut  donc,  en  général,  penser  que  l'équation  rectiligne 
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d’une  conrbe  pourra  fréquemment  ne  pas  aTt)ir  d’abord  la 
forme  la  plus  simple  dont  elle  soit  susceptible  à raison  du  choix 
des  axes.  Cela  posé,  la  théorie  actuelle  fournit  un  moyen  cer- 
tain de  découvrir  toujours  les  axes  les  plus  convenables,  quel- 
que compliquée  que  puisse  être  l’équation  primitive.  En  ellct, 
il  suffit  d’y  opérer  une  transposition  totalement  indéterminée 
pour  découvrir  aussilét  la  situation  des  axes  propres  à y faire 
disparaître  certains  termes  dont  les  cocflicients  contiendront 
les  coastantesarbitrairesainsi  introduites.  Ces  quatre  constantes 
seront  ici  pleinement  disponibles , puisque  rien  n’obli^c  alors  à 
maintenir  l’ancienne  inclinaison  des  axes,  qui  peut  bien  n’élrc 
pas  toujours  la  plus  propre  à simpIiBer  l’équation.  Néanmoins, 
l’avantage  de  conserver  des  axes  rectangulaires  ayant  ordinai- 
rement plus  de  prix  que  la  faculté  d'enlever  un  terme  de  plus 
en  disposant  de  leur  obliquité , les  formules  de  transposition  ne 
contiendront  le  plus  souvent  que  (rois  constantes  arbitraires  , 
comme  dbus  leur  première  destination. 

Quoiqu^e  second  but  de  la  théorie  actnellc  soit , par  sa  na- 
ture, aussi  général  que  l’autre,  il  a réellement  une  moindre 
importance  dans  l’ensemble  de  la  géométrie  analytique  Car, 
la  découverte  de  l'identité  des  auirbcs,  malgré  la  diversité  des 
équations,  est  également  précieuse  envers  toutes  les  lignes  pos- 
sibles. An  contraire,  la  simplification  de  chaque  équation  d’a- 
prés  un  choix  convenable  des  axes  ne  saurait  offrir  le  même 
intérêt  pour  tous  les  cas  ; puisque  la  faculté  qu’on  acquiert  ainsi 
d’ftter  au  plus  quatre  termes  à toute  équation  devient  nécessai- 
rement moins  efficace  à mesure  que  le  nombre  total  dos  termes 
augmente  par  l’accroissement  du  degré.  L’appréciation  com- 
mune repose  trop  exclusivement , à cet  égard , sur  la  considé- 
ration des  courbes  du  second  degré,  dont  les  équations  peuvent 
perdre  par  là  jusqu’au  deux  tiers  de  leurs  termes,  ou  la  moitié 
eu  maintenant  la  rectangularité  des  axes;  tandis  que,  dés  le 
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qaalrièmc  degré,  ou  mémo  le  troisième,  la  simpliGcation  cor- 
respondante n’a  plus  qu’une  faible  importance,  du  moins  par 
rapport  à l’cnscmblu  des  cas , quoique  chaque  degré  ultérieur 
présente  d’ailleurs  certaines  occasions  d’utiliser  notablement 
une  telle  faculté  analytique. 

Après  ces  explications  générales,  relatives  à la  sculcdillicolté 
essentielle  de  la  théorie  actuelle,  il  est  aisé  de  procédera  l'é- 
tablissement direct  des  formules  de  transposition.  Il  convient 
toutefois  d’y  distinguer  le  déplacement  de  l’origine  et  le  chan- 
gement de  direction  des  axes  ; quand  ces  deux  cas  auront  été 
formulés  séparément , le  cas  général  en  découlera  spontané- 
ment , si  l’on  conçoit  les  deux  transpositions  comme  successives 
au  lieu  d’étre  simultanées.  Cette  décomposition  est  d'ailleurs 
très-conforme  à la  nature  du  sujet,  en  ce  qu’elle,  permet  d’ap- 
précier distinctement  les  modifications  analytiques  relatives  à 
la  simple  translation  des  lieux  et  celles,  pins  profondes , qui  ré- 
sultent de  leur  rotation. 

Supposons  donc  qu’il  s’agisse  d’abord  de  passer  des  axes  OX 
etOY  {fig.  30)  à un  système  parallèle  ayant  son  origine  en  U'. 
L’inspection  de  la  ligure  indique  aussitôt  les  formules 

x = x'-\-a,  y=y-\-b, 

où  <z  et  5 désignent  les  anciennes  coordonm‘cs  de  la  nouvelle 
origine,  en  ayant  soiu  de  leur  attribuer,  en  chaque  cas,  les 
signes  convenables , sans  lesquels  ces  formules  ne  sauraient 
être  sulBsammcnt  générales.  On  voit,  parleur  composition,  que 
non-seu  lemenl  le  degré  d’ u ne  équation  ne  pourra  j ama  is  éprouver 
ainsi  aucun  changement,  comme  il  était  aise-  de  le  prévoir,  mais, 
en  outre,  que  les  modifications  analytiques  correspondantes  ne 
pourront  jamais  affecter  les  termes  déplus  haut  exposant. 

Considérons,  en  second  lieu,  le  passage  des  axesOXclOY 
( fig.  31)  à d’autres  axes  OX'  et  Oï',  différemment  dirigés  au- 
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tour  (le  la  même  origine.  Pour  rapporter  les  coordonu(k;s  an- 
ciennes MP  cl  ÜP  aux  nouvelles  MP'  et  OP',  à l’aide  des  don- 
nées angulaires,  la  diflicultê  trigonométrique  consiste  à résou- 
dre le  quadrilatère  OPMP',  d’après  deux  certes  et  les  angles. 
Tout  l’artiflcede  cette  solution  réside  en  une  licureuse  dt'com- 
position  des  côtés  inconnus  MP  et  OP  en  deux  parties  plus  ai- 
sément appréciables , par  les  parallèles  FR  et  P'Q  qui  leur 
sont  menées  deF,artiGce  d'autant  moins  diilicileà  retenir  qu’il 
est  essentiellement  analogue  à celui  qu’ou  emploie  communé- 
ment pour  établir  les  formules  de  sin  {n  ± b)  cl  cos  (a  d;  ô) . Ou  a 
ainsi 

x = OR+FQ,  ^ =FR-fMQ, 

et  dés  lors  on  est  assuré  de  la  solution , puisque  ces  quatre  in- 
connues auxiliaires  appartiennent  à deux  triangles  OP  R et 
P'MQ,  dans  chacun  desquels  on  connaît  directement  un  côté 
et  les  angles.  En  exécutant  l’opération  trigonométrique , on 
trouve  les  formules 

x'sinX'-f-ysinY'  _ jr’sin(Y — X')-|-jr'sin(Y — Y') 
sin  Y ’ ^ sin  Y ’ 

où  les  grandes  lettres  désignent  les  angles  formés  par  les  axes 
correspondants  avec  l’ancien  axe  des  j:.  Cette  notation  expres- 
sive, émanée  de  cellede  Carnot  pour  la  géométrie  à trois  dimen- 
sions, dérive,  an  fond,  de  Vuniversellc notation  géométrique 
des  angles , en  y supprimant , comme  inutiles , d’abord  la  lettre 
relative  au  sommet  identique  de  tous  les  angles  considérés,  et 
ensuite  celle  qui  indique  leur  côté  commun. 

La  composition  de  ces  nouvelles  formules  montre  que  le 
changement  de  direction  des  axes  ne  peut  pas  non  plus  altérer 
le  degré  d’une  équation,  suivant  nue  appréciation  naturelle 
qui  dispose  à regarder,  en  général,  ce  degré  comme  consti- 
tuant un  caractère  essentiel  de  chaque  «oiirbç  ; mais  on  voit 
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ici  qae  la  rotation  d’une  courbe  pourra  modiGertons  les  termes 
de  son  équation,  sans  excepter  ceux  du  plus  haut  exposant, 
que  la  simple  translation  ne  pouvait  atteindre. 
î Ponr  changer  à la  fois  l’origine  et  la  direction  des  axes , il 
suffit  d’introduire  un  système  auxiliaire , ayant  même  origine 
que  l’un  des  deux  systèmes  comparés  et  même  direction  que 
l’autre.  En  combinant  ainsi  les  deux  sortes  de  formules , on 
obtient  aussitôt  les  formules  de  transposition  les  plus  complètes 

jr'sinX'+ysinY  , , x'sin(Y-X')+ysin(Y— Y')  , 

y = r-n f-ti,  x = \-a, 

qui  circonscrivent  exactement  l’influence  générale  que  le  sim- 
ple déplacement  d’une  ligne  quelconque  peut  exercer  sur  son 
équation. 

G>mme  les  axes  primitifs  sopt  presque  toujours  rectangu- 
laires , il  importe  de  remarquer  la  simpHGcation  qu’éprouvent 
alors  CCS  formules.  En  y supposant  Y = 90°,  elles  prennent  la 
forme  trés-symetrique, 

y =jir'sinX'-j-y sinY',  j:  = x'cosX'-)-ycosY', 

si  l’origine  n’est  pas  changée.  Les  nouveaux  axes  étant  aussi  le 
plus  souvent  rectangulaires,  on  aura,  en  outre.  Y'  ~ X'  = 90°, 
d’où  Y'  = 90°-}-X';  et,  par  conséquent,,  les  formules  de- 
viennent 

^=j/sinX'-)-ycosX',  x=j;'cosX' — j^'ainX'. 

On  retient  aisément  l’opposition  de  signes  qui  altère  la  symétrie 
de  ces  dernières  formules,  d'après  la  considération  évidente  que 
la  fonction  doit  alors  demeurer  invariable,  comme 

relative  à la  distance  do  point  à la  commune  origine,  pareille- 
ment exprimable  dans  lès  deux  systèmes  rectangulaires  : car, 
on  conçoit  ainsi  la  nécessité  d’on  tel  contraste  algébrique , dont 
le  sens  effectif  peut  ensuite  se  spécifier  nettement , en  ayant 
• * 7 
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^ard,  sur  la  ligure,  a l’hypothcse  parlicolicre  j'  = 0.  Ces 
remarques  ont  d’autant  plus  d’intérét  que  ces  formules  doivent 
être,  au  fond , les  plus  usuelles. 

Afin  de  mieux  caractériser  déjà  la  principale  destination 
générale  des  formules  précédentes,  appliquons-les  à la  recon- 
naissance de  l’identité  des  courbes  représentées  par  les  deux 
équations 

dont  la  difTcrencc  affoctc  même  les  termes  du  plus  haut  degré. 
Le  calcul  prescrit  peut  ici  s’abréger  beaucoup,  en  remarquant 
que  l’origine  est  alors  le  centre  commun  des  deux  courbes,  évi- 
demment symétriques  l’une  et  l’autre  autour  des  deux  axes.  Si 
donc  les  deux  courbes  co'incident  réellement,  leurs  équations 
doivent  être  identitiables  par  une  simple  rotation  des  axes,  sans 
déplacer  aucunement  l’origine.  On  substituera,  par  eonsé- 
quent,dansla  première,  les  formules 

x = a'cos  — ^^'sinX',  siuX'-f  ycosX', 


ce  qui  lui  fera  prendre  la'  forme 


sin*  X'iy‘+  sin‘X' ja-'‘+12sin*X'cos'X' 
+cos*X'|  -t-cos‘X'l 


+ 4sin’X'cosX'l 


j/*y +4cos  X'sio’  X' 


xjr 


‘=1. 


— Acos^X'sinX' 


— isinX'cos^X' 


En  la  comparant  à la  seconde , après  avoir  rendu  le  premia 
coefficient  égal  à l’onité , pour  éviter  toute  condition  superflue, 
on  voit  que  leur  idenliflcation  exige  d’abord  la  disparition  des 
deux  derniers  termes , d’où  résulte  la  relation  unique 


4 sinX'  cos  X'  (sin’  X'  — cos*  X')  = 0. 


Les  facteurs  sin  X'*et  cos  X'  n’y  pouvant  être  annulés , puisque 
les  axes  ne  seraient  pas  changés,  la  valeur  de  X'  résultera  du 
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troisii^e,  qui  donne  X'  = 45°.  On  s’assurera  aisément  qne 
celle  hypothèse  satisfait  aux  autres  conditions  d’identification. 
Ainsi  la  seconde  courbe  n’est  réellement  que  la  première  qui 
aurait  tourné  d’un  demi-angle  droit. 

30.  Quoique  le  passage  du  système  rectiligne  an  système 
polaire  constitue,  par  sa  nature,  en  géométrie  analytique.,  une 
operation  très-différente  de  celle  dont  nous  venons  d’établir 
les  lois , puisqu’il  s’y  agit  d’un  vrai  changement  de  système , et 
non  d'une  simple  modilication  de  constantes,  c’est  ici  néan- 
moins qu’il  convient  le  mieux  de  poser  les  formules,  indispen- 
sables à connaître , qu’exige  une  telle  transformation , qui 
d’ailleurs  a ordinaircmeut  besoin  d’élre  précédée  d’une  transpo- 
sition d’axes,  destinée  à la  faciliter  autant  qne  possible.  Nous 
• supposerons,  en  effet,  que  les  axes  du  système  rectiligne  sont 
rectangulaires,  que  l’un  d’eux  coïncide  avec  l’axe  polaire,  et 
que  leur  origine  est  placée  au  pôle.  Quand  ces  conditions  préa- 
lables ne  seront  pas  remplies,  elles  constitueront  une  difficulté 
préliminaire , aisément  levée , en  chaque  cas , d'après  les  for- 
mules précédentes.  Ce  préambule  simplifie  beaucoup , et  même 
' caractérise  mieux , l’opération  propre  au  vrai  changement  de 
système.  Les  anciennes  et  les  nouvelles  coordonnées  d’un  point 
quelconque  appartiennent  alors  à un  même  triangle  rectangle, 
qui  fournit  aussitôt,  pour  passer  du  système  rectiligne  au 
système  polaire , les  formules  très-simples 

* 

x=uoosf,  j'  = usiny. 


ou , en  sens  inverse , 

U = \/y+  •r',.tang  y= 


i 


I 


4 


J 


I 

t 

1 


t 


D’après  leur  nature  , on  voit  que  les  équations  qui  seront  al- 
gébriques dans  l’un  des  systèmes  deviendront  nécessairement 
tranacendantes  dans  Taulre,  et  que  l’influeace  réciproque  aura 
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lien  quelqaerois , ce  qui  définit  nettement  le  contraste  analyti> 
que  de  ces  deux  systèmes , et  caractérise  l’aptitude  spéciale  de 
chacun  d’eux  envers  certaines  courbes , quoique  beaucoup  d’é- 
quations doiventd’aillenrsyétreprcsqueégalementcompliquées. 

31 . La  première  partie  de  notre  étude  étant  maintenant  com- 
plétée , le  lecteur  peut  désormais  en  saisir  convenablement  le, 
plan  systématique , qui  n’eût  pas  été  d’abord  suffisamment  ap- 
préciable. Ce  préambule  indispensable  constitue  une  introduc- 
tion fondamentale  à l’ensemble  total  de  la  géométrie  plane  : 
quelque  extension  analytique  qu’elle  puisse  ultérieurement  re- 
cevoir, toutes  les  notions  s'y  rapporteront  toujours  à la  concep- 
tion générale  que  nous  avons  ici  directement  établie,  puis 
éclaircie  par  des  exemples  snlfisauts,  et  enfin  appuyée  des 
moyens  préliminaires  convenables.  Dés  lors,  la. formation  des 
métlHMles  générales  qui  constituent  l’objet  essentiel  de  la  géo- 
métrie analytique  se  trouve  maintenant  assez  préparée  pour 
que  nous  devions  y procéder  immédiatement , sans  noos  préoc- 
cuper encore  d’aucune  application  spéciale  : telle  sera  la  des- 
tination de  la  seconde  partie.  Mais , après  avoir  ainsi  appris  à 
résoudre.,  envers  une  courbe  quelconque  , chacune  des  ques- 
tions analytiquement  accessibles , il  restera  à combiner,  dans 
la  troisième  partie , ces  diverses  conceptions  d’abord  isolées , 
afin  d’apprécier,  en  général , comment  leur  connexité  mu- 
tuelle peut  faire  surgir  graduellement  des  diverses  équations 
l’ensemble  des  figures  correspondantes.  Ainsi,  la  seconde  partie 
SC  rapportera  surtout  à la  géométrie  générale;  la  troisième 
sera  essentiellement  relative  à la  géométrie  comparée.  Enfin , 
pour  achever  de  préciser  autant  que  possible  l’harmonie  fon- 
damentale entre, les  lignes  et  les  équations,  constituée  dans  la 
première  partie , et  dével<q>pée  dans  les  deux  antres,  il  faudra 
réserver  une  quatrième  et  douière  partie  à l’application  spé- 
ciale de  ce»  méthodes  ontverseltes  envers  certaines  courbes 
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choisies,  OÙ  l’idée  in6rc  de  la  gcomctric  analytiiiue  devra  rece- 
voir une  élaboration  complementaire,  destinée  à caractériser 
sa  modification  finale  d'après  les  convenances  de  ciiaquc  cas. 
Tel  est  le  nouveau  plan  didactique  que  j'ai  trouvé  le  plus  pro- 
pre à faire  dignement  ressortir  l'unité  philosophique  que  doit 
offrir  désormais  l’ensemble  de  la  géométrie  plane , en  manifes- 
tant la  participation  distincte  de  chacune  de  scs  parties  essen- 
tielles à l’essor  continu  de  la  grande  pensée  que  Descartes  lui  a 
donnée  pour  base  invariable. 

11  importe  de  sentir  que  ce  plan  rationnel  n’est,  par  sa  na- 
ture , aucunement  restreint  à la  branche  élémentaire  de  la  géo- 
métrie analytique , quoique  nous  devions  ici  la  considérer 
exclusivement.  La  première  partie  est  nécessairement  aussi 
cnnipléte  maintenant  qu’elle  doive  jamais  l’étrc , quel  que  soit 
le  progrès  ultérieur  de  la  géométrie  plane.  Quant  à la  seconde, 
cl  par  suite  à la  troisième , elles  seront  actuellement  limitées 
par  l'imperfection  de  nos  connaissances  analytiques,  qui  ne 
permettent  pas  d’aborder  suffisamment  plusieurs  importantes 
recherches  géométriques  : mais  elles  ne  feront  plus  tard  que 
s’étendre  davantage,  quand  une  analyse  supérieure  rendra 
graduellement  accessibles  des  questions  qu’il  faut  écarter  ici. 
Il  en  sera  de  même  essentiellement  pour  la  quatrième  partie, 
où , faute  des  procédés  analytiques  convenables,  nous  ne  pour- 
rions immédiatement  entreprendre  l’étude  spéciale  de  plusieurs 
courbes  intéressantes , auxquelles  on  pourra  ultérieurement 
appliquer  les  diverses  méthodes  générales.  Notre  plan  ne  devra 
donc  jamais  subir  aucune  altération  essentielle,  quelle  que 
puisse  être  ensuite  l’extension  réelle  des  moyens  analytiques , 
d’où  résultera  seulement  son  développement  continu.  Ainsi, 
pour  convertir  cette  étude  élémentaire  de  la  géométrie  analy- 
tique, en  un  système  complet  de  géométrie,  qui  n’a  jamais  été 
institué  ni  même  conçu  jusqu’ici,  il  suffirait  d’y  joindre  conve- 
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nablement,  comme  je  l’ai  indiqué  dans  le  tome  I"  de  ma  Philo- 
tophie  positive , les  diverses  classes  de  questions  géométriques 
qui  correspondent  aux  divers  degrés  principaux  de  l’analyse 
transcendante,  tandis  que  nous  devons  maintenant  noos  réduire 
aux  spéculations  sufHsamment  accessibles  à la  seule  analyse 
ordinaire. 
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SECONDE  PARTIE. 

THÉORIES  GÉNÉRALES  DE  GÉOMÉTRIE  PLANE,  SLTnSAMMENT 
ACCESSIBLES  A L’ANALYSE  ORDINAIRE. 


32.  Ces  théories  sont  au  nombre  de  sept,  savoir  • 

1*  La  théorie  du  nombre  de  points  nécessaire  à la  détermi- 
nation de  chaque  espèce  de  courbes  ; 

2"  La  théorie  des  tangentes;  ^ 

3»  La  théorie  des  asymptotes  ; > 

4*  La  théorie  des  diamètres  ; 

5“  La  théorie  des  centres  ; 

6”  Iæ  théorie  de  la  similitude  des  courbes; 

7*  La  théorie  des  quadratures , et , par  suite , des  rectifica- 
tions et  des  cnbaturcs. 

A rexceplion  de  la  seconde,  de  la  troisième,  et  do  la  sep- 
tième , elles  peuvent  être  complètement  établies  par  l’analyse 
ordinaire , sans  qu’une  analyse  supérieure  doive  réellement  y ' ' 

ajouter. jamais  rien  d’essentiel.  Quant  à ces  trois  théories, 
l’analyse  transcendante  est  vraiment  indispensable  pour  leur 
procurer  une  entière  généralité.  Ce  n’est  qu’à  l’aide  du  calcul 
dilTérontiel  qne  la  théorie  des  tangentes,  et  par  suite  celle  des 
asymptotes,  qui  en  constitue,  au  fond,  un  appendice  naturel,  ' 
peuvent  être  étendues  à toutes  les  courbes  actuellement  expri- 
mables par  nos  équations.  De  même,  la  théorie  des  quadra- 
tures exige , encore  plus  fréquemment , l’emploi  du  calcul  intc-  ' 
gral.  Mais,  quoique  ces  trois  théories  ne  puissent,  en  effet, 
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recevoir  ici  foute  la  plénitude  dont  elles  sont  susceptibles,  il 
n’en  reste  pas  moins  indispensable  de  les  y traiter  sous  un  point 
do  vue  général , sans  les  rendre  vicieusement  adhérentes  à 
aucun  des  cas  particuliers  qu’elles  pourront  actuellement  em- 
brasser. Outre  l’avantage  philosophique  d’une  telle  exposition, 
seule  conforme  au  véritable  esprit  de  la  géométrie  analytique , 
il  est  certain  que,  mémo  envers  la  dernière  théorie,  la  moins 
accessible,  par  sa  nature,  à l’analyse  ordinaire,  on  s’exagère 
communément  l’olïïce  de  l’analyse  transcendante,  qui  n’a  pu 
réellement  que  perfectionner  des  recherches  antérieures  à sa 
formation,  et  qui  l’ont  même  historiquement  déterminée. 
Notre  théorie  des  tangentes , sans  rien  exiger  au  delà  des  plus 
simples  éléments  d’algèbre , s’étendra  immédiatement  à toutes 
les  équations  algébfiqucs  proprement  dites , du  moins  après 
certaines  préparations , à la  vérité  quelquefois  gênantes.  Sans 
comporter  une  telle  extension  directe , notre  théorie  des  qua- 
dratures embrassera  pourtant  des  cas  assez  variés  pour  qu’il 
convienne  beaucoup  de  les  ramener  ici  à une  marche  commune, 
à laquelle  l'analyse  transcendante  n’aurait  ultérieurement  qu’à 
fournir  des  moyens  de  formulation  et  de  développement  mieux 
adaptés  à la  nature  du  sujet.  A l’un  et  à l’autre  titre , ce  pre- 
mier état  didactique  de  la  géométrie  générale  se  trouve  histori- 
quement représenté  par  la  phase  géométrique , très- mémo- 
rable quoique  peu  prolongée , qui  s’est  accomplie  cntiy  Des- 
cartes  et  Leibnitz,  sous  les  efforts  convergents  de  Fermât,  de 
Wallis,  et  d’Huyghens.  Du  reste,  autant  il  importe  d’attribuer 
ainsi  à l’analyse  ordinaire  toute  la  portée  géométrique  dont 
elle  est  vraiment  susceptible , autant  il  faut  éviter  de  l’exagérer 
puérilement  par  une  imitation  plus  ou  moins  déguisée  des 
méthodes  essentiellement  inOnitésimales. 

Toutes  les  théories  ci-dessus  énumérées  conviennent  évidem- 
ment à des  courbes  quelconques,  sans  aucun  mélange  de  théo- 
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ries  purement  spéciales.  J’ai  renvoyé  à la  quatrième  partie  une 
théorie  souvent  qualiGéo  indûment  de  générale , celle  des 
foyers,  qui  est  nécessairement  particulière  aux  courbes  du 
second  degré. 

Quant  à l’ordre  que  j’ai  établi  entre  ces  diverses  théories,  j’y 
ai  d’abord  considéré  leur  dépendance,  et  ensuite  la  facilité 
ainsi  que  1a  perfection  respectives.  Tous  ceux  qui  s’exerceront 
à changer  cet  arrangement  didactique  reconnaîtront  aisément,' 
j’espére,  qu’il  ne  comporte  réellement  aucune  modiGcation 
essentielle,  ni  même  utile.  Dans  un  traité  directement  relatif 
au  système  total  de  la  géométrie  générale,  tant  élémentaire  que 
transcendante , il  importerait  beaucoup  do  suivre  rigoureuse- 
ment l’ordre  rationnel,  que  j'ai  depuis  longtemps  établi  au 
tome  1”  de  ma  Philosophie  positive,  et  qui  résulte  naturelle- 
ment des  diverses  sortes  de  moyens  analytiques  propres  à l’en- 
tière appréciation  de  chaque  théorie  géométrique,  suivant 
qu’elle  dépend  seulement  de  l’analyse  ordinaire,  ou  qu’elle 
exige  l’un  des  trois  principaux  degrés  de  complication  succes- 
sive de  l'analyse  transcendante , bornée  d’abord  à l’emploi  du 
calcul  ditTércntiel , poussée  ensuite , envers  d’autres  questions , 
jusqu’aux  différentes  branches  do  calcul  intégral,  et  enGn, 
quant  aux  plus  difficiles  recherches,  étendue  même  jusqu'au 
calcul  des  variations.  Mais,  ici,  où  nous  ne  considérons  que 
les  études  géométriques  plus  ou  moins  accessibles  à la  simple 
algèbre , il  ne  peut  exister  aucun  semblable  motif  d’assujettir 
cet  arrangement  provisoire  à une  règle  invariable,  dont  la 
discussion  offrirait  maintenant  aussi  peu  de  consistance  que 
d'utilité. 
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Théorie  du  nombre  de  pointa  nécessaire  à l’entière  détermlnition  de  cbaqne 
espèce  de  courbes. 

33.  Quoique  le  principe  général  d’une  telle  règle  doive  être 
aussi  ancien  que  l’idée  mère  de  la  géométrie  analytique , je  puis 
assurer  que , quand  j’entrepris,  il  y a Tingt<«inq  ans , de  régé- 
nérer l’enseignement  mathématique,  cette  théorie  n’était  encore 
ni  formulée,  ni  même  conçue,  dans  son  ensemble,  en  sorte 
que  je  dus  alors  la  construire  directement.  Malgré  sa.  grande 
simplicité,  cet  important  sujet  élémentaire  continue  aujour- 
d’hui à être  habituellement  enveloppé  de  confusion  et  d’incer- 
titude, au  point  que  des  géomètres,  d’ailleurs  habiles,  y 
commettent  quelquefois  de  graves  erreurs , faute  d’en  avoir 
convenablement  systématisé  l’étude  fondamentale. 

Logiquement  envisagée , cette  première  théorie  est  éminem- 
ment propre  à fournir  le  type  spontané  de  la  perfection  que 
comportent  les  méthodes  de  la  géométrie  analytique , soit  quant 
à leur  généralité , qui  s’étendra  ici  à toutes  les  équations  pos- 
sibles , soit  quant  à leur  facilité  , le  plus  souvent  poussée,  à cet 
égard,  jusqu’à  dispenser  presque  de  tout  calcul  effectif.  Néan-  • 
moins , un  tel  modèle  donnerait  une  idée  exagérée  de  ce  qui  est 
communément  réalisable,  si  on  espérait  mal  à propos  pouvoir  ob- 
tenir des  régies  aussi  salisfaisantes  envers  des  sujets  plus  difficiles. 

Pour  déduire  , de  l’équation  d'une  courbe  d’espèce  donnée , 
le  nombre  de  points  qu’exige  sa  détermination  totale,  à la  fois 
de  position  et  de  grandeur,  il  faut , avant  tout,  établir  soigneu- 
sement une  distinction  fondamentale , ordinairement  très-mal 
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coDçae , entre  le  cas  où  l’on  a directement  l’équation  la  plus 
générale  correspondante  à la  définition  proposée  et  celui  où  l’on 
ne  connaît  d’abord  qu’une  équation  plus  ou  moins  particulière. 

Ces  deux  dénominations  sont  ici  destinées  à indiquer  que  l’équa- 
Ijon  convient  à toutes  les  situations  possibles  de  la  courbe,  ou 
qn’elle  est  restreinte  à certaines  situations,  quelquefois  même 
à une  seule.  Ainsi  les  équations  r’+x’ — — 2ajc  + [b'+a' 

— /^)=0,  et x=ax+bf  sont  les  plus  générales  du  cercle  et  de  la 
ligne  droite,  tandis  que  les  équations  ^*+x’=r’,j'=ax,  sont, 
an  contraire,  particulières  envers  les  mêmes  lignes.  On  con-  ^ 
fond  encore  trop  souvent  l’équation  la  plus  générale  de  chaque 
espece  de  courbes  avec  l’équation  la  plus  étendue  du  degré  cor- 
respondant ; ce  qui  est  presque  toujours  erroné , même  pour  le 
second  degré , où  l’équation  la  plus  générale  du  cercle , aussi 
bien  que  celle  plus  compliquée  de  la  parabole,  sont  loin  de  • 
«oïncider  avec  le  type  analytique  le  plus  complet  : à mesure 
que  le  degré  s’élève,  ces,cas  se  multiplient  davantage,  comme 
on  le  sentira  bientôt , comparativement  aux  autres. 

D’après  l’explication  précédente , l’équation  la  plus  générale 
de  chaque  espèce  de  courbes  est , en  tout  système  do  coor- 
données, nécessairement  unique.  Mais,  an  contraire,  l’équation 
peut  être  plus  ou  moins  particulière,  selon  qn’elle  correspond 
à des  situations  plus  on  moins  déterminées  c’est  ainsi  que , par 
exemple,  y+x' — — r*=0,  constitue  évidemment  une 
équation  do  cercle  qui  n’est  ni  la  plus  générale  ni  la  plus  par- 
ticulière. Ijc  degré  de  particularité  s’estimera  analytiquement 
d’après  1e  nombre  de  constantes  arbitraires  que  perd  alors  ' 
l’équation  la  plus  générale  ; en  sorte  que  les  deux  équations 
au  cercle  y +x'=r“,x'=:2rx — x’,  quoique  distinctes,  sont  éga-  .• 
Icmcnt  particulières,  en  tant  que  relatives  à des  positions  aussi  • 
restreintes.  On  aura  lieu  de  reconnaître  ci-dessous  que  cette 
diminution  variable  du  nombre  de  constantes  arbitraires  com- 
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porte  nécessairement  une  limite  commune  à toutes  les  courbes, 
dont  l’équation  la  plus  étendue  ne  peut  jamais  perdre  ainsi  plus 
de  trois  constantes. 

34.  Cela  posé , considérons  d’abord  le  cas  où  l'on  connaît 
l’équation  la  plus  générale  de  la  courbe  proposée  ; c’est  le  seu^ 
auquel  doive  se  rapporter  directement  une  telle  détermination  ; 
puisque  cette  équation  est  ic^dfcnsée,  en  cliaquc  occasion, 
immédiatement  donnée,  le  problème  consistant  alors  à trouver, 
pour  les  constantes  arbitraires  qu’elle  contient , un  système  de 
valeurs  propre  à faire  passer  la  courbe  par  les  points  indiqués. 
Soit  donc 

a, ^ c,  d,  ....)  = o, 

cette  équation,  où  les  inconnue  sont  les  constantes,  quelquefois 
nommées  géométriquement  paramètres,  d’ailleurs  linéaires  ou 
* angulaires  etc.,  qui  doivent  distinguer  la  courbe  demandée 
d'avec  toute  autre  de  la  même  espèce.  Tout  point  M'  par  où 
cette  courbe  devra  passer  assujettira  cas  constantes  à la  relation 

«,  l>,  c,  d )=0, 

* résultée  de  la  substitution  de  ses  coordonnées  spéciales  x'  ety 
au  lien  des  coordonnées  variables  x et  y.  Ainsi  le  problème  ne 
sera  déterminé  qu’autant  que  le  nombre  de  ces  conditions,  ou 
des  points  qui  les  fournissent , se  trouvera  exactement  égal  à 
celui  des  constantes  eberebées.  Néanmoins,  en  se  hâtant  de 
rédiger,  sons  cette  forme  spontanée,  notre  régie  fondamentale, 
on  risquerait  souvent  de  commettre  de  graves  erreurs,  en 
exagérant,  quelquefois  beaucoup , le  nombre  de  points  déter- 
- minant.  Car,  il  peut  arriver  que  les  constantes  arbitraires  ren- 
fermées dans  l’équation  la  plus  générale  soient  plus  nombreuses 
que  les  termes  distincts  qui  les  contiennent,  ûntre  qu’une  telle 
circonstance  peut  fréquemment  résulter  des  transformations 
algébriques,  elle  peut  aussi  provenir  de  la  nature  même  des 
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dérinitions.  Si , par  exemple , on  considère  le  cercle  comme  la 
courbe  également  éclairée  par  deux  lumières , et  qu’on  place 
au  hasard  les  axes  reclangulaircs,  son  équation  générale  con- 
tiendra certainement  cinq  constantes  arbitraires , qui  n’entre- 
ront pourtant  que  dans  trois  termes.  De  même , et  à un  plus 
haut  degré , l’équation  générale  du  cercle  pourrait  renfermer 
un  nombre  quelconque  de  constantes,  en  cherchant  le  lieu 
d’un  point  dont  la  somme  des  carres  des  distances  à divers 
points  fixes , aussi  multipliés  qu’on  voudra , demeure  inva- 
riable. Or,  en  tous  cas  de  ce  genre , il  est  évident  que  le  nom- 
bre des  constantes  arbitraires  indiquerait  mal  celui  des  points 
déterminante,  parce  que  les  valeurs  partielles  de  ces  constantes 
ne  sont  àlors  nullement  nécessaires  pour  que  la  courbe  soit 
pleinement  individualisée , pourvu  que  l’on  connaisse  seule- 
ment les  valeurs  collectives  des  divers  groupes  algébriques 
suivant  lesquels  elles  constituent  les  cocflicicnis  vraiment  dif- 
férents , et  dont  le  nombre  elTcctif  doit  ici  indiquer  la  véritable 
solution  du  problème  proposé.  Sans  cette  indispensable  restric- 
tion, les  diverses  transformations,  soit  analytiques,  soit  géo- 
métriques, pourraient  faire  indéfiniment  varier  un  caractère 
qui  doit  être  essentiellement  fixe.  La  règle  fondamentale  que 
nous  cherchions  doit  donc  finalement  consister  à opérer,  sur 
l’équation  générale  donnée , une  double  énumération , en  y 
comptant  séparément  et  le  nombre  de  scs  constantes  arbitraires 
et  le  nombre  des  termes  distincts  qui  les  contiennent  : le  moin- 
dre de  ces  deux  nombres  sera  toujours  celui  des  points  qu’exige 
la  détermination  de  la  courbe  correspondante;  s’ils  étaient 
égaux , on  adopterait  leur  valeur  commune.  C’est  ainsi , par 
exemple , que  le* cercle  sera  analytiquement  reconnu  détermi- 
nable d’après  trois  points,  de  quelque  définition  que  procède 
son  équation  générale.  Il  importe  d'ailleurs  de  remarquer,  en 
principe , an  sujet  de  cette  règle , que , par  la  nature  de  la 
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question , clic  convient  également  à tous  les  systèmes  possibles 
de  coordonnées.  C’est  la  seule  théorie  générale  de  géométrie 
qui  comporte  un  tel  privilège,  éminemment  propre  à en  faci- 
liter l’application. 

35.  Supposons  maintenant  que,  suivant  le  cas  le  plu.s  fré- 
quent, la  courbe  proposée  ne  soit  d’abord  caractérisée  analyti- 
quement que  par  une  équation  plus  on  moins  particulière  en 
coordonnées  rectilignes,  comme  la  plupart  des  courbes  intro- 
duites dans  la  première  partie  do  ce  traité.  Le  seul  moyen  uni- 
versel de  connaître  alors  le  nombre  de  points  déterminant  con- 
siste à en  déduire  l’équation  la  plus  générale,  en  y opérant  une 
transposition  d’axes  indéterminée,  par  la  substitution  des  for- 
mules 7 T 

x=x’  cos.X'— ^ sin.X'+«,^=x'  sin.X'-f-y  cos  X'-)-è, 
silos  axes  sont  rectangulaires.  Quelque  particulière  que  puisse 
être  l’équation  primitive , et  quand  même  elle  ne  conviendrait 
qu’à  une  seule  situation , une  telle  transformation  l’aura  tou- 
jours assez  généralisée,  puisque  la  position  de  la  courbe  à 
l’egard  des  axes  y sera  devenue  tout  à fait  quelconque,  pourvu 
que  l’on  compte  a,  l>,  et  X',  comme  trois  nouvelles  constantes 
entièrement  arbitraires.  Ce  second  cas  étant  dés  lors  rentré  dans 
le  premier,  il  suffira  d'appliquer  convcuablement  la  régie  fon- 
damentale , de  la  même  manière  que  si  l’équation  la  plus  géné- 
rale eût  été  directement  donnée. 

La  stricte  exécution  d’une  telle  opération  exigerait  souvent 
de  longs  calcnb  pour  le  développement  algébrique  de  la  substi- 
tution prescrite , quand  les  exposants  seraient  un  peu  considé- 
rables. Mais  U importe  de  reconnaître  que  l’on  pourra  fré- 
quemment se  dispenser  d’accomplir  cette  substitution  , en  se 
bornant  à l’indiquer,  ou  même  à la  concevoir.  Car,  on  n’a 
réellement  besoin  ici  de  l’effectuer  que  pour  la  double  énumé- 
ration qu’exige  notre  règle  envers  l’équation  généralisée.  Or, 
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de  ces  deux  dénombrements , le  premier,  celui  des  constantes 
arbitraires,  peut  évidemment  toujours  être  fait  d’avance , puis- 
qu’il se  réduira  nécessairement  à augmenter  de  trois  le  nombre 
indiqué  par  l’équation  particulière  donnée.  Quant  au  dénom- 
brement des  termes  distincts , il  ne  serait  certainement  prati- 
ticablc  sans  incertitude  que  d’après  l’accomplissement  effectif 
d’une  telle  généralisation  analytique;  mais  nous  savons,  en 
principe,  qu’il  ne  devient  réellement  indispensable  qu’autant 
que  ce  nombre  de  termes  se  trouvera  inférieur  au  nombre 
total  des  constantes.  Ainsi , la  première  énumération , toujours 
immédiatement  facile,  indiquer^  d’abord,  en  un  cas  quel- 
conque, une  limite  supérieure  du  nombre  de  points  demandé, 
ce  qui  déjà  peut  être  quelquefois  fort  précieux  : mais , en  outre , 
cette  indication  deviendra  souvent  déflnilivc,  lorsque,  sans  ' 
connaître  exactement  le  nombre  effectif  des  termes  propres  à 
l’équalion  généralisée , un  premier  aperçu  de  l’ensemble  du 
calcul  aura  procuré  la  certitude  que  ce  nombre  ne  serait  pas 
moindre  que  celui  des  constantes,  tant  primitives  qu’intro- 
duites. 

£n  appliquant  cette  explication  à la  plupart  des  exemples 
cités  dans  notre  première  partie , il  sera  aisé  d'y  découvrir  le 
nombre  de  points  déterminant  des  courbes  correspondantes, 
quoique  connues  seulement  par  des  équations  particulières  et 
même  uniques,  qu’il  sera  pourtant  superflu  de  généraliser  for- 
mellement. C’est  ainsi  que  l’équation  du  n"  19 

' c’ 

cY+{c'-æ)x'  = j{c‘-d‘) 

indique  évidemment  une  courbe  exigeant  an  plus  cinq  points 
pour  sa  détermination , et  avec  la  certitude  que  ce  nombre  ‘ 
n’est  pas  trop  considérable , puisque , sans  exécuter  la  substi-  . 
tution,  on  reconnaît  aussitôt  que  les  constantes  c,  d,  et  a,  b,  X' 
entreraient  effectivement  dans  cinq  termes  distincts.  On  doit 

f 
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toutefois  remarquer,  sur  ce  premier  exemple , que  le  cas  du 
cercle  d = (i,  fait  cxeeplion  à la  justesse  de  cet  aperçu  ; car, 
l’ane  des  constantes  étant  alors  donnée , il  en  resterait  encore 
quatre,  ce  qui  excède  le  vrai  nombre  des  points.  L’anomalie 
tiendrait  ici  algébriquement  à ce  que,  par  une  réduction  spé- 
ciale , que  manifesterait  seule  l’exécution  du  calcul , les  trois 
termes  autres  que  ceux  du  second  degré  contiendraient  exclu- 
sivement les  quatre  constantes  arbitraires;  géométriquement, 
l’exception  proviendrait  de  ce  que  l’équation  particulière  ne 
manque  alors  de  généralité  que  relativement  à l’origine,  et 
non  quant  à la  direction  des  axes  rectangulaires  qui,  en  ce  cas, 
y pourrait  être  quelconque , en  sorte  que  cette  équation  serait 
suiïisammcnt  généralisée  par  un  simple  déplacement  indéter- 
miné de  l’origine , qui  n’élèverait  qu’à  trois  le  nombre  total  des 
constantes  arbitraires.  Quelque  satisfaisante  que  soit  assuré- 
ment celte  explication  exceptionnelle,  la  nécessité  d’y  recourir  ^ 
et  l’usage  qu’on  y fait  des  lumières  déjà  acquises  sur  une  courbe  - 
tant  étudiée,  doivent  faire  sentir  avec  quelle  circonspection  il 
faut  appliquer  l’abréviation  indiquée , et  combien  il  importe , 
en  général,  de  se  résigner  à l’exécution  du  calcul  prescrit, 
quand  les  motifs  de  dispense  ne  présentent  pas  une  parfaite  évi- 
dence. On  conçoit  d’ailleurs  que , envers  un  grand  nombre  de 
courbes,  certaines  définitions  peuvent  quelquefois  donner  des 
équations  particulières  trop  surchargées  de  constantes  arbi- 
traires. Mais  ces  diverses  sortes  de  restrictions  propres  à notre 
considération  abréviative  n’empécbent  nullement  qu’elle  ne 
soit , en  beaucoup  d’autres  cas , aussi  certaine  que  commode. 

Par  exemple , l’équation  commune  des  trois  sections  coni- 
ques , trouvée  au  n°  23 , 


y + {i — n’)  Jr’  — 2dx  ■i- d' =:  0 , 
indique  aussitôt , et  sans  aucune  incertitude , que  le  nombre  de 


. -> 


Digitized  by  Googic 


SECONDE  PARTIE,  CHAPITRE  PREMIER.  lU 

poiols  délermin^nl  est  cinq  pour  l'ellipse  et  hyperbole,  mais 
seulAncnt  quatre  pour  la  parabole,  puisqu'alors  n=\. 

On  trouvera  pareillement , cl  avec  encore  plus  d’assurance , 
va  le  degré  supérieur,  d’apres  l’équation  des  sections  toriques 
(n*  22),  que  ces  courbes  sont  déterminables  par  cinq  points, 
sauf  celle  que  caractérise  l’égalité  des  deux  <k>nnées  linéaires^ 
et  qui , à ce  titre , n’en  doit  exiger  que  quatre.  Pour  la  con- 
choïde  (n°  24),  le  nombre  de  points  déterminant  sera  égale- 
ment 5,  avec  la  même  réduction  dans  le  cas  anali^c  d'égalité. 
EnGn , l’équation  de  la  cissoïde  (n°  26) 


2r — X 

montrera , sans  plus  d’embarras , que  cette  courbe  est  détermi- 
née par  quatre  points. 

Il  serait  également  facile  de  constater,  sur  de  nouveaux 
exemples , comprenant  une  infinité  de  courbes  distinctes , que 
les  équations  de  la  forme 

= «j:",  ou  .r"  = + b, 

indiquent  toujours  des  courbes  exigeant,  les  unes  quatre  points, 
les  antres  cinq,  pour  leur  détermination  le  motif  de  dispense 
algébrique  sera  d’autant  plus  évident  que  les  exposants  main 
seront  plus  élevés.  On  conçoit  d’ailleurs  que  la  théorie  actuelle 
est  déjà  aussi  complètement  applicable  aux  équations  dites 
transcendantes  qu’à  celles  qualifiées  spécialement  d’algébri- 
ques, sauf  les  difficultés  analytiques  correspondantes.  C’est 
ainsi  que  la  même  méthode,  pareillement  simplifiée,  démon- 
trerait, d’après  les  équations  particulières 

y y=aûnbx, 

que  le  nombre  des  points  déterminant  y est  encore  égaf  à 
Sans  multiplier  davantage  ici  de  tels  exemples,  lerapproche- 
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ment , à la  fois  analytique  et  goomclriquo , de  tous  les  cas  cites 
suggère  aussitôt  cette  réflexion  générale  que  le  noiibrcfde 
points  nécessaire  à la  détermination  d'une  courbe  ne  dépend 
point  essentiellement  du  degré,  ni  même  de  la  nature,  de  son 
équation,  et  pas  davantage  de  sa  figure  essentielle.  Nous  trou- 
vons surtout  une  esacte  parité,  à cet  égard , entre  des  courbes 
qui , sous  tout  autre  aspect , ne  semblent  offrir  aucun  caractère 
commun.  Cependant  une  identité  aussi  importante  ne  doit  pas., 
sans  doute,  rester  isolée.  L'ensemble  de  mes  méditations  sur  la 
géométrie  comparée,  dont  rélude,  à peine  ébauchée,  est  encore 
si  mal  conçue,  m’a  depuis  longtemps  conduit  à penser  que  les 
courbes  qui  exigent  le  même  nombre  de  points  pour  leur  dé- 
termination présentent,  par  cela  même,  beaucoup  d’autres 
propriétés  communes.  Mais  l’état  présent  de  la  science  n’a  ma- 
nilesté  jusqu’ici , à cet  égard , que  l’exacte  parité  ainsi  assurée 
à ces  diverses  courbes  quelconques,  dans  la  géométrie  trans- 
cendante, quant  aux  degrés  de  contact  on  d’osculation  qu’elles 
comportent  envers  toute  antre  figure  : encore  même  cette  ana- 
logie nécessaire  est-elle  communément  très-mal  appréciée. 

36.  Afin  de  compléter  notre  règle  fondamentale,  il  reste  à y 
caractériser  l’indispensable  modification  qu’elle  doit  éprouver 
^orsqoOj  pma  les  points  que  1 on  fait  concourir  à la  dètermi- 
nation  delà  courbe,  on  introduit  quelque  poin[  singulier } c’est- 
à-dire,  suivant  l’acception  géométrique  la  plus  étendue,  un 
point  distinct  de  tous  les  autres  par  une  propriété  précise, 
d'ailleurs  quelconque , à laquelle  on  a égard  ; soit  que  ce  point 
appartienne,  en  effet , à la  circonférence  de  la  courbe,  comme 
un  point  d’inflexion  ou  de  rebroussement,  etc.,  soit  même,  en 
général , qu’il  y adhère , intérieurement  ou  extérieurement, 
comme  un  centre,  ou  un  foyer,  etc.  De  quelque  manière  que 
s’o(»ércfla  singularisation , chaque  point  de  ce  genre  devra 
toujours  compter  pour  deux  points  ordinaires , parce  qu’il  don- 
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nera  lien  à deux  équations  de  condition.  S’il  est  sur  la  courbe, 
il  faudra,  outre  la  condition  commune 

/(x'y,  a,  fc,  c,  rf....)  = 0, 
considérer  aussi  la  relation  quelconque 

a»  </...,)=  0, 

qui  formulera  sa  propriété  caractéristique.  Quoique  cette  se- 
conde équation  puisse  être  fort  différente  de  la  première,  elle 
participera  tout  autant  à la  détermination  des  inconnues  a,  b, 
c,  d,  etc.,  qui  se  trouveront  ainsi  tout  aussi  liées  que  d’après 
deux  points  ordinaires.  Lorsque  le  point  singulier  n’appartient 
pas  à la  circonférence  de  la  courbe,  il  faut  concevoir , en  gé- 
néral, que,  par  cela  même  qu’il  est  unique,  scs  propres  coordon- 
nées a,  €,  doivent  dépendre , d’une  manière  déterminée,  des 
constantes  qui  spéciGent  la  courbe , suivant  deux  fonctions , 

a = ?(a.  b,  c,  d....),  6=  } (rt,  b,  c,  d....), 

dont  la  forme  sera , dans  chaque  cas,  exactement  assignable, 
d’apri-s  l’équation  de  la  courbe,  et  le  caractère  du  point.  Donc, 
réciproquement,  l’indication  de  ces  deux  coordonnées  assu- 
jettit ces  constantes,  quand  elles  sont  inconnues,  à deux  coudi- 
tioDS  distinctes,  qu’on  peut  envisager  comme  tenant  lieu, 
pour  leur  détermination , de  deux  points  quelconques  de  la 
courbe. 

On  peut  aisément  vérifier  cette  loi  uniforme  sur  toutes  les 
lignes  introduites  dans  la  première  partie,  et  dont  les  définitions 
contiennent  des  points  évidemment  singuliers.  Si,  d’après  la 
découverte , déjà  accomplie , de  leur  nombre  ordinaire  de  points 
déterminant,  on  examine,  par  contraste , la  réduction  spéciale 
qu’il  éprouve  spontanément  quand  on  y mêle  ces  points  excep- 
tionnels, il  sera  facile  de  constater  successivement,  suivant  les 
définitions  respectives,  que  le  centre  du  cercle,  qne  chacun 
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des  pointe  fixes  inhérents  à l’one  ou  à l’autre  génération  des 
sections  coniques , que  chaque  point  analogue  propre  à la  no- 
tion des  sections  toriques,  ou  de  la  conchoïde,  ou  de  la  cis- 

soïde,  équivaut  toujours  cfTectivcnaent,  pour  la  détermination 
de  la  courbe,  à l’obligation  de  passer  en  deux  points  arbitraires. 

La  seule  dérogation  apparente  à l’uniformité  de  cette  loi  ad- 
ditionnelle, semble  devoir  résulter  d’abord  de  l’inégale  pluralité 
des  propriétés  des  divers  points  singuliers.  Ainsi , par  exemple, 
un  môme  point  peut  quelquefois  être  un  centre  et  un  point  d’in- 
flexion :les  sommets  de  l’ellipse,  primitivement  definis  par  sa 
rencontre  avec  ses  axes , sont  aussi  caractérisés  par  une  tangente 
perpendiculaire  au  rayon  correspondant , et  ils  se  distinguent 
également  comme  pointe  de  plus  grande  ou  de  moindre  courbure. 
En  tous  ces  cas,  on  peut  croire  que  l’introduction  de  tels  points 
singuliers  fournira  de  nouvelles  équations  de  condition , a me- 
sure qu’on  formulera  leurs  diverses  propriétés,  en  sorte  qu’ils 
tiendraient  ainsi  lieu,  dans  la  détermination  de  la  courbe  cher- 
chée, tantôt  de  deux,  tantôt  de  trois,  on  de  quatre,  etc.  points 
ordinaire*.  Mais  ü est  aisé  de  sentir  que  cette  objection  géné- 
rale ctt  piment  spécieuse.  On  peut  d’abord  1 écarter  par  une 

considération  préjudicielle  tirée  de  l’évidente  absurdité  qu’offri- 
ra ainsi  la  variation  continue  du  nombre  de  points  déterminant 
propre  à diaque  courbe  par  la  découverte,  toujours  possible, 
de  nouvelles  particularités  envers  les  points  déjà  singularisés, 
q,*wsure  que  l’étude  spéciale  de  la  courbe  serait  plus  hvancee. 

^ Un  examen  direct  fait  ensuite  sentir,  en  principe,  que,  par 
^ quelque  caractère  précis  qu’un  point  singulier  ait  etc  primiti- 
vement defini  et  formulé,  toute  autre  propriété  quelconque 
qu’on  en  découvrirait  ultérieurement  ne  saurait  fournir  aucune 
condition  vraiment  distincte;  d’après  l’enchaînement , sensible 
ou  inaperçu,  général  ou  spécial , qui  existerait  nécessairement 
entre  les  deux  attributs  géométriques , les  relations  analytiques 
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correspondantes  se  trouveraient,  en  chaque  cas,  essentiellement 
équivalentes  ; en  sorte  que  la  multiplicité  de  ces  conséquences 
ne  contribuerait  pas  davantage  à déterminer  les  constantes 
cherchées  que  l’équation  initiale  d’où  elles  pourraient  toutes 
dériver , plus  ou  moins  péniblement. 

37.  Pour  procurer  toujours  à la  théorie  actuelle  toute  la  per- 
Tection  effective  dont  elle  est  susceptible,  il  faut  enfin  expliquer 
comment  le  principe  analytique  sur  lequel  elle  repose  unifor- 
mément devient  souvent  applicable  sans  connaître  encore 
aucune  équation  rectiligne , môme  particulière  , de  la  courbe 
proposée,  et  en  consultant  uniquement  sa  définition  géomé- 
trique. On  en  concevra  la  possibilité  si  l’on  considère  que 
l’équation  ne  sert  ici  que  comme  base  d’un  dénombrement  qui 
peut  quelquefois  être  suffisamment  accompli  d’après  la  seule 
définition.  Car,  si  le  nombre  total  des  constantes  arbitraires 
propres  à l’équation  générale  se  détermine  toujours  aisément 
par  une  équation  particulière , il  se  déduit  encore  mieux  de  la 
définition  môme.  Il  snlfit,  pour  cela,  d’y  analyser  exactement 
les  diverses  données  géométriques  qu'elle  indique  comme  indis- 
pensables à rentière  détermination  de  la  courbe  : chaque  point 
fixe  qu’elle  contiendra  introduirait  certainement,  par  ses  coor- 
données, deux  constantes  arbitraires  dans  l’équation  la  plus 
générale , à laquelle  il  faut  sans  cesse  se  reporter  mentalement  ; 
il  en  sera  de  môme  pour  chaque  droite  fixe , à cause  de  scs 
deux  coefficients  angulaire  et  linéaire  ; chaque  cercle  entière- 
ment donné  qui  s’y  trouverait  ferait  naître  ainsi  trois  con- 
stantes ; chaque  longueur  ou  chaque  angle  une  seule,  etc.  Celte 
nouvelle  abréviation  de  la  règle  fondamentale  aura  la  même 
légitimité  et  offrira  aussi  la  môme  chance  d’erreur  que  celle 
précédemment  appréciée,  puisqu’elle  repose  sur  le  môme  motif 
analytique.  On  trouvera  donc  toujours  ainsi  une  limite  supé- 
rieure du  nombre  de  points  déterminant.  Quand  elle  ne  sera  pas 
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trop  élevée , ce  qui  correspond  au  cas  analytique  où  le  nom- 
bre clTccür  des  termes  de  l’équation  géitéralc  ne  se  trouverait 
point  inférieur  à celui  des  constantes , on  le  reconnaîtra  géo- 
métriquement si  la  délinition  proposée  est  assez  simple  pour 
qu’on  puisse  s’y  assurer  que  les  changements  simultanés  des 
diverses  données  ne  pourraient  jamais  se  compenser  de  manière 
à ne  faire  aucunement  varier  la  courbe.  Cette  condition  est  fa- 
cile à vériGer  envers  les  déGnitions  déjà  citées  du  cercle,  des 
sections  coniques,  des  sections  toriques,  de  la  conchoïde , et 
Je  la  cissuïJc,  où  l'on  connaîtrait  ainsi  le  nombre  de  points 
déterminant  indépendamment  de  toute  équaüon,  en  parfaite 
conformité  avec  le  résultat  analytique.  Pour  la  signaler  ici  en- 
vers une  déGnition  nouvelle , où  l’équation  no  nous  est  réelle- 
ment pas  connue  encore,  j’indiquerai  la  cycloïde  ordinaire, 
engendrée  par  un  point  de  la  circonférence  d’un  cercle  roulant 
sur  une  droite  Gxe,  à partir  d'une  aTlaine  position , et  tour- 
nant simultanément  autour  de  son  centre  avec  la  même  vitesse  : 
la  méthode  précédente  conduit  aussitôt  à reconnaître , sans  la 
moindre  incertitude,  qu’une  telle  courbe  est  déterminable 
d’après  quatre  points.  AGn  de  mieux  apprécier  cct  extrême 
l»erfocUoiut<'inent  de  la  théorie  actuelle,  il  faut  d’ailleurs  sentir 
<|uc  la  déüuition  proposé)*  pourrait  n’étre  pas  même  purement 
géométrique  > pourvu  qu’elle  soit  précise,  et  que,  du  reste, 
elle  SC  prèle  sufGsainmenI  à l’aiinlyse  prescrite,  die  conviendra 
pareillement  à une  semblable  distinction.  Qu’il  s’agisse,  par 
exemple,  de  la  ligne  suivant  laquelle  un  poids  doit  descendre 
pour  arriver  le  plus  promptement  possible  d’un  point  donné  à 
un  autre  point  donné  : quoique  cette  déGnition  transcendante 
soit  uniquement  dynamique  et  trés-diflicilc  à mettre  en  équa- 
tion, notre  méthode  subsidiaire  y indique  déjà  clairement  quatre 
points  déterminants  ; ce  qui  sera  ullérieuromcnt  conGrnié 
quand  on  y aura  rcH^onnu  la  cycloïde. 
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La  grande  facilité  propre  à ce  perfectionnement  final  de 
notre  régie  fondamentale,  doit  ki  faire  insister  davantage  sur 
le  danger,  ci-dessus  caractérisé  en  principe,  qu’offrirait,  en 
beaucoup  de  cas,  sou  intempestive  application,  quand  le 
nombre  efléctif  des  termes  de  l'équation  générale  se  trouverait 
inférieur  au  nombre  ainsi  prévu  des  constantes  introduites. 
Cette  circonstance  analytique  correspondrait  géométriquement 
à la  possibilité  de  faire  varier  à la  fois  plusieurs  dos  données 
inhérentes  à la  définition  proposée,  sansque  la  courbe  en  épruu' 
vât  aucun  changement  réel , soit  de  forme , soit  même  de  situa- 
tion. Or,  de  tels  iras,  quoique  fréquents , sont  difficiles  à con- 
stater clairement  d'après  la  seule  définition , surtout  envers 
des  courbes  peu  étudiées  ou  très-compliquées;  et,  quand  une 
fois  un  les  a reconnus,  il  est  presque  toujours  impossible  d'y 
réduire  convenablement  la  limite  supérieure  d'abord  obtenue 
ainsi  pour  le  nombre  de  points  déterminant.  11  est  aisé  d’en 
citer  quelques  exemples  caractéristiqurs , même  envers  le 
cercle,  la  courbe  la  plus  simple  et  la  mieux  connue  : telle  est 
sa  définition  comme  conrbe  également  éclairée  par  deux  lu- 
mières, qui  indiquerait  aussitôt  cinq  points  déterminants, 
parce  que  les  deux  points  fixes,  et  le  rapport  donné,  pour- 
raient varier  conjointement , comme  je  l’ai  montré  au  n*  21  , 
sansque  la  courbe  changeât  aucunement  ; telle  est  aussi  sa  dé- 
finition comme  segment  capable,  où  les  deux  points  fixes  et 
l’angle  donné  pourraient  certainement  changer  de  manière  à ne 
pas  affecter  du  tout  le  cercle  correspondant  ; telle  est , enfin , 
éminemment  sa  définition,  déjà  citée,  tomme  lieu  d’un  point 
dont  la  somme  des  carrés  des  distances  à divers  points  fixes 
demeure  constante.  On  peut  ainsi  juger  des  difficultés  souvent 
insurmontab'es  que  .susciteraient  de  semblables  inconvénii  uts 
envers  des  courbes  plus  compliquées  et  moins  connues  ; surtout 
en  considérant  que  la  recherche  du  nombre  de  poinis  détermi- 
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liant  (luit  (Hrc  naturellement , à raison  de  sa  simplicité  supé- 
rieure , le  premier  sujet  d’études  envers  la  plupart  des  lig;nes. 
La  règle  analytique  du  n°  34  est  donc  Gnalement  la  seule  qui 
comporte  une  universelle  clGcacitc,  et  ricii  ne  saurait  dispenser 
d’y  recourir  en  general.  Mais  les  inconvénients  irrécusables 
que  présente,  en  beaucoup  d’occasions,  l’abréviation  subsidiaire 
que  je  viens  d’expliquer  n’altèrent  nullement  son  heureuse  ap- 
titude envers  les  cas  trés>nombrcux  où  les  conditions  nécessaires 
de  sa  légitime  application  se  trouvent  être  sutTisamment  remplies. 

En  terminant  ici  l’exposition  de  cette  première  théorie  géné- 
rale , il  importe  de  remarquer  que , quoique  nous  n’y  ayons 
considéré  d’autres  conditions  de  détermination  des  courbes  que 
celles  de  passer  par  des  points  donnés,  comme  étant  maintenant 
les  seules  que  nous  sachions  uniformément  formuler,  cepen- 
dant l'ensemble  des  règles  précédentes  s’appliquera  nécessaire- 
ment à toute  autre  sorte  de  conditions  géométriques,  expri- 
mables chacune  par  une  seule  équation . à mesure  que  nous  en 
apprendrons  ultérieurement  la  représentation  analytique;  ce 
qui  devra  beaucoup  augmenter  la  portée  et  l’utilité  des  divers 
principes  que  nous  venons  d’établir. 


38.  Cette  importante  théorie,  base  nécessaire  du  rapproche- 
ment fondamental  entre  les  figures  curvilignes  et  les  Ggures 
rectilignes,  repose  tout  entière  sur  une  convenable  définition 
de  la  tangente.  Dans  sa  première  acception  géométrique,  ce 
terme  a été  longtemps  limité  au  cercle , où  il  désigne  simple- 
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ment  une  droite  qui  n’a  avec  la  courbe  qu’un  seul  point  com- 
mun. II  y aurait  alors  un  vrai  pléonasme  à ajouter  que  tous 
les  autres  points  de  la  droite  doivent  être  extérieurs  à la 
courbe , puisque  cette  circonstance  résulte  évidemment  de  la 
condition  primitive,  non-seulement  envers  le  cercle,  mais 
aussi  quant  à toute  autre  courbe  fermée  et  non  sinueuse.  Tou- 
tefois, ce  caractère  additionnel  deviendrait,  en  d'autres  cas, 
indispensable,  afin  de  distinguer  suflisammcnt  la  tangente  de 
certaines  droites  ne  rencontrant , comme  elle , la  courbe  qu’en 
un  seul  point  ; ainsi  qu’on  le  voit,  par  exemple,  dans  la  para- 
bole, pour  les  parallèles  à l’axe.  Quoiqu’un  tel  complément 
rende  la  notion  initiale  susceptible  d’une  assez  grande  exten- 
sion, en  permettant  de  l’appliquer  à toutes  les  courbes,  bien 
plus  nombreuses  qu’on  n’a  coutume  de  le  supposer,  qu’aucune 
droite  ne  saurait  couper  en  plus  de  deux  points,  il  est  néan- 
moins aisé  de  reconnaître  que  ce  caractère  primitif  ne  peut 
nullement  devenir  la  base  d’une  définition  vraiment  générale. 
Car,  en  beaucoup  de  cas,  cette  unité  d’intersection  ne  constitue 
point  une  condition,  soit  nécessaire,  soit  suffisante , tendante  à 
déterminer  la  tangente.  Dans  la  cissoïde,  par  exemple  {fig.  32), 
la  tangente  en  un  point  quelconque  M coupera  la  courbe  en  un 
second  point  IV;  tandis  que , au  contraire,  on  pourra  mener 
de  M une  infinité  de  droites  différentes,  qui  n’auraient  que  ce 
seul  point  commun  avec  la  courbe,  sans  qu’aucune  d’elles 
assurément  fût  tangente  : on  voit  même  que  cette  condition  ne 
saurait  alors  donner  lien  à aucune  question  précise  ; c’est  ce 
qu’offriraient  presque  toujours  les  courbes  ayant  plus  do  deux 
points  en  ligne  droite.  Mais,  malgré  celte  évidente  impossi- 
bilité de  conserver,  en  général,  l’acception  initiale  du  mot 
tangente,  les  lois  du  langage  et  de  la  pensée  imposent  l’obliga- 
tion de  ne  la  changer  que  par  une  judicieuse  extension,  qui 
reproduise  spontanément  le  caractère  primitif  pour  les  cas 
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pnrtirnikrs  auxquels  on  l'avait  destiné  d’abord  : cette  impor- 
tante prescription  philosophique  doit  être  soigneusement  respec- 
tée envers  toutes  les  conceptions  scientifiques  qui  dérivent  de 
notions  vulgaires , afin  de  maintenir  toujours  la  continuité  et 
l'harmonie  logiques,  qui  seraient  gravement  troublées  par  une 
arbitraire  altération  technique  des  expressions  communes.  La 
définition  générale  de  la  tangente,  telle  qu’on  la  conçoit  main- 
tenant, satisfait  pleinement  i cette  condition  indispensable. 
I-nie  consiste  à considérer  la  tangente  comme  la  limite  vers 
laquelle  tend  une  sécante  dont  l’un  des  points  d’intersection 
supposé  mobile  se  rapproche  indéfiniment  de  l’autre  supposé 
fixe,  jusqu'il  ce  qu'ils  se  confondent  exactement.  Si  l’on  conti- 
nuait ensuite  la  rotation,  l’intersection  mobile  passerait  au 
delà  de  l’intersection  fixe;  en  sorte  que,  en  chaque  point  d’une 
courbe  quelconque,  l.a  direction  tangentielle  sert  de  ligne  de 
démarcation  entre  les  directions  qui  coupent  d’un  côté  de  ce 
point  et  celles  qui  coupent  de  l’autre  côté.  Quelque  multipliées  * 
que  puissent  être  les  intersections,  on  n’en  doit  ici  combiner 
que  deux , puisque  deux  points  suffisent  pour  déterminer  une 
droite  : la  confusion  finale  des  deux  premières  ne  décide  rien 
envers  les  autres,  dont  la  coïncidence  avec  elles  ne  saurait 
être  falcoltalivc , et  constituera,  en  effet,  dans  la  suite,  le 
c.sractére  propre  de  certains  points  exceptionnels. 

On  peut  maintenant  apprécier  ce  qu’une  telle  définition 
générale  conserve  spontanément  de  la  notion  initiale  : car, 
envers  une  courbe  quelconque,  la  tangente,  ainsi  conçue, 
aura  nécessairement  on  point  commun  de  moins  que  les  droites 
qui  en  ont  le  plus;  par  conséquent,  pour  toutes  les  courbes 
qui  ne  sauraient  offrir  plus  de  deux  points  en  ligne  droite , la 
tangente  se  trouvera  caractérisée,  en  effet,  par  l’unité  d’inter- 
section, suivant  la  conception  primitive,  dont  tout  le  vice 
consistait  donc  en  une  trop  grande  restriction.  Cette  généralisa- 
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Hon  s’accomplit  d’ailleurs  d’une  manière  parfaitement  conforme 
à la  destination  fondamentale  de  la  théorie  des  taii;;eiitc8  dans 
le  systéme  total  de  la  géométrie  ; puisque  l’indispensable  rap- 
prochement entre  les  ligures  curvilignes  et  les  ligures  recti- 
lignes, base  naturelle  des  principales  spéculations  géométri- 
ques, suppose  toujours  qu’on  ait  d’abord  déterminé  la  loi  sui- 
vant laquelle  varient  les  directions  des  côtés  du  polygone  que 
l’on  substitue  mentalement  à la  courbe,  ce  qui  résulte  évidem- 
ment d’une  semblable  considération  des  tangentes. 

Afin  de  prévenir  toute  incertitude  sur  une  notion  au.ssi  capi- 
tale, il  importe  enfin  d’y  apprécier  spccialcmetil  la  nécessik; 
d'opérer  la  coincitbnce  caractéristique  des  deux  intersretions 
par  la  rotation  de  l’une  autour  de  l’autre,  cl  non  d’après  leur 
commune  trauslalion  parallèlement  à la  p<>$itiou  primitive. 
Ces  deux  modes  seraient , sans  doute , le  plus  souvent  cquiva- 
ienls;  mais  ils  ne  sauraient  l’élre  toujours  ; ce  qui  sullil  pour 
que  leur  distinction  doive  être  soigneusement  introduite  dans 
In  définition  générale.  La  cissoïde  en  offre  un  ext  niple  tréi-sen- 
siblc,  si  l’on  considère  en  particulier  le  point  de  rebrousse- 
ment U,  où  la  tangente  UB  résulte  de  la  rotation  de  OK  jusqu’à 
ce  que  K cl  O se  confondent;  tandis  que  les  perpendiculaires 
à OB,  eu  SC  rapprochant  do  plus  en  plus  de  O,  y produiraient 
aussi  la  coïncidcacc  de  leurs  deux  intersections , sans  y être 
nullement  tangentes  : un  voit  même  que  celte  coïncidence  pro- 
venue de  la  translaliou  ne  déterminerait,  au  point  de  rebrous- 
sement, aucune  direction  précise;  puisqu’un  tel  attribut  y 
appartiendrait  indifféremment  à une  infinité  de  directions 
obliques. 

39.  La  définition  fondamentale  étant  sullisamnieul  établie,  il 
faut  maintenaul  concevoir  la  tliéoric  des  l-ingeutes  comme 
composée  d’abord  d'une  question  principale,  consistant  à déter- 
miner, en  cltaque  point  d'une  courbe,  la  directioa  de  sa  tan- 
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gentc , et  ensuite  de  plnsiean  questions  accessoires  qui , qum* 
que  également  générales,  ne  constituent,  au  fond,  que  des 
conséquences  ou  des  transformations  de  la  première.  C’est  sur 
celle-ci  exclusivement  que  portera  ici  le  défaut  actuel  de  géné- 
ralité de  notre  théorie  analytique,  bornée  aux  ressources  de 
l’algèbre  élémentaire  : mais  la  manière  dont  toutes  les  antres 
s’y  subordonnent  sera  déjà  traitée  aussi  complètement  que  pos- 
sible ; en  sorte  que  l’extension  ultérieure  de  la  méthode  des 
tangentes,  à l’aide  d’une  analyse  plus  élevée,  pourra  être 
réduite  à la  question  principale , sans  qu’il  soit  nécessaire  d’y 
considérer  spécialement  les  questions  accessoires. 

D’après  notre  déGnition,  si  l’on  conçoit  d’abord,  parle  point 
donné  (x', y),  une  droite  qui  conpc  la  courbe,  en  un  second 

y" — y 

point  (x",y'),  son  coefficient  angulaire  sera  ; la  re- 

cherche proposée  consiste  donc  à trouver  la  limite  vers  laquelle 
tend  ce  rapporté  mesure  que  les  coordonnées  variables  x"  e\y" 
se  rapprochent  indéfiniment  des  coordonnées  fixes  j/  et  ÿ.  Si 
l’on  y posait  aussitôt  l’hypothèse  extrême,  x"=x',  y=y,  il 
deviendrait  indéterminé , parce  qu’on  n’y  a eu  encore  aucun 
égard  aux  conditions  qui  ôtent  l’équivoque  naturellement 
inhérente  à cette  coïncidence , et  qui  résultent  de  la  situation 
continuelle  des  deux  points  sur  la  courbe  donnée  f (x,^)=  0. 
Ainsi,  la  difficulté  du  problème  se  réduit  essentiellement  à cette 
question  purement  algébrique  : utiliser  les  deux  équations  de 
condition , /’{ j/,y  ) = 0 et  f{x'\  y'  ) = 0,  de  maniée  à trans- 
y"—y> 

former  la  fraction  , en  une  autre  équivalente  qui  ne 

puisse  plus  devenir  indéterminée,  quand  on  y supposera 
x"  = x'  et  y"  =y . Cette  transformation  une  fois  accom- 
plie, l’évaluation  de  ce  rapport , pour  cette  hypothèse  finale, 
déterminera  immédiatement  l’expression  générale  du  coeffi- 
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dent  angnlaire  de  la  tangente , propre  à la  courbe  proposée. 

On  surmonte  cette  dilbcultc  algébrique,  en  retranchant  les 
deux  relations  l’onc  de  l’autre , afin  de  mettre  en  évidence,  dans 
chaque  partie  de  cette  relation  composée, 

ou  le  facteur  J'”  — y ou  le  facteur  x"  — x*,  de  manière  à (dé- 
gager ensuite  aisément  le  rapport  cherché.  Mais,  pour  expliquer 
convenablement  cette  opération,  naturellement  fondée  sur  la 
divisibilité  connue  de  a”  — par  a — b , il  faut  maintenant 
spécifier  la  composition  de  l’équation  proposée , que  nous  sup- 
posons algébrique , rationnelle,  et  entière,  d'ailleurs  d’un  degré 
quelconque.  £n  n’y  mentionnant  qu’un  seul  terme  général  de 
chaque  espèce,  son  type  sera  : 

4 -1- B x" -1- G x»  y -}- D = 0 , 

en  sorte  que  notre  relation  composée  devient 
A (y»_y«)  +B  (x""  — x"’)+c  (x'"’y'’— y"')=  o. 

La  transformation  proposée,  n’y  ofirc  quelque  dilFiculté  que 
relativement  au  dernier  terme,  qui  n’est  spontanément  divisible 
ni  par  y' — y ni  par  x" — x'.  Or,  la  nature  algébrique  de  ce 
terme,  où  les  deux  variables  sont  mêlées,  suggère  aussitôt 
l’artifice  préparatoire  d’après  lequel  il  devient  aussi  convenable 
((UC  les  autres,  en  portant  à le  regarder  comme  tenant  lieu  de 
l’ensemble  de  deux  termes  distincts,  l'un  analogue  à ceux  en 
l'autre  à ceux  en  x,  suivant  la  décomposition  évidente 

x"V"’  - (/'’  -y'"  ) + {x""  - x"  ) , 

qui  transforme  la  relation  primitive  en 

A (y'"  —y")  + B (x""  - x'")  + G x'"’  (y  —y») 

-f  Gy'(x"'’ — x"")  =0.  - 

• Tous  les  termes  y étant  maintenant  divisibles  ou  par  y' — y ou 
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par  x"  — a-',  on  en  déduit  aossilét,  d'après  les  r^Ies  connues, 

/ 

La  Iransforraalion  proposée  étant  ainsi  accomplie,  il  suffit  de 
poser  maintenant  ^"=/ cl  or'' = .i' pour  que  cette  fraction 
dotcnninc  immédiatement  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente, 

tang  a _ — 


Au  lieu  de  retenir  celte  formule,  on  d’en  renouveler  la  recher- 
che spéciale  sur  chaque  exemple,  il  convient  d’y  saisir  algébri- 
quement le  mode  de  dérivation  de  scs  termes  envers  ceux  de 
l’i'qualiun  primitive.  Un  premier  aperçu  comparatif  montre 
d’abord  que  les  termes  en  x de  celle  équation  ont  seuls  influé 
sur  le  numérateur  de  ce  résultat,  et  les  termes  en^  sur  le 
dénominateur  : quant  aux  termes  en  x ct>-  ils  ont  influé  des 
deux  parts , mais  toujours  comme  uniquement  relatifs  tantôt 
à X et  tantôt  à y.  On  voit  ensuite  que  la  dérivation  a consisté  à 
multiplier,  en  chaque  terme  de  l’une  ou  l’autre  espèce,  le 
coefficient  par  l’exposant  et  à diminuer  cet  exposant  d’une 
unité.  Telle  est  donc  la  loi  générale  suivant  laquelle  le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  tangente  résulte  de  l’équation  rectiligne 
de  la  courbe  correspondante,  dans  tous  les  cas  ci-dessus  carac- 
risés. 

On  en  simplifie  beaucoup  l’énoncé  et  la  notation  par  l’usage 
élémentaire  d’une  grande  notion  analytique,  dont  la  haute  im- 
portance géométrique  va  être  bientôt  appréciée  directement, 
outre  son  immédiate  efficacité  comme  moyen  d’expression  : c’est 
celle  des  dérivées  proprement  dites.  Ce  nom,  devenu  spécial 
depuis  Lagrange,  désigne,  envers  chaque  fonction  quelconque 
d’une  seule  variable , le  coefficient  de  la  première  puissance  de 
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l’accroisseinont  de  la  variable  dans  le  dévcloppomool  de  l’ac- 
crotsscmcnl  de  la  fonction  selon  les  pui^nces  de  celui  de  la 
variable.  Quand  la  fonction  contient  deux  variables , elle  com- 
porte naturellement  deux  dérivées  distiuctes,  suivant  que  l ou 
considère  le  changement  exclusif  de  chacune  d'elles,  en  traitant 
l’autre  comme  une  simple  constante.  D'après  ces  explications, 
il  est  aisé  de  constater  que  la  loi  précédente  peut  s’énoncer 
ainsi  : le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  égal  au  rapport, 
changé  désigné,  entre  les  deux  dérivées  du  premier  membre  de 
l'équation  proposée,  relatives,  l'une  à l'abscisse,  l’autre  à l'or- 
donnée, du  point  de  contact.  Car,  chacune  des  parties  d(>  notre 
formule  de  tangx  constitue  évidemment,  d'après  la  défipitiou 
précédente,  la  fonction  dérivée  de  la  partie  correspondante  de 
l'équation  primitive.  La  dérivée  d’une  somme  étant  d’ailleurs 
nécessairement  équivalente  à la  somme  des  dérivées  doses  par- 
ties, il  est  clair  que  la  même  loi  de  formation  conviendrait 
aussi  au  cas  où  l’c>quation  eût  renfermé  plusieurs  termes  de 
chaque  espèce,  chacun  d eux  ajant  séparément  particiim  au 
résultat  comme  son  type  unique.  Aous  allons  bientôt  recon- 
naître que  cette  énonciation  détinilivc  de  la  régie  des  tangentes 
ne  constitue  pas  seulement  une  commode  abréviation  usuelle  de 
la  loi  algébrique  ci-dessus  obtenue,  mais  qu’elle  exprime  déjà 
le  mode  le  plus  général  pour  la  formation  du  coellicienl  angu- 
laire de  la  tangente  envers  une  courbe  quelconque , sauf  la 
difficulté  de  trouver  les  dérivées  de  l’équation  c-jrrespondaute. 

Quant  à la  notation  analytique  de  celte  même  règle,  il  suffit 
d'y  appliquer  aussi  le  modo  éminemment  simple  cl  lumineux 
que  Lagrange  a introduit  [tour  les  fonctions  dérivées,  eu  modi- 
fiant seulement  par  un  accent  les  caractéristiques  des  functiuns 
primitives  ; en  sorte  quc/'(u:),  y' (a),  '{«'(j:),  etc.,  désigm  nt  sulli- 
sammcDl  les  dérivées  respectives  de/ (x),  y(i);  etc.  Jînvers 

les  fonctions  à deux  variables , il  convient  d’y  distinguer  les 
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«leux  dérivées,  non  d’après  le  mcxie  trop  incertain  que  Laj^range 
avait  déduit  du  dcpIaocmcDl  de  l’aixcut,  mais  à l'aide  d'une 
sorte  d’adjectif  analytique,  consistant  à placer,  en  indice,  au 
bas  de  la  caractéristique , le  nom  de  la  variable  considérée  i 
ainsi,/',  {x,y)  indiqueront  les  deux  dérivées  de 

relatives,  l’une  à x,  l'autre  à De  cette  manière, 
notre  loi  des  tangentes  pourra  être  analytiquement  formulée  par 
celle  expression,  très-concise  et  pourtant  fort  claire , 


tang.  a = 


wyy 


où  anenne  des  indications  essentielles  n’est  réellement  omise. 
On  pourra  même , après  une  suffisante  habitude , augmenter 
familièrement  son  laconisme  sans  altérer  nullement  sa  netteté , 
en  faisant  senlcment  porter  sur  l’indice  adjectif  la  mention  spé- 
ciale du  point  de  contact , ce  qui  permettra  de  supprimer  les 
parenthèses,  où  il  est  trop  lourdement  indiqué.  Aussi  écrirons- 
nous  souvent  celte  loi  sons  la  forme  rapide 


tang.  a = — — , 

fr' 

où  rien  ne  pourrait  être  supprimé  sans  introduire  aussitôt  une 
confusion  radicale. 

40.  A ce  mode  éminemment  élémentaire  d’établir  la  règle 
des  tangentes , je  crois  devoir  en  joindre  un  second  qui , sans 
excéder  d'avantage,  aji  fond,  les  premières  notions  algé- 
briques , permet  déjà  de  denaontrer  suffisamment  l'entière 
généralité  de  cette  loi  géométri(iuc , sous  la  seule  réserve  des 
difficultés  analytiques  que  nous  offirirait  actuellement  son  appli- 
cation elTective  au  delà  des  cas  que  nous  venons  de  considérer. 
Il  repose  sur  la  convenable  appréciation  d’un  arliGcc  envisagé 
d'ordinaire  comme  purement  spécial,  mais  qui,  mieux  jugé, 
peut  aisément  devenir  la  base  d’une  vérilalde  méthode  générale. 
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C’est  celai  par  lequel  on  troove  commodément  la  valeor  du 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  quand  le  point  de  contact 
est  situé  à l’origine  des  coordonnées , en  évaluant , dans  l’éqna- 

tion  de  la  courbe  donnée , fe  rapport  pour  j:=0,  ce  qui  est 

le  plus  souvent  très-facile.  Si,  par  exemple,  d’après  l’équation 
de  la  cissc^de 


on  veut  connaître  la  direction  de  sa  tangente  à l’origine , on 
aura 


ainsi  la  limite  du  rapport  de  l’ordonnée  à l’abscisse  indéGniment 
décroissante  est  ici  0,  en  substituant  x = 0,  ce  qui  montre  la 
tangente  alors  confondue  avec  l’axe  de  la  courbe , conformé- 
ment au  résultat  fourni  déjà  (n°  26)  par  la  déGnition. 

Une  telle  considération  peut  évidemment  conduire  à trouver 
la  loi  générale  du  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  un 
point  quelconque  d’une  courbe  : car,  il  suffit  de  transporter 
l’origine  en  ce  point  {jr*.  y),  sans  changer  d’ailleurs  la  direc- 
tion des  axes  ; ce  qui  oblige  à changer  x en  a^-{-x  eiy  eny-f^ 
dans  l’équation  proposée/^x,  y)  = 0,  qui  devient  alors 

/■(x'-}-x,y-j-y=o. 

Toute  la  difficulté , aGn  de  retrouver  ainsi  la  régie  des  tan- 
gentes , consiste  à bien  discerner  les  seuls  termes  de  cette  nou- 
velle équation  qui  doivent  être  pris  en  considération  quand  on 

y 

évalue  — pour  x=  0,  ^=0,  en  écartant  avec  soin  ceux  qui,  ne 

pouvant  exercer  à cetégard  aucune  influence*  compliqiKraient 
inutilement  celte  appréciation  analytiques  Or,  il  est  évident 
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que,  ai  on  développe  l’équatioii  selon  les  puissances  croissantes 
de  X et  de  sous  la  forme 

A+RrH-qr+Dx»+Exj.+Fj^*+,  etc.,  =0, 

le  terme  A indépendant  de  x et  de  coïncidant  spontanément 
avec/  (x',  y),  se  trouvera  annulé  suivant  l’hypothésc  indi- 
quée, et  que,  après  avoir  ensuite  tout  divisé  par  x,  dansla  vue 
d’introduire  le  rapport  cherché , l’équation , devenue 

B+C  ^ +Dx+fy+F  y+,  etc.,  =0, 

ne  conservera , lorsqu’on  y posera  x = 0,x  = 0,  que  s«  deux 
premiers  termes  : en  sorte  que,  à la  limite  voulue , le  rapport 

Y B 

— sera  exprimée  par  — — , sans  dépendre  aucunement  des 

X tj 

termes  d’un  degré  supérieur  au  premier.  Si  maintenant  on 
rapproche  ce  résultat  de  la  dcGnition  précédente  des  dérivées , 
on  reconnaîtra  aisément',  avec  un  peu  d’attention , surtout  en 
ayant  soin,  pour  plus  de  clarté,  de  n’opérer  que  l’une  après  • 
l’autre  les  deux  substitutions  primordiales  x'-fx  ety-j-^,  que 
ces  coclGcicnts  B et  G des  premières  puissanocs  de  x et  de  ^ 
constituent  précisément  les  dérivées  respectives  du  premier 
membre  de  l’équation  primitive  relativement  à xcl^,  où  l’on 
aurait , bien  entendu,  remplacé  les  coordonnées  générales  x,  y 
par  les  coordonnées  spéciales  x',y  do  point  de  contact.  Ainsi  se 
trouve  directement  établie  la  loi  fondamentale  des  tangentes, 
qui  ci-dessus  n’était  encore  qu'un  simple  résultat  de  calcul,  alors 
limité  aux  seuls  cas  considérés , mais  désormais  étendu , du 
moins  en  principe,  à toutes  les  équations  possibles,  sauf  la 
difficulté  purement  analytique  de  trouver  les  dérivées  conve- 
nables. 

41 . D’après  les  seules  connaissances  algébriques  qu’exige  ce 
traité , ces  dérivées  ne  pourront  être  immédiatement  formées 
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que  pour  des  fonctioas  algébriques  proprement  dites,  qui  soient 
en  outre  rationnelles,  et  même  entières,  ou,  en  d’antres  termes, 
excIusiTemcnt  composées  de  simples  puissances  des  variables. 
La  dérivation  y consistera  donc  toujours  à multiplier  chaque 
coefficient  par  l’exposant  correspondant , et  à diminuer  celui-ci 
d’une  unité  ; ce  qui  reproduira  textuellement  la  formule  ob- 
tenue spécialement  au  n°  précédent.  Mais , quoique  ces  cas 
soient  les  seuls  où  nous  puissions  ici  déterminer  immédiatement 
les  tangentes,  la  loi  fondamentale  de  cette  théorie  géométrique 
n’en  est  pas  moins  déjà  complètement  établie , en  ne  laissant 
plus  à désirer  que  l’extension  ultérieure  des  notions  analytiques 
sur  la  formation  eilective  des  dérivées. 

Quand  les  équations  données,  quoique  alg. briques , seront 
irrationnelles  ou  fractionnaires , notre  règle  des  tangentes 
pourra , mémo  dans  son  état  actuel , y devenir  Gnalement  ap- 
plicable , mais  seulement  après  les  préparations  plus  ou  moins 
pénibles  destinées  à enlever  les  dénominateurs  et  les  radicaux. 
Si  l’on  a , par  exemple , l’équation 


op  Ment  d’abord  le  dénominateur  en  écrivant 
.ry=librV/jr, 


et  puis  le  radical  en  isolant  et  carrant , ce  qui  donnera , après  . 
avoir  développé  et  transposé , l’équation 

x'y* — 3^—  =0. 

C’est  uniquement  alors  que  nous  pourrons  immédiatement  ap- 
pliquer la  règle  des  tangentes,  d’on  il  résultera  ici 


tang.  a= 


2xy—2x  ’ 


où  l’on  pourra , d’après  l’équation  primitive , mettre  y m x 
de  manière  à obtenir  finaleinent 
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Ung.  a=  — 


Dans  les  cas  semblables,  l’imperfection  actuelle  de  nos  con- 
naissances analytiques  sur  l’application  effective  de  la  règle  des 
tangentes  consiste  à ne  pouvoir  obtenir  directement  cette  ex- 
pression définitive,  à laquelle  nous  n’aboutissons  que  par  un 
circuit  algébrique  plus  on  moins  laborieux,  faute  de  savoir 
prendre  immédiatement  les  dérivées  des  fonctions  proposées.  Il 
convient  que  le  lecteur  sente  déjà , d’après  quelques  exercices 
spontanés,  ces  divers  embarras  algébriques . qui  caractérisè- 
rent , à cet  égard , l’état  de  la  géométrie  analytique  entre  Des- 
cartes et  Leibnitz,  et  dont  l’appréciation  croissante  constitua 
l’un  des  principaux  stimulants  qui  poussèrent  à l’invention  de 
l’analyse  transcendante.  Les  difficultés  relatives  aux  dénomi- 
nateurs sont  toujours  bientôt  surmontées  : mais  il  n en  est  nuL 
lement  ainsi  pour  celles  que  suscitent  les  radicaux.  Si  on  pou- 
vait partout , comme  dans  l’exemple  précédent,  ôter  ceux-ci 
en  les  isolant  successivement  afin  d’élever  ensuite  aux  puis- 
sances correspondantes,  une  teUe  préparation  ne  serait  pas 
très-gènantc.  Mais  cette  marche  n’est  pleinement  efficace 
qu’enversun  radical  unique,  et  ne  s’applique  aux  radicaux 
simultanés  qu’autant  qu’ils  sont  du  second  degré  seulement; 
encore  faut-il , même  alors,  qu’il  n’en  coexiste  pas  plus  de 
cinq  : en  tout  autre  cas,  la  suppression  des  radicanx  exige 
l’intervention  des  pénibles  méthodes  d’élimination  propres  aux 
équations  algébriques  d’un  degré  quelconque , dont  1 usage  de- 
vient presque  toujours  impraticable. 

Pour  faciliter,  en  beaucoup  d’occasions,  l’application  de 
notre  règle  des  tangentes , il  convient  enfin  d’y  remarquer  <iue 
si  l’équation  proposée  est  résolue  par  rapport  ky,  sous  la  forme 
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la  loi  générale  se  simplifie , et  devient  tang.  a = ^ (x) , la  dé- 
rivée relalive  à y étant  ici  1 . Ainsi  le  cocffîcicnt  angulaire  de  la 
tangente  est  toujours  exprimable  par  la  dérivée  de  la  functioa 
qui  représente  l’ordonnée;  ce  qui  nous  permettra,  dès  ce  mo- 
ment, de  le  former  plus  aisément,  quand  cette  fonction  sera  de 
l’espèce  de  celles  dont  nous  savons  actuellement  trouver  les 
dérivées. 

Au  sujet  de  ce  principal  problème,  ainsi  qu’envers  les  re- 
cherches secondaires  qui  vont  s’y  rattacher,  il  est  presque  su- 
perflu d’avertir  expressément  que  toutes  les  solutions  relatives 
aux  tangentes  conduisent  aisément  à celles  qui  concernent  les 
normales,  c’est-à-dire  les  perpendiculaires  qui  leur  sont  me- 
nées des  points  de  contact  ; quoique  cette  nouvelle  forme  d’une 
telle  étude  puisse  d’ailleurs  en  augmenter  souvent , sous  l’as- 
pect algébrique,  les  difficultés  spéciales , elle  ne  saurait  exiger 
jamais  aucun  nouveau  principe  géométrique. 

42.  La  question  fondamentale  de  la  théorie  des  tangentes 
étant  désormais  suffisamment  traitée,  considérons  maintenant 
la  manière  générale  d’y  rattacher  successivement,  selon  leur 
complication  croissante,  les  diverses  questions  accessoires  qui 
peuvent  en  être  envisagées  on  comme  des  conséquences  on 
comme  des  transformations. 

Il  faut  d’abord  examiner  le  cas  où  l’on  demande  une  tangente 
parallèle  à une  droite  donnée.  On  connaît  alors  la  valeur  spé- 
ciale du  coefficient  angulaire  do  la  tangente,  et  il  s’agit  d’on 
déduire  réciproquement  les  coordonnées  correspondantes  du 
point  de  contact.  Notre  règle  fondamentale,  qu’il  faut  seule- 
ment ici  appliquer  à une  destination  inverse,  fournit  aussitôt 
le  moyen  de  mettre  le  problème  en  équation.  Si  f{x,y)  =0  est 
l’équation  de  la  courbe  donnée,  etj'  = aj>f6celle  de  la  droite 
proposée,  on  aura  donc  ainsi , entre  les  coordonnées  inconnues 
x',  y du  point  du  contact  cherché,  la  relation  • 
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f'r  (^y) 

qui,  combinée  avec  la  condition  nécessaire (jr',  y)  =0  , dé- 
terminera ces  inconnncs,  sans  que  la  question  puisse  jamaü 
offrir  d’antres  difficultés  que  celles  de  l'exécution  algébrique. 
Qu’il  s’agissse , par  exemple,  de  la  courbe  y =a:‘,  et  qn’od 
veuille  lui  mener  une  tangente  parallèle  à la  droite  y—x;  les 
équations  seront,  en  supprimant  les  accents  inutiles. 


l,ety»4T». 


4 8 

d’où  il  résultera  j:  = - et^  = — pour  le  point  où  la  tangente 

i»  A / 

est  inclinée  à 45*.  Quand  le  problème  sera  impossible,  on  le 
reconnaîtra  ainsi,  comme  de  coutume,  en  trouvant  des  coor- 
données imaginaires , on  tout  an  moins  infinies  si  la  direction 
donnée  appartenait  à la  limite  des  tangentes  d’une  courbe 
indéfinie. 


Supposons , en  second  lieu , qu’on  demande  une  tangente 
passant  par  un  point  extérieur  donné,  En  renversant  encore  le 
problème  fondamental,  on  introduira  les  coordonnées  inoon- 
nues  du  point  de  contact , d’après  lesquelles  l’équation  de  la 
tangente  serait 


r— y = 


-f-  (-r',y) 
fï  (J?', y 


(x—x'), 


où  il  faudra  exprimer  la  condition  de  passer  an  point  donné 
(6,  ai),  ce  qui  fournira  la  relation 


e-y= 


-y.  y, y) 


pour  déterminer,  conjointement  avec  la  condition  spontanée 
/ (a:',  y')  = 0,  les  deux  inconnues  jr'  et  y.  Dans  la  Courbe 
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y=x^,  on  trouvsrtit  ainsi  x' , et  par  suite  y,  d’après 
l’équation 

.r”  — &ax'  + 9a  X — 46’  = 0 , 


qui  ne  peut  plus  présenter  que  des  difficultés  d’algèbre. 


43.  Considérons  maintenant  une  troisième  question  générale 
qui,  quoique  semblant  purement  préparatoire,  mérilc  d’ôtre 
soigneusement  séparée,  soit  à raison  de  son  importance  propre, 
soit  en  vertu  du  nouvel  aspect  sous  lequel  elle  conduit  à envi- 
sager l'ensemble  de  la  théorie  des  Lingentes  : c’est  celle  où  l’on 
SC  propose  de  trouver  la  relation  constante  entre  le  coefficient 
angulaire  et  le  cofficîenf  linéaire  de  toute  droite  y = ax+b 
tangente  à une  courbe  donnée,  indépendamment  de  la  position 
particulière  du  point  de  contact.  Une  fois  obtenue,  cette  rela- 
tion caractéristique  pourra  indifféremment  concourir  à déter- 
miner, suivant  les  cas , ou  la  droite  on  la  courbe. 


On  peut  d’abord  envisager  cette  nouvelle  recherche  comme 
une  simple  conséquence  de  la  question  fondamentale.  Car,  en 
introduisant  encore , à titre  d’auxiliaires  provisoires,  les  coor- 
données x'  et  y du  point  de  contact  indéterminé , on  exprimera 
la  coïncidence  de  la  droite  proposée  avec  l’une  des  tangentes 
de  la  courbey  (x, y = 0,  d’après  les  deux  formules  d’identi- 
fication 


a 


■ÙL 

f/ 


bsajr'  x' 


f'/ 


il  ne  t’agira  ^us  que  d’élimino*  •r'  ety  entre  et»  deax  équa- 
tions et  la  couditient  spontanée / (Jr',y)  =a  0,  ce  qtii  fournira 
la  relation  demandée  entre  a et  b.  Soit,  par  exemple,  la  courbe 
y = x3  : on  aura 


a 


3x*  , 3x* 

F’  F’ 
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4^^ 

et  rélimination  donnera  aisément  b = — — r;  en  sorte  que  l’é- 
quation 


y = ax- 


3^3 


représentera  l’ensemble  des  tangentes  de  cette  courbe,  si  a y 
reste  arbitraire,  et  successivement  cbacuue  d’elles  suivant  les 
valeurs  spéciales  de  ce  coefficient  angulaire. 

Cette  manière  de  découvrir  la  condition  cherchée  est,  par  sa 
nature , aussi  générale  que  la  méthode  des  tangentes  d’où  elle 
dérive,  et  offrira  même  le  plus  souvent,  outre  cette  pleine 
généralité  intrinsèque,  une  moindre  difficulté  d’exécution  qu’au- 
cune antre.  Mais  il  n’en  importe  pas  moins  de  caractériser  ici 
soigneusement  un  seeond  mode,  non  moins  général  en  prin- 
cipe, quoique  d’une  application  ordinairement  plus  pénible 
et  moins  étendue.  Indépendant  de  la  règle  primitive , cet  autre 
mode  pourra , réciproquement , d’après  l’intime  connexité 
naturelle  des  deux  questions,  en  reproduire  finalement  l’équi- 
valent essentiel.  C’est  même  sons  une  telle  forme  que  la  théorie 
des  tangentc'S  fut  aifalytiquement  créée  par  Descartes.  Bien 
que  l’usage  ait  ensuite  justement  conduit  à préférer  la  forme 
mieux  exprimable  que  nous  avons  expliquée  d’abord,  cet 
ancien  mode  conserve  encore,  en  certains  cas,  une  hante  uti- 
lité scientifique,  indépendamment  de  mn  importance  histo- 
rique. 

Il  repose  sur  le  principe  des  racines  ^les , immédiatement 
dérivé  de  la  définition  des  tangentes.  Si  une  droite b 
touche  une  courbe /"  (»,  = 0 , l'équation 

/(x,  ax-\-b)  = Ù 

qui  détermine  les  abscisses  des  points  communs  doit  alors  offrir, 
entre  deux  de  ses  racines,  une  égalité  caractéristique,  qui. 
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algébriquement  formulée , fournira  la  relation  de  ak  b propre 
à distinguer  tonte  tangente  d’avec  une  simple  sécante.  L’obliga- 
tion de  n’envisager  que  deux  radnes  égales  résulte  évidemment 
de  la  vraie  notion  des  tangentes , où  deux  points  doivent  seuls 
être  combinés;  on  conçoit,  au  reste,  algébriquement,  qu’un 
plus  haut  degré  de  multiplicité  établirait,  entre  a et  b,  plu- 
sieurs relations  ; ce  qui  est  manifestement  contraire  à l’esprit 
de  la  question,  où  ces  constantes,  quoique  liées,  doivent  rester 
chacune  indéterminée.  Quand  l’égalité  do  deux  racines  entraî- 
nera celle  d’un  plus  grand  nombre,  cette  circonstance,  néees- 
saircment  exceptionnelle,  constituera  naturellement  le  carac- 
tère analytique  de  certains  points  singuliers. 

Toute  la  difficulté  étant  ainsi  réduite  à exprimer,  dans  l’éqna 
lion  précédente,  une  telle  égalité , cette  question  analytique  est 
facile  k résoudre,  indépendamment  de  toute  théorie  spi'ciale 
d’algèbre,  en  déterminant,  k la  manière  de  Descaries,  la  con- 
dition de  divisibilité  du  premier  membre  de  cette  équation  en  æ 
par  un  facteur  du  second  degré  carré  (x — h)',  comme  on  le 
faisait  avant  la  naissance  de  la  théorie  des  racines  i>gales  pro- 
prement dite,  dont  l’intervention  ultérieure  sera  d’aillenrs 
ordinairement  beaucoup  moins  favorable  qu’on  n’a  coutume  de 
le  supposer  à la  simplification  effective  des  calculs.  Le  moyen 
le  plus  naturel , et  presque  toujours  le  plus  commode , de  for- 
muler cette  divisibilité  caractéristique,  consiste,  comme  on 
sait,  à accomplir  la  division,  pour  annuler  identiquement  le 
reste  du  premier  degré.  On  obtiendra  ainsi  deux  c>qoations , 
entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  l’indéterminée  auxiliaire  A, 
qui  représente  ici  l’abscisse  du  point  de  contact;  le  résultat  de 
cette  élimination  constituera  la  relation  cherchée.  En  opérant 
ainsi  sur  la  courbe^*  = x*,  on  retrouvera , mais  plus  pénible- 
ment , la  condition  ci-dessus  obtenue. 

Quoique  le  principe  de  cette  seconde  méthode  comporte  éri- 
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demment  nne  entière  généralité,  son  exprewion  analytique  est 
essentiellement  bornée  aux  équations  algébriques  proprement 
dites,  rendues  même  préalablement  rationnelles  et  entières. 
Car,  dans  une  équation  transcendante,  ou  simplement  irratioa* 
nellc,  on  ne  saurait  aujourd'hui  comment  découvrir  direct»* 
ment  la  condition  de  l’égalilé  de  deux  racines.  Ainsi,  la  pre- 
mière méthode,  ultérieurement applicabicà  toutes Icséqualiont, 
est,  en  général,  préférable,  bien  que  le  lecteur  ne  puisse  a«- 
tucllemcnt  l'employer  qu’avec  les  mêmes  restrictions  que  pour 
la  seconde.  Toutefois  , celle-ci  mérite  d’étre  soigneusement 
étudiée,  outre  l'importance  générale  du  principe  correspondant, 
à cause  des  facilités  analytiques  qu’elle  présente  quelquefois , 
quniqu’elio  soit,  tout  compensé , liabituellemcnt  plus  pénible. 
Kllc  offre  surtout  un  grand  avantage  envers  les  courbes 
du  second  degré,  puisque  la  condition  d'égalité  s’y  exprimera 
immédiatement  d'après  une  formule  très-élémentaire,  sans 
exiger  ni  la  divisiou,  ni  surtout  l’éliminaliou  subséquente,  qui 
consiituont  les  plus  grands  embarras  algébriques  de  cette  mé- 
thode. 

De  quelque  manière  que  soit  traitée  cette  importante  question 
du  contact  indéterminé,  elle  fournit  aussitôt  le  moyen  de  mettre 
en  équation  le  problème  général  do  géométrie  qui  consiste  à 
mener  nne  tangente  commune  à deux  courbes  données  : puisque, 
en  formulant  ainsi  chacune  des  conditions  du  pnff>léme,  on 
établira  les  deux  équations  propres  à déterminer  le  coe£Scient 
angnlairc  cl  le  coefficient  linéaire  do  la  droite  cherchée.  Qu’on 
demande,  par  exemple,  la  tangente  commune  aux  deux  oourbea. 


on  aura  d’abord,  pour  la  première,  la  condition  de  contact  d^ 

ka> 

obtenue  é=^p;ï;  quant  à l’autre,  il  convient  évidemment  de 
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préférer  la  seconde  méthode,  qui  donnera  ânalement  la  condi- 
tion h'  = : tcU«  sont  donc  alors  les  denx  équations  du 

problème;  en  y éliminant  b,  tout  dépendra  enfin  de  l’éqnaüon 

16a6  — 27a'  = 27, 

réductible  au  troisième  degré , et  qui  ne  comportera , confor- 
mément i la  Ggure,  qu’un  seul  couple  de  valeurs  réelles  de  a. 

44.  Passons  maintaiant  à la  plus  vaste  et  la  plus  difficile  de 
CCS  questions  accessoires,  en  cfaerdiant  d’abord,  par  la  géné- 
ralisation du  problème  précédent,  la  condition  analytique  d’un 
contact  indéterminé  entre  denx  courbes  quelconques.  Mais  ici 
il  fant , avant  tout , et  c’est  en  cela  que  consiste,  en  principe , 
la  seule  difficulté  propre  à cette  nouvelle  recherche , il  faut , 
dis-je , caractériser  soigneusement  ce  qni  çonstitue  le  contact 
de  deux  courbes. 

Rien  n’empécbc,  sans  doute,  d’étendre  immédiatement  à une 
ligne  quelconque  la  définition  do  n°  38  relative  à la  tangente 
proprement  dite,  en  concevant,  par  exemple,  un  cercle  passant' 
en  deux  points  distincts  de  la  courbe  donnée , et  considérant  la 
limite  vers  laquelle  il  tend  quand  le  point  mobile  sé  rapproche 
indéfiniment  du  point  fixe.  Mais  il  existe  évidemment  « entre 
lesdeuxcas,  cotte  différence  radicale  que,  toute  ligne  droite  étant 
déterminée  d’après  deux  points,  tandis  qu'un  cercle  ne  l’est  pas, 
une  telle  limite  sera  essentiellement  précise  envers  la  inremicsre 
ligne,  et  an  contraire  vagne,  sans  être  arbitraire,  quant  à la 
seconde  t on  ponrrait,  par  exemple,  choisir  à Volonté  te  rayon 
du  cercle , et  alors  seulement  sa  sitnation  extrême  deviendrait 
aussi  déterminée  qne  celle  de  la  droite.  Si , an  lieu  d'on  cercle, 
on  considérait  une  parabole , dont  la  détermination  exige  un 
point  de  plus,  la  limite  d’une  telle  relation  serait  encore  plus 
indéterminée,  et  ainsi  progressivement  è l’égard  de  courbes 
où  le  nombre  de  points  déterminant  croNrait  peu  à peu.  Ge 
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mode  primordial  de  défiair  le  contact  de  deux  courbes , d’après 
une  servile  imitation  de  ce  qoi  convient  à la  ligne  droite, 
oonstitne  donc  une  notion  géométrique  nécessairement  impar- 
faite et  mémo  confuse,  ponr  tout  autre  cas  que  celui  qni  en  a 
fourni  le  type  spontané.  Le  seul  moyen  general  de  compléter 
convenablement  ' nne  (elle  notion , en  lui  imprimant  tonjours 
un  caractère  pareillement  déterminé  , consiste , suivant  la 
grande  conception  de  Lagrange,  à imiter  plus  judicieusement 
la  dérinitioii  initiale,  en  y remplaçant,  dans  chaque  cas,  le 
nombre  deux  des  points  coïncidents  par  celui  qui  correspond  à 
l’entière  détermination  delà  ligne  introduite,  trois  quant  au 
cercle , quatre  envers  la  parabole , etc.  C’est  ainsi  que , comme 
toutes  les  autres  idées  scientiGques,  l’idée  de  contact , d’abord 
absolue,  parce  qu’qn  n’en  avait  apprécié  qu’un  seul  cas,  devient 
esseiitiidlement  relative , et  comporte  divers  degrés  de  pléni- 
tude, ordinairement  qualiUcs  aujourd’hui  d'oseufa/tons.  Mais 
cette  manière,  seule  vraiment  philosophique,  de  concevoir, 
'd'après  Lagrange,  la  théorie  générale  des  contacts  des  courbes, 
ne  peut  être  convenablement  suivie  que  par  l’analyse  transcen- 
dante, sauf  l’indication  ci-dessons  du  mode  selon  lequel  l’ana- 
lyse ordinaire  pourrait,  en  certains  cas,  l’ébaucher.  Nous  de- 
vons donc,  après  en  avoir  posé  ici  le  principe  géométrique,  en 
renvoyer  la  constitution  analytique  à la  géométrie  transcen- 
dante, et  nous  borner  maintenant  à considérer  envers  les  courbes 
ce  degré  élémentaire  de  contact  déjà  familier  à l'égard  de  la 
ligne  droite,  et  seul  pleinement  accessible  à la  préparation  ana- 
lytique que  ce  traité  exige  dn  lecteur. 

Ainsi  conçue,  la  recherche  de  la  relation,  alors  aussi  unique 
que  dans  le  n°  précédent,  entre  les  constantes  arbitraires  de 
deux  courbes , 

par  suite  d’un  contact  indéterminé,  devient  aussitôt  uneconsé- 
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qucncc  naturelle  de  notre  question  fondamentale.  Car , il  ré- 
sulte évidemment  des  déGnitions  respectives,  que  les  deux 
courbes  ont  dès  lors  en  un  même  point  une  même  tangente. 
Introduisant  donc,  comme  auxiliaires , les  coordonnées  x et  ^ 
du  point  de  contact,  elles  devront  vcriGcr,  outre  les  deux 
équations  proposées,  la  condition 

€f  = û 

qui  exprime , d’après  cela,  la  coïncidence  des  deux  tangentes. 
Si  donc,  entre  CCS  trois  équations,  on  élimine  ces  coordonnées, 
on  obtiendra  finalement  la  relation  demandée.  Qu'on  cherche, 
par  exemple , la  liaison  de  a à propre  à rendre  la  courbe  in- 
déterminée 

xy=ax-\-by 

« 

tangente  à la  courbe  déterminée 

il  faudra  donc  éliminer  x entre  ces  deux  équations  et  l’é- 
quation 

Jl a— y 

^ X — b ' 

Celle-ci  donne  aussitôt  x=b-\-iay — qui,  substitué 
dans  y'=x,  fera  trouver  aisément  j',  et  par  suite  x,  en  a et  ô •• 

on  n’aura  donc  qu’à  porter  ces  expressions  dans  la  première 

i 

équation,  et  l’on  trouvera  finalement  la  relation  b= — - a’. 

4> 

Ici , comme  au  n*  précédent , la  question  comporte  évidem- 
ment un  second  mode  de  solution,  d’après  le  principe  des  ra- 
cines égales.  Une  fuis^  éliminé  entre  les  deux  équations  pro- 
posées, il  suGira  de  formuler,  de  la  même  manière  que  ci-dessus, 
l’égalité  de  deux  racines  dans  cette  équation  Gnale  propre  aux 
abscisses  des  points  communs.  Pour  les  courbes  qui  viennent 
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d’élre  considérées , on  aurait , suivant  la  première , yaz 

X — O 

et  l’équation  flnalu  serait 

x’—  («’+26)  x+b*=0, 

qni  reproduit  aisément  la  relation  déjà  obtenue  par  l’autre 
oiélliode.  L’application  habituelle  de  ce  second  mode  donnerait 
lieu  à une  simple  extension  des  réOexions  suibsamment  indi- 
quées au  11°  précédent  envers  les  contacts  rectilignes. 

La  principale  propriété  théorique  de  cette  dernière  méthode 
consisterait  à nous  permettre  déjà  de  caractériser  analytique- 
ment, dans  les  cas  où  elle  est  applicable , les  divers  degrés  de 
contact , dont  j’ai  tout  à l’heure  établi  l’appréciation  géomé- 
trique. Car,  le  principe  des  racines  égales  n’a  besoin,  pour 
cela,  que  d’une  suflisantc  extension , en  considérant  alors  l’é- 
gitlité,  non  plus  seulement  entre  deux  racines  de  l’équation 
finale,  mais  entre  trois,  ou  entre  quatre, etc.,  d’après  la  divi- 
sibilité par  (x — A)’  ou  (x — A)*,  etc.,  selon  qu’on  chercherait 
le  cercle , ou  la  parabole , etc.,  susceptible  du  plus  intime  con- 
tact possible  avec  la  courbe  donnée.  11  est  aisé  de  sentir  que 
l’on  obtiendrait  ainsi  toujours  autant  d’équations  qu'il  en  fau- 
drait pour  déterminer  la  courbe  osculatrice,  sauf  une  seule 
constante  arbitraire  qui  servirait  à la  faire  passer  ensuite,  si  on 
le  jugeait  convenable,  par  un  point  particulier.  Mais  l’analyse 
transcendante  fournira  ultérieurement,  à cette  Gn,  des  moyens 
bien  plus  commodes,  même  envers  les  courbes  algébriques, 
auxquelles  convient  exclusivement  le  mode  que  je  viens  d’in- 
diquer. 

£n  revenant  an  simple  contact  ordinaire  formulé  par  une 
seule  relation , un  conçoit  que  les  conditions  de  ce  genre  pour- 
ront désormais  contribuer  à la  détermination  des  courbes  con- 
jointement avec  leur  passage  en  certains  points , unique  phéno- 
mène géométrique  dont  l’expression  analytique  nous  était  pri- 
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milivcmcnt  possible  : celle  parlidpalion  sc‘ra  d'ailleurs  loujours 
assujellieâ  la  théorie  fondamentale  du  chapitre  précédent,  qui 
Tient  de  recevoir  ainsi  sa  première  extension  générale.  11  sera 
maintenant  facile,  quand  le  nombre  des  contacts,  rectilignes  ou 
curvilignes,  sera  par  là  juge  sullisanl,  de  mettre  en  équation 
ce  problème  géométrique  tres-étendu  et  fort  dillicile,  résultat 
déflnilif  de  notre  théorie  des  tangentes  : déterminer  une  courbe 
d’espèce  donnée  tangente  à certaines  courbes  entièrement  don- 
nées. Quoique  les  relations  ainsi  obtenues  pour  calculer  les 
paramètres  inconnus  de  la  courbe  cherchée  doivent  être  sou- 
vent inextricables,  même  dans  le  cas  d’un  cercle  tangent  à trois 
courbes  peu  compliquées,  une  telle  considération  n’en  est  pas 
moins  éminemment  propre  à faire  dignement  apprécier  l'ad- 
mirable généralité  qu’ont  acquise  les  spéculations  géométriques 
sous  un  judicieux  ascendant  des  conceptions  analytiques,  d’a- 
près la  grande  rénovation  cartédenne. 

45.  Apr(!S  avoir  suflisamment  expliqué  la  théorie  des  tan- 
gentes, il  nous  reste  à considérer  un  c.vcmple  caractéristique 
qu  elle  nous  offre  spontanément  de  l’aptitude  naturelle  des 
conceptions  géométriques  à perfectionner,  à leur  tour,  les 
spéculations  analytiques,  eu  y facilitant,  par  une  lumineuse 
représentation,  la  découverte  des  principes  essentiels,  comme 
je  l’ai  indiquée,  en  général,  au  début  de  ce  traité.  11  s'agit  de 
l’huportante  détermination  dos  maxima  et  minttna  pour  les  loue-  ^ 
tions  d’une  seule  variable , dont  nous  aurons  d’ailleurs  liesoin 
bientôt  à divers  égards , et  que  cette  heureuse  intervention  va 
déjà  nous  permettre  d’étendre  à des  cas  beaucoup  plus  variés  et 
plus  difficiles  que  ne  semblent  le  comporter  les  connaissaucés 
analytiques  purement  élémentaires  exigées  ici  du  lecteur. 

Mais,  avant  tout,  il  faut  caractériser  soigneusement  la  nature 
générale  de  cette  recherche,  et  même  ensuite  résumer  sommai-  ^ 
rement  les  moyens  préalablement  fournis,  à ce  sujet,  par  l’a- 
nalyse ordinaire. 


DiÿîiiSd  by  Googit- 


GéOMËTRIR  PLANE. 


Les  dénominations  usitées  sont  très-propres  û bien  rappeler 
en  quoi  consiste  ce  genre  de  questions,  car  elles  indiquent  une 
idée  de  plus  grande  ou  moindre  valeur  qui , convenableineut 
définie,  distingue,  en  effet,  ces  états  remarquables.  Une  fonc- 
tion ne  comporterait  réellement  ui  maximum  ni  minimum  si 
elle  était  toujours  croissante  ou  toujours  décroissante  à me- 
sure que  sa  variable  augmente,  môme  quand  elle  tendrait  indé- 
finiment vers  une  limite  assignable.  Mais  si,  comme  dans  la 
plupart  des  cas  réels,  la  fonction  est  tantôt  croissante  et  tantôt 
décroissante , chaque  passage  de  l’un  à l’autre  sens  sera  mar- 
qué par  un  état  maximum  quand  la  fonction  cessera  d'augmen- 
ter pour  commencer  à diminuer,  ou  par  un  minimum  au  cas 
contraire.  Ces  états  critiques  sont  donc  nécessairement  alterna- 
tifs , en  sorte  que  tout  maximum  tombe  eutre  deux  minima,  et 
tout  minimum  entre  deux  maxima.  On  voit  ainsi  que  la  valeur 
maximum  d’une  fonction  est  en  effet  la  plus  grande,  non  do 
toutes  absolument,  ce  qui  est  fort  rare,  mais  seulement  depuis 
le  minimum  précédent  jusqu’au  minimum  suivant,  et  de  môme 
pour  la  valeur  minimum  : c’est  pourquoi  l’usage  a consacré  ici 
l’emploi  des  dénominations  latines,  dont  la  traduction  littérale 
indiquerait  une  vicieuse  déGnition. 

Dés  l’origine  des  spéculations  mathématiques  abstraites  on 
concrètes,  do  telles  recherches  se  présentent  fréquemment. 
Mais  l’analyse  ordinaire  ne  fournit , à ce  sujet , que  des  res- 
sources peu  étendues.  Sa  marche  propre  consiste  alors  à traiter 
la  question  du  maximum  ou  minimum  de  chaque  fonction  f{x) 
comme  un  cas  particulier  de  la  question  qui  consisterait  à lui 
faire  acquérir  une  valeur  quelconque  n ; dès  lors,  si  l’on  peut 
résoudre  algébriquement  l'équation /{x)  = n,  la  discussion  de 
la  formule  j?=(f  (n)  indiquera  les  limites  de  n en  deçà  ou  en 
delà  desquelles  x cesserait  d’ôtre  réel,  et  par  suite  on  aura 
aussi  les  valeurs  correspondantes  de  x.  Quoique  ce  principe 
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soit,  sans  doute,  pleinement  général , l’cxlrémc  imperrection 
de  la  résolution  algébrique  des  équations  en  borne  innniment 
l’Usage,  quand  l'équation  proposée  dépasse  les  quatre  premiers 
degrés;  ce  moyen  élémentaire  n’est  même  vraiment  usuel 
qu’aulant  qu’elle  n’cxcéde  pas  le  second  degré , auquel  cas  ce 
procédé  est  ordinairement  le  plus  commode. 

A la  vérité,  l’algèbre  supérieure  perfectionne  beaucoup  celle 
méthode  primitive , en  assignant  un  caractère  direct  et  spécial 
{K)Dr  les  valeurs  de  n qui  séparent  ainsi,  quanta  x,  la  réalité 
de  l’imagiuarité.  Ce  caractère,  d’abord  indiqué  spontanément 
par  les  formules  du  second  degré,  consiste  dans  l’égalité  néces- 
saire des  deux  valeurs  de  x susceptibles  de  devenir  tantôt 
réelles  cl  tantôt  imaginaires.  On  peut,  en  effet,  concevoir  géné- 
ralement , d'après  la  nature  de  la  question , que  l’étal  d’égalité 
correspondant  au  maximum  ou  minimum  distingue  toujours  ce 
passage  de  la  réalité  à l’imaginarité.  Il  sutïit , pour  cela , de 
remarquer  que  la  fonction  reprend  nécessairement , après  le 
maximum  ou  le  minimum,  les  mêmes  valeurs  qu’auparavani , 
avec  ou  sans  symétrie  : ainsi , tant  que  la  valeur  n n’est  pas  le 


maximum  ou  le  minimum , il  lui  correspond  deux  valeurs 


distinctes  de  x si  elle  est  possible,  et  ce  couple  devient  imagi- 
naire si  elle  est  hors  de  la  limite;  à la  limite  même , ces  deux 
valeurs  co'fncident,  parce  que  l’état  de  n est  alors  unique> 
D’après  cette  considération  fondamentale , le  maximum  ou  le 
minimum  de  « se  trouve  donc  caractérisé  directement  par  la 
propriété  de  faire  acquérir  deux  racines  égales  à l'équation 
y (x)  — 71  = 0 : CO  qui  permet  à l'analyse  ordinaire  de  détermi- 
ner CCS  valeurs  principales  sans  avoir  nullement  besoin  de 
résoudre  cette  équation , en  se  bornant  à y formuler,  comme  je 
l’ai  ci-dessus  indiqué,  l’égalité  de  deux  racines.  On  divisera 
donc  son  premier  membre  par  (x — A)’,  et  le  reste , identique- 
ment annulé , fournira  deux  équations  tendant  îi  déterminer  n 
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et  en  môme  temps  h , qai , loin  d'élrc  ici  un  auxiliaire  superflu , 
conslilDG  précisément  la  valeur  cherchée  de  x.  ' 

Mais,  quelque  précieux  que  soit  en  lui-méme  un  tel  progrès 
de  la  méthode  primitive  fournie  par  l'analyse  ordinaire  pour  la 
détermination  des  maxima  et  minima,  il  se  trouve  naturellc- 
-ment  borné  aux  fonctions  algébriques  à la  fois  rationnelles  et 
eulières.  Or,  l’intervention  des  courbes  va  nous  permettre 
■ d’aller  déjà  beaucoup  plus  loin,  outre  que  c’est  d’elle  qu’émaue 
historiquement  la  première  notion  générale  du  principe  précé- 
dent, quoiqu’un  puisse  le  concevoir  aujourd’hui  d’une  manière 
purement  abstraite. 

Imaginons  donc  la  fot)cliony(jr)  représentée  par  l’ordonnée^ 
d’une  courbe  dont  x est  l’abscisse  (jig.  33).  La  seule  inspection 
générale  d’un  tel  tableau  fait  aussitôt  saisir  un  caractère  propre 
à déterminer  directement  les  points  M",  M',  M'",  etc.  où  la 
courbe,  auparavant  ascendante , devient  descendante , ou  réci- 
proquement, en  considérant  la  marche  correspondante  des 
tangentes.  Tant  que  la  courbe  monte,  la  tangente  fait  avec 
l’axe  un  angle  aigu  ; cet  angle  est , ay  contraire , obtus  quand  la 
courbe  descend  : or,  dans  le  passage  de  l’un  à l’autre  cours  , à 
l’instant  précis  du  maximum  ou  do  minimum,  l’angle  est 
O oD  180',  et  la  tangente  se  trouve  parallèle  à l’axe.  Ainsi  la 
recherche  de  ces  points  rentre  dans  la  question  , ci-dessus  trai- 
iéc  (n“  il),  où  il  s’agit  de  mener,  à une  courbe  dounée,  une 
tangente  parallèle  à une  droite  donnée.  On  obtiendra  donc  les 
valeurs  de  x propres  au  maximum  ou  au  minimum  en  annu- 
lant le  coefficient  angulain'.  de  la  tangente,  qui  est  iciy’  {x). 

, Les  notions  d’algèbre  supposées  dans  ce  traité  ne  permettront 
la  formation  directe  de  cotte  équation  caractéristiquey  ' (j:)=0 
qu  autant  que  la  fonction  proposée  sera,  d’abord  algébrique,' 
et  aussi  rationnelle  cl  entière.  Mais,  outroqne  la  règle  fonda- 
mentale est  ainsi  complètement  découverte,  sauf  les  connais- 
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saoccs  analyUqucâ  qu^xigarail  son  application  totale,  nous 
pourrons  déjà  l’ati^scr,  comme  la  loi  des  tangentes  d'où  elle 
dérive , envers  les  fonctions  fractionnaires  ou  mémo  irration- 
nelles, d’après  les  préparations  plus  ou  moins  pénibles  dont 
nous  y avons  reconnu  la  nécessité  provisoire. 

Un  tel  caractère  est,  philosophiquement,  d’autant  plus  con- 
venable qu’il  constitue  l’expression  directe  d’une  remarque 
générale  fréquemment  suggérée  par  les  divers  phénomènes 
naturels  qui  présentent  des  exemples  familiers  de  maximum.ou 
de  minimum , tels  que  les  changements  de  la  hauteur  du  soleil 
dans  le  cours  de  la  journée,  l’inégale  durée  des  jours^ou  des 
nuits  aux  différentes  saisons , etc.  En  tons  cas  semblables , les 
observateurs  judicieux  ont  toujours  senti  que  l’état  de  maxi- 
mum ou  de  minimum  se  trouve  spontanément  distingué  des*  • 
états  antérieurs  ou  postérjeurs  par  une  sorte  de  station  spéciale, 
que  rappellent  quelquefois  les  dénominations  consacrées,  sur- 
tout quant  aux  saisons.  Or,  cette  disposition  stationnaire  est 
heureusement  exprimée  d’après  notre  inétiiodc  géométrique, 
qui  indique  ahu^  la  direction  de  la  courbe  comme  parallèle  ci 
l’axe. 

Quoique  ce  caractère  fondamental,  et  la  règle  analytique 
correspondante,  doivent  également  convenir  au  maximum  et 
au  minimum,  il  ne  faut  guère  craindre  que  l’on  soit  ainsi. 
expc»sé  à confondre  ces  deux  cas  exfréines,  qu’on  séparera 
presque  toujours  sans  dilliculté,  soit:  d'après  les  indications 
suggérées  par  la  nature  de  la  question , soit  au  plus  par  uné 
sommaire  discussion  des  valeurs  voisines  : en  sorte  que  ceile 
inévitable  coexistence  ne  conslitnc,  en  réalité,  aucun  grave 
inconvènienl  de  la  medhode  précédente.  Toutefois  , en  prolon- 
geant davantage  I appréciation  géométrique , on  découvrirait 
aisément  un  caractère  secondaire  propre  à distinguer  le  maxi- 
mum du  minimum.  Nous  avons  déjà  noté  que  la  marche  de 
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la  tangente  est  inverse  de  l'un  à l’autre  cas;  puisque  son  incli- 
naison passe , dans  le  premier , de  l’aigu  à l’obtus , et  au  con- 
traire dans  le  second  ; par  suite , son  coeflicicnt  angulaire  passe 
du  positif  au  négatif,  et  puis  réciproquement.  Si  donc  l’on  imagine 
la  courbe  auxiliaire^=/’(j:),  dont  ce  coefficient  deviendrait 
l’ordonnée,  elle  traversera  l’axe  aux  divers  points  cherchés, 
mais  en  descendant  pour  le  maximum , et  en  montant  pour  le 
minimum,  comme  l’indique  la  partie  ponctuée  de  la  figure.  La 
distinction  demandée  consistera,  par  conséquent , en  ce  que  la 
tangente  à cette  seconde  courbe  devra  faire  avec  l’axe  un  angle 
obtus  lors  du  maximum  et  aigu  lors  du  minimum  : ainsi  son 
propre  coefficient  angulaire , naturellement  exprimé  par  la  se- 
conde dérivée  delà  fonction  proposée,  sera  négatif  dansle  premier 
cas  et  positif  dans  le  second.  On  pourrait  même , en  redoublant 
l’emploi  de  cet  artifice  géométrique,  apprécier  aussi  l’hypotbése 
intermédiaire,  où/”  (jr)  s’annulerait,  s’il  ne  convenait  pas  de 
restreindre  ici  cette  théorie  à ce  qu’elle  offre  de  vraiment  essentiel . 

46.  Enfin,  pour  mieux  sentir , à ce  sujet , combien  la  géomé- 
trie J peut  éclairer  l’analyse , il  faut  remarquer  que  la  considé- 
ration des  courbes  nous  indique  spontanément  la  double  im- 
perfection radicale  que  présente  nt-cessairement  la  méthode 
précétlente,  et  qui  d’ailleurs  n'altère  aucunement  son  impor- 
tance, aux  yeux  des  bons  esprits  qui , suivant  une  tendance 
aujourd’hui  trop  rare,  reconnaissent  l’im|)Ossibilité  nécessaire 
de  faire  jamais  acquérir  à nus  règles  quelconques,  même  ana- 
lytiques , une  perfection  absolue.  D’abord , le  caractère  ainsi 
indiqué  par  l’équation  fondamentale,  tang.  a = 0,  r(x)  =0  , 
n’appartient  pas  exclusivement  aux  points  où  l’ordonnée  est 
maximum  ou  minimum  ; il  pourrait  convenir  aussi  à des  points 
d’inllcxion  tels  que  M',M”  {fig.  34),  si  la  courbe  y était  conve- 
nablement tournée.  Ce  cas  est  d’autant  plus  possible  que,  comme 
l’indique  la  fig.  33 , il  existe  toujours  quelque  inflexion  entre 
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chaque  maximum  ou  minimum  et  lus  minimu  ou  maxima  qui 
le  comprennent , et  rien  n’empéchc  que  Taxe  nC  puisse  être 
placé  parallèlement  à la  tangente  correspondante,  quoique  cette 
coïncidence  doive  être  exceptionnelle.  Sous  cet  aspect,  l’é«|uation 
y'(j:)  = 0 peut  donc  contenir  des  racines  étrangères  à la  question 
proposée,  et  dont  le  mélange  exigera,  eu  chaque  cas  sembluhle, 
une  discussion  spéciale,  plus  ou  moins  pénible.  Mais  un  in-  ‘ 
convéniéDt  beaucoup  plus  grave  de  ce  caractère  fondamental 
consiste  à pécher  aussi  par  défaut , comme  la  considération 
géométrique  le  dévoile  nettement,  en  supposant  une  courbe 
susceptible  de  rebroussement,  sans  que  l’ordonnée  y soit  pour- 
tant multiple.  Dans  les  points  N'  et  N"  {fig.  3i),  l’ordonnée  est 
certainement  maximum  ou  minimun , tout  aussi  bien  qu’en  K' 
et  K",  et  cependant  la  tangente,  au  lieu  d’y  être  parallèle  à l’axe, 
comme  en  ceux-ci , lui  est  perpendiculaire.  C’est  c*  vain  que ,' 
pour  garantir  aux  méthodes  analytiques  une  perfection  absolue , 
nécessairement  interdite  à nos  conceptions  quelconcfbcs,  on  a , 
imaginé  des  distinctions  sophistiques , d’après  lesquelles  il  n’y 
aurait  pas  maximum  ou  minimum  en  M'  et  N"  t il  est  clair  que 
la  définition  abstraite  de  ces  deux  états  convient  tout  aussi  litté- 
ralement à ces  deux  ordonnées  qu’à  celles  de  K'  ou  K";  sans  la 
figure  il  serait  impossible  de  faire  sentir  la  diversité  des  deux 
cas.  Il  est  plus  judicieux , en  reconnaissant  avec  franchise  que 
la  méthode  établie  est,  à cct  égard , imparfaite , de  remarquer 
que  les  courbes  de  ce  genre,  spéculativement  aussi  admissibles 
que  d’autres , doivent  toutefois  s’offrir  très-rarement  dans 
l’expression  géométrique  des  lois  naturelles,  parce  que  les  chan- 
gements bru.sques,  géométriquement  représentés  j>ar  les  rebrous- 
sements , y sont,  quoique  possibles,  éminemment  exceptionnels, 
envers  tous  les  ordres  réels  de  phénomènes  ; ce  qui  doit  rendre, 
au  fond,  peu  regrettable  uno  telle  imperfection. 
i7.  Avant  d'abandonner  l’élude  des  tangentes,  je  crois  devoir 
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caractériser  sommairement  la  méthode  , hisUn’iqnemeDt  re-  - 
raarquable,  par  laquelle  Rob«T»al,  tout  en  combattant,  àvcc  une 
aveugle  obstination,  la  grande  rénovation  cartésienne,  rendit, 
à sa  manière , un  témoignage  involontaire  du  besoin  de  géné- 
ralisation qui  pri'-occupail  alors  l’csprU  matliématiqoe,  en  ten- 
tant un  effort , plus  estimable  qn’henreax , pour  conslitoer , 

* sans  le  secours  des  conceptions  analjtiqaes,  une  théorie  gé- 
nérale des  tangentes.,  • ” <14  ''y  v . 

Cette  méthode  consiste  à concevoir  le  monvement  du  point 
qui  décrit  la  courbe  proposée  comme  continuellement  décom- 
posable  en  deux  autres , dont  les  directions  et  les  vitesses  rela- 
tives soient  exactement  assignables  : la  tangente  devient  alors, 
suivant  la  lôi  des  monvements  composés,  la  diagonale  du  pa- 
rallélogramme cemstruit,  selon  ces  deux  directions,  avec  des 
télés  proportionnels  à ces  deux  vitesses.  Par  exemple , la  pre- 
mia déGnitionde  l’ellipse  (n°  19)  montre  que  le  point  décrivant 
. s’yéloig^  autant  de  l’un  des  points  Gxes  qn’il  se  rapproche  de 
l’antrè  fon  le  concevra  donc  attiré  par  l’un  d’eux  et  repoussé 
-pà  l*a^é  avec  des  forces  égales , et  la  règle  de  Robcrval  assi- 
gne^ aussitôt  , pour  la  tangente  , la  bissectrice  de  1 angle  qim 
fait  l’âne  des  droites  avec  le  prolongement  de  l’autre  ; ce  que 
noos  trouverons  plus  tard  exactement  conforme  aux  résultats 
a'nalytiqtN!».  S’il  s’agissait  de  I hyperbole,  cette  considéralk» 
indiquerait  la  bissectrice  même  de  l’angle  des  deux  distances,, 
puisque  celles-ci  augmenteraient  alors  ou  diminncraienl  à la 
fois,  et  d’ailleurs  toujours  égalemeut.  Quant  à la  parabole,  la, 
méthode  de  Roberval  y conduirait  aisément,  d’après  la  déGni- 
tion  du  n°  âO,  à la  bissectrice  de  l’angle  formé  par  les  denx 
distances  constamment  égales.  EnGn,  pour  citor  aussi  une 
courbe  transcendante,  à laquelle  on  doit  d’ailleurs  s’étonner 
historiquement  que  Roberval  n’ait  pn  appliquer  convenable- 
ment sa  règle , considérons  la  cycloïde  ordinaire  {/ig.  35) , où, 
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solrant  la  génération  déjà  dtée,  le  point  décrivant  M est  jia- 
larcUomont  animé  de  deux  moaTemeiiU,  l'un  de  translation, 
parallélemént  à la  base  AB,  l’autre  de  rotation , dans  le  sens 
de  la  tangente  MK  an  cercle  correspondant  : puisque  l'arc  MN 
est  constamment  égal  à la  distance  AN,  les  deux  mouvements 
élémentaires  ont  encore  ici  la  mémo  vitesse;  la  tangente  doit 
donc  coïncider  avec  MT,  bissectrice  évidente  de  l’angle  KML.  * 
Les  h<^lreasos  applications  que  comporte  quelqnefoia,  cette 
méthode  ne  doivent  faire  aucune  illusion  sur  sa  généralité 
propre,  qu’on  ne  pourrait  réaliser  qu’en  recourant  aux  con- 
ceptions analytiques , de  façon  à reproduire , sous  une  autre 
forme , notre  règle  primitive  des  tangentes,  sans  qne  l’inter- 
vention de  ces  considérations  dynamiques  en  eût  d'ailleurs  au- 
cnnement  amélioré  la  formatioD.  Car,  eu  imaginant  ainsi,  le 
point  décrivant  animé , en  général , de  denx  mouvements , l’un  , 
horizontal,  l’autre  vertical,  la  difficulté  d’estimer  le  rapport  • 
des  vitesses  consistera  toujours  à déterminer  abstraitement  la 
limite  du  rapport  enJre  raccroisscmcnt  de  l’ordonnée  et  celui 
de  l’abscisse,  à mesure  que  la  seconde  position  du  mobile  se  rap- 
proche indénnimenl  de  la  première  : puisque,  si  le  mouvement 
peut  être  supposé  uniforme  dans  un  sons,  horizontalement  par 
exemple,  Une  saurait  l’étre aussi  verticalement,  à moins  que 
le  tmjct  ne  fût  rectiligne  ; ce  qui  obligera,  pour  mesurer  la 
vitesse  airrespondante , à considérer  l’élévation  verticale  d’un 
point  qui  tende  à se  confondre  avec  le  point  donné.  On  revient 
donc  ainsi  nécessairement,  et  d'après  une  conception  plus  pé- 
nible parce  qu’elle  est  moins  directe,  à ce  problème  analytique 
qui  constituera  toujours  la  difficulté  fondamentale  de  la  théorie 
générale  des  tangentes  : évaluer  la  limite  vers  laquelle  tend 
le  rapport  de  la  différence  des  ordonnées  à celle  des  abscisses, 
entre  deux  points  d’une  courbe  doumie  dont  l’un  se  rapproche  « 
indérmiment  de  l’autre. 
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11  Dc  faut  point,  au  reste,  mentionner  cette  méthode  de  Ro- 
berval  sans  signaler  soigneusement  les  graves  erreurs  que 
pourrait  déterminer  son  application  irrélléchie.  £n  considé- 
rant, par  exemple,  la  définition  du  cercle  (n°  21)  comme  lieu 
d'un  point  dont  les  distances  à deux  points  fixes  sont  en  raison 
constante,  une  telle  régie  semblerait  assigner,  polir  la  tangente, 
'tout  aussi  clairement  que  dans  les  cas  déjà  cités,  la  diagonale 
du  parallélogramme  construit  sur  ces  deux  distances*:  et  ce- 
pendant il  est  aisé  de  reconnaître  que  cette  construction  serait 
enliérement  fausse.  Dc  même,  la  déGnition  commune  aux  trois 
sections  coniques  (n°  23)  paraîtrait  aussi  indiquer  une  tangente 
dirigée  suivant  la  diagonale  du  paraUélogramme  déterminé  par 
les  deux  distances  constamment  proportionnelles  : or,  ce  ré- 
sultat, exact  pour  la  parabole,  serait  certainement  erroné  pour 
rellipsc  on  l’hyperbole.  Ces  exemples  montrent  suffisamment 
que  la  méthode  de  lloberval,  outre  son  inaptitude  évidente  à 
une  vraie  généralisation,  ne  deviendrait  même  rigoureuse 
que  d'après  certaines  précautions , à l'égard  dc'squelles  ceux 
. qui  désireraient  une  plus  complète  appréciation  pourront  uti- 
lement consulter  le  travail  spécial  dc  M.  Duhamel,  où  ce  sujet 
accessoire  est  essentiellement  épuisé.  11  serait  ici  su|M!rflu  d'in- 
sister davantage  sur  une  conr^ption  qui  u’oiïrc  réellement  - 
aujourd’hui  qu’un  simple  intérêt  historique.  ' 


CHAPITRE  III. 

Théorie  des  «symptoles. 

48.  Ce  terme  est  naturellement  destiné  à qnaliGcr  deux 
lignes  quelconques  qui  tendent  oonlinucllemcnt  l’one  vers 
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l’autre,  de  inanière  à sc  rapprocher  autant  qu’on  voudra,  sans 
cependant  pouvoir  jamais  s’atteindre.  Mais  on  l’emploie  presque 
toujours  comme  substantif,  pour  désigner  surtout  les  droites 
qui  présentent  envers  ccrtàines  courbes  une  telle  relation.  Les 
asymptotes  rectilignes  sont , en  effet , les  seules  dont  la  détermi- 
nation puisse  contribuer  beaucoup  à faire  mieux  oonnattre  les 
courbes  correspondantes.'  Elles  sont  directement  propres  è-dissi- 
per  toutefincertitude  sur  le  sens  de  la  courbure  d’une  courbe 
dans  la  majeure  partie  de  son  cours,  puisque  la  courbe  doit 
nécessairement  être  toujours  convexe  vers  son  asymptote , à 
partir  du  point  où  la  tendance  se  caractérise,  c’est-à-dire  dés  la 
dernière  sinuosité  ; une  courbe  qui  se  rapprocherait  indéflni- 
ment  d’une  droite  en  lui  tournant  sa  concavité,  ne  saurait  évi- 
ter do  la  traverser.  . ^ ^ 

Outre  ce  motif  fondamental  de  restreindre  ainsi  la  recherche 
des  asymptotes,  il  faut  d’ailleurs  reconnaître  que  cette  question, 
si  on  l’envisageait  dans  toute  son  étendue,  serait  d’une  nature 
beaucoup  trop  vague  pour  comporter  jamais  aucqne  solution 
vraiment  générale.  Car,  deux  lignes  asymptotes  d’une  troisième 
pouvant  toujours  l’élre  aussi  l’une  de  l’autre,  toutes  les  courbes 
susceptibles  d’asymptotes  rectilignes  peuvent , par  cela  naéme , 
être  disposées  de  telle  manière  que  chacune  d’elles  soit  asymp- 
tote des  autres,  en  faisant  convenablement  coïncider  leurs 
asymptotes  respectives.  Il  ne  saurait  donc  exister  aucun  type 
d'équation  assez  général  pour  embrasser  réellement  toutes  les 
. asymptotes  curvilignes  d’une  courbe  donnée,  puisqu’il  s’en 
trouve  nécessairement  parmi  les  courbes  algébriques  de  tous 
les  degrés  possibles, et  pareillement  parmi  les  courbes  transcen- 
dantes de  toute  espece.  Si  on  a cru  quelquefois  posséder  des 
méthodes  analytiques  propres  à une  telle  destination,  c’est  cer- 
tainement faute  d’avoir  assez  compris  rétonduc  nécessaire  de  • 
cette  question.  La  recherche  ne  peut  devenir  suffisamment  pré- 


Digitized  by  Google 


154 


GÉOMÉTRIE  PLANE. 


cisc  qu’autant  que  l’on  spécifie  dans  quelle  sorte  de  courbes 
ou  dans  quelle  forme  d’équations  on  choisit  les  asymptotes.  Or, 
ainsi  conçue,  la  détermination  des  asymptotes  curvilignes  résulte 
naturellement , au  moins  on  ce  qu’elle  peut  offrir  de  vraiment 
utile,  de  la  théorie  des  asymptotes  rectilignes,  comme  on  le 
reconnaîtra  à la  fin  de  ce  chapitre. 

Celte  dernière  théorie  étant  donc , à ce  double  titre , la  seule 
qui  doive  essentiellement  nous  occuper,  il  faut  maintenant 
expliquer  les  deux  méthodes  très-distinctes,  quoique  nécessai- 
rement équivalentes,  que  comporte  son  institution,  soit  d'après 
la  théorie  des  tangentes,  soit  indépendamment.  Mais,  avant 
tout , pour  éviter  des  discussions^  superilues,  il  convient  de 
remarquer  que  les  asymptotes  parallèles  aux  axes  coordonnés 
peuvent  d’abord  être  spécialement  obtenues  sans  difficulté, 
comme  la  première  partie  de  ce  traité  nous  en  a offert  quelques 
exemples  spontanés,  en  reconnaissant,  presque  à l’inspection 
de  l’équation  proposée,  que  l’une  des  variables  y devient  infinie 
d’après  une  •certaine  valeur  finie  de  l’antre  ; sous  la  réserve 
toutefois  des  explications  que  j’aurai  naturellement  lieu  d’indi- 
quer ci-dessous  sur  le  vrai  sens  général  d’une  telle  condition 
analytique. 

49.  En  rapprochant  convenablement  la  définition  des  asymp- 
totes de  celle  des  tangentes,  il  est  aisé  de  sentir  que  toute 
asymptote  constitue  la  limite  nécessaire  d'une  suite  correspon- 
dante de  tangentes,  ou,  en  d’autres  termes,  peut  être  envisagée 
comme  une  tangente  dont  le  point  de  contact  s’csl  éloigné  à 
l’infini  : car,  en  même  temps  que  ce  point  s’approche  ainsi  de 
l’asymptote,  la  direction  de  la  tangente,  déterminée  par  la 
coïncidence  finale  qui  la  caractérise,  tend  évidemment  à se 
confondre  aussi  avec  celle  de  l’asymptote;  pourvu  d’ailleurs 
* qu’on  n’applique  jamais  une  telle  comparaison  qu’à  partir  de  la 
dernière  sinuosité , où  l’asymptotismc  commence  réellement  à 
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se  manifester.  Tel  est  le  principe,  éminemment  simple  et  géné- 
ral , de  la  première  méthode  des  asymptotes , 1a  seule  pleine- 
ment universelle,  parce  qu’elle  comporte  naturellement  la 
même  extension  que  la  inélliode  des  tangentes , dont  elle  olTre. 
seulement  une  nouvelle  application.  On  voit  ainsi  que  , pour 
déterminer  le  coefficient  angulaire  et  le  coefficient  linéaire 
propres  à l’asymptote,  il  suffit  de  supposer  infinies  les  coor- 
données du  point  de  contact  dans  les  deux  formules  relatives  à 
une  tangente  quelconque,  conformément  au  chapitre  précédent,' 

a=  — — , b=y-\-x—; 

J r J r 

les  valeurs  correspondantes  de  a et  ^ feront  connaître  l’existence, 
le  nombre,  et  la  situation  des  asymptotes  cherchées.  Quant  au 
cas  d’impossibilité , il  faut  bien  distinguer,  suivant  l’esprit  de 
la  question,  entre  les  courbes  fermées  et  les  couri)cs  indéfinies. 
Pour  les  premières,  si,  par  inadvertance,  on  y poursuivait 
une  recherche  évidemment  contraire  à leur  nature , ce  calcul 
en  avertirait  machinalement  en  attribuant  à « et  6 des  valeurs 
imaginaires , puisque  la  supposition  de  Tune  des  variables  infi- 
nie y rendrait  l’autre  imaginaire.  Mais,'  envers  les  courbes 
indéfinies,  qui  seules  comportent  raisonnablement  une  telle 
étude,  la  valeur  extrême  de  a ne  saurait  être  imaginaire,  ni ,' 
par  suite,  celle  de  b ; car,  soit  que  la  courbe  ait  ou  n’ait  pas  . 
d’asymptotes,  il  existe  alors  une  limite  nécessaire  de  la  direc- 
tion des  tangentes,  d’ailleurs  toujours  utile  à connaître.  L’exis- 
tence ou  l’absence  des  asymptotes  sera  donc  annoncée  par  la 
coliércncc ou  l’incomjPatibilité  entre  cos  valeurs  réelles  de  a et 
icb:  en  termes  plus  précis,  les  asymptotes  obliques  seront 
ainsi  indiquées  ou  interdites  suivant  que  l’on  trouvera  b fini  ou 
infini. 

Si , dans  l’usage  de  cette'  méthode,  les  commençants  éprou- 
vaient d'abord  quelque  difficulté  à calculer  directement  les 
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hypothèses  j:  = Qp,^ =00 , ils  poarraicut  eu  clndcr  aisément 
l’embarras,  d’après  la  précaution  algébrique  de  transformer 
1 1 ' 

préalablement  x eiy  en-  et-,  afin  de  supposer  ensuite  t = 0, 

u=0,  quand  la  formule  aurait  etc  ainsi  convenablement  pré - 
parée..  L’habitude  d’un  tel  expédient  finira  d’ailleurs  par  indi- 
quer spontanément  le  moyen  de  s’en  dispenser,  en  faisant 
bientôt  ressortir  les  principes  relatifs  à la  substitution  directe 
de  l’infini , laquelle , quoique  moins  simple  que  celle  de  zéro , 
consiste  essentiellement  à ne  conserver , dans  chaque  formule 
algébrique,  que  le  terme  du  plus  haut  degré. 

Cette  première  méthode  des  asymptotes  n’offre  vraiment 
d’autre  grave  inconvénient  analytique  que  la  difficulté  très-fré- 
quentode  discerner  ainsi  les  valeurs  extrêmes  de  a et  de  é , qui 
s’y  présenteront  souvent  sons  une  forme  d’abord  indéterminée, 

0 _ 

soit-,  ou ou  tout  autre  symbole  équivalent.  Â la  vérité,  l’a- 

nalysc  transcendante  fournit  ensuite  des  procédés  propres  à 
compléter  une  telle  solution,  en  dissipant  presque  toujours  une 
semblable  équivoque.  Mais,  outre  que  l’obligation  d’y  recourir 
complique  alors  la  détermination,  les  faibles  connaissances  al- 
gébriques que  j’exige  ici  du  lecteur  nous  en  interdisent  l’osage} 
en  sorte  que  celte  imperfection  naturelle  doit  actuellement  en- 
traver beaucoup  l’application  d’une  telle  méthode,  d’après  le 
peu  de  portée  des  artifices  que  fournit,  à cet  égard,  l’algèbre 
élémentaire.  Sans  doute,  il  serait  vicieux  de  regarder  cet  in-  * 
convénient  comme  strictement  propre  à ^ question  présente  ; 
car,  il  èst  inhérent  à toute  évaluation  quelconque  des  formules 
analytiques,  et  pourrait  aussi  survenir  pour  une  situation  finie 
du  point  de  contact.  Toutefois,  il  faut  reconnaître  que,  surtout 
envers  les  équations  algébriques  proprement  dites,  que  nous 
considérons  ici  principalement,  des  coordonnées  infinies  occa- 
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sionncront  plus  fréquemment  (juc  d’autres  ce  grave  embarras. 
Le  seul  conseil  général  qui,  sous  ce  rapport,  convienne  main- 
tenant au  lecteur,  consiste  à réduire  d’abord,  dans  chaque  for- 
mule à évaluer , les  deux  variables  x cly  à une  seule,  d’après 
l’équation  proposée,  et  à préparer  ensuite  l’expression  de  ma- 
nière que  la  variable  indépendante  n’y  entre  que  d’une  seule 
manière , ce  qui  ne  sera  possible  que  dans  les  cas  sullisaniment 
simples  • quand  cette  dernière  condition  aura  été  remplie,  l'in- 
déterminution  cessera  nécessairement. 

Soit,  par  exemple,  l’équation  commune  des  trois  sections 
coniques  (n°  23)  , 


On  aura  ici  .1, 

d-lr(n'—\)x  , , («’— 1)x) 

y y 

Rapportant  tout  à j:  , il  vient 

— i)x  ^ dx — rf*  . 

\/ (rt’ — 1 -|-  Idx — d^  \/ («’  — 1 ) jt'  -J-  2//jt — iV 

Il  suflit  de  diviser  par  x les  deux  termes  de  chaque  fraction 
ponr  que  cette  unique  variable  n’Jr  entre  plus  que  d’une  seule 
manière,  de  façon  à dissiper  toute  indétermination;  car,  alors 


comme  -devient  nul  quand  x est  infini,  un  trouve  enfin,  sans 

X 

équivoque 


— n*)x’ — = 0 


d 


d 


ti 


4 


, i 


' • 
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Suivant  noire  apprécia  lion  générale,  ces  valeurs  ne  sont 
imaginaires  que  dans  l’ellipse , où  n est  inférieur  à 1 ■ Pour 
riiyperbolc,  où  //>! , elles  indiquent  deux  asymptotes  symé- 
triquement placées  envers  l'axe  de  la  courbe  et  s’y  croisant  au 
centre,  ainsi  que  le  lecteur  peut  aisément  le  constater.  Quant  à 
la  ))arabole , où  « = 1 , la  valeur  de  a est  nulle,  ce  qui  assigne 
l’axe  comme  la  limite  unique  de  la  direction  des  tangentes  ; 
mais  b devient  inlini , ce  qui  constate  l'absence  d’asymptotes. 

Considérons  encore  l’équation 


On  y trouve 


d’où 


' .r’ 

a = — p,  h=y-\. 


— ,et  b = 


y' 


La  seconde  formule  ne  présente  aucune  équivoque , et  donne 


ù=0  pour^  = 00  . Quant  à la  première,  il  suflit  encore  d’y  tout 
diviser  par  x' , en  écrivant 

— t 


a = 


X n’entrant  alors  qu’une  seule  fois , on  trouvera  aussitôt , 
d'après  x=»,  a = — 1.  Ainsi,  l’équation  de  l’asymptote  est 
tinalemenl^  = — x,  qui  indique  la  bissectrice  du  second  angle 
des  axes. 

Quoique  ces  exemples  pussent  faire  illusion  sur  la  facilité  de 
surmonter  les  inconvénients  algébriques  propres  à celte  pre- 
mière méthode  dos  asyn)ptotes,  il  serait  superdu  dclcsmulti-’ 
plier  ici  davantage , puisque  nos  réllexions  générales  ont  déjà 
suüisammcnt  caractérise  do  tels  embarras , dont  la  troisième 
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partie  de  ce  Irailc  oous  fournira  de  frùquculcs  occasions  de  sen- 
tir spttcialemcnt  la  gravite. 

50.  C'est  surtout  comme  spontanément  dégagée  d’une  telle 
imperfection  pratique,  que  se  recommande , envers  les  courlH's 
algébriques  proprement  dites , la  sccon4c  méthode  des  asymp- 
totes, qu’il  faut  maintenant  cxpirqucr.  Directement  indépen- 
dant de  la  théorie  des  tangentes,  le  principe  de  celte  méthode 
consiste  à voir,  dans  toute  asymptote , une  droite  dont  deux, 
intersections  avec  la  courbe  se  sont  éloignées  à l’inlini.  Pour 
bien  apprécier  celle  conception , il  faut  envisager  séparément, 
l’inOuencc  d’une  telle  hypothèse  envers  chaque  inlirscclion.  Si, 
dans  la  courbe  BC  (fig.  36),  dont  AD  est  l'asymptote,  on  consi- 
dère une  sécante  quelconque  M'M  ',  tournant  autour  de  M',  de 
telle  manière  que  M"  s’en  éloigne  indéfiniment  ; il  est  clair  que, 
à la  limite  M'N,  au  delà  de  laquelle  le  second  point  M ' reparaî- 
trait sur  l’autre  partie  de  la  courl)9,  la  droite  sera  devenue, 
parallèle  à l’a$ymptote  : quand  Ic^poinl  M"  sera  à l’infini,  il 
appartiendra,  en  effet,  indifféremment  à la  courbe  et  à l’asymp- 
tote. Ce  premier  mouvement , exactement  inverse  de  celui  qui 
produit  les  tangentes , détermine  donc , en  chaque  point  quel- 
conque de  la  courbe,  une  direction  fixe,  parallèle  à l'asymp- 
tote , ou , plus  généralement,  à la  limite  de  la  direction  des  tan- 
gentes. Or,  si  maintenant  on  fait  aussi  varier  le  point  M',  en 
opérant  une  pareille  rotation  eu  un  point  de  plus  en  plus  éloi- 
gné sur  la  cour^,  cl  par  suite  de  plus  en  plus  rapproché  de 
l'asymptote,  il  en  résultera  une  dr^te  qui , toujours  parallèle  à 
a‘lle-ci , tendra  à se  confondre  avec  elle,  comme  d’apres  une 
translation  directe.  Ainsi , l’asymptote  constituera  naturellc- 
ment  la  limite  finale  des  sécantes  dont  deux  intersections  ont 
disparu  à l’infini.  La  nécessité  de  se  borner  à deux  intersections, 
sans  rien  préjuger  sur  les  autres  quelconques,  résulte  ici, 
comme  dans  la  théorie  des  tangentes , du  nombre  de  points 


160 


GÉOMIÎTRIE  PLANE. 


propre  à déterminer  une  ligne  droite.  Un  seul  point  à l’inGni 
commun  avec  la  courbe  ne  caractériserait  pas  sullisamment 
Tasymptote , en  tant  que  pouvant  également  convenir  à toutes 
scs  parallèles  ; mais  trois  points  seraient  superflus , et  ne  sau- 
raient même  être  facultatifs , pas  plus  qu’envers  la  tangente  : la 
disparition  ou  la  persistance  du  troisième  point  après  l’éloigne- 
ment dc<s  deux  premiers  dépendra  de  ce  que , suivant  les  cas, 
la  droite  ainsi  obtenue  serait  également  asymptote  ou  simple- 
ment sécante  envers  une  autre  partie  de  la  courbe  proposée. 

Il  sullit  derapproeber  une  telle  conception  de  celle  qui  sert  de 

base  à la  première  méthode,  pour  sentir  aussitôt  l’éfjuivalence 

nécessaire  des  deux  principes  : puisque,  d’après  la  coïncidence 

finale  qui  déAnit  les  tangentes,  une  tangente  dont  le  point  de 

contact  s’élojgnc  indéflniment  constitue  natureilementuncdroite 

ayant  à l’infini  deux  points  communs  avec  la  courl)c.  Mais,  afin 

de  mieux  apprécier  ce  rapproclicment  fondamental , il  importe 

* 

de  partir  d’abord  du  contraste  préliminaire  ci-di«sus  carac- 
térisé , quand  la  première  intersection  a seule  disparu , et  en 
éclaircissant  d'ailleurs  le  discours  par  l’exclusive  mention  des 
courbes  qui  ne  comportent  pas  plus  de  deux  points  en  ligne 
droite.  Nous  avons  ainsi  reconnu  que,  en  chaque  point  d’une 
courbe  indéfinie , il  existe  néccssaircmcut  deux  directions  très- 
distinctes  selon  lesquelles  une  droite  ne  coupe  qu’une  seule  fois 
la  courbe;  l’nnc,  celle  de  la  tangente,  variable  d’un  point  à 
un  autre , laisse  toute  la  courbe  adjacente  é'un  même  côte  ; 
l’autre,  parallèle  à l’asym|^te,  ou  à la  limite  de  direction  des 
tangentes,  est  toujours  la  même  en  tous  les  points,  et  pénétre 
dans  la  concavité  de  la  courbe  : la  première  résulte  d'une  rota- 
tion qui  rapproche  indèriniment  l’intersection  mobile  de  l’inter- 
section fixe;  la  seconde  provient  d’une  rotation  inverse,  qui, 
au  contraire,  écarte  indéfiniment  l’une  de  l'autre.  Or,  cos  deux 
modes  si  différents  d’établir  l’unité  d’intersection  tendent  à s«‘ 
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conroodrc , à mesure  que  le  centre  commun  de  ces  deux  rota- 
tions opposées  s’éloigne  de  plus  en  plus  : et  les  deux  limites 
partielles  coïncident  nécessairement  quand  ce  point  est  à l’in- 
fini. Telle  est  l’explication  générale  de  l’équivalence  fonda- 
mentale de  deux  conceptions  qui , sous  un  certain  aspect,  sem- 
blent d’abord  contradictoires. 

Quoique  cette  nouvelle  manière  d’envisager  les  asymptotes 
coïncide  géométriquement  avec  la  précédente,  la  forme  qui  lui 
est  propre  conduit  à une  méthode  analytique  très-différente  do 
la  première,  et  ordinairement  bien  plus  commode,  mais  scule- 
nicut  envers  les  courbes  algébriques.  11  suffit  ainsi,  en  effet, 
pour  déterminer  les  deux  coefficients  de  l’asymptote  cherchée 
y = ax-\-b,  d’éliminer  y'  entre  cette  équation  et  celle  de  la 
courbe  donnéey  (x,  y'jsaO,  afin  de  constituer  l’équation 
finale, 

' /(x,ax-f-é)  = 0, 

de  façon  que  deux  de  ses  racines  deviennent  infinies  ; ce  qui 
fournira  deux  relations , d’après  lesquelles  on  calculera  a ei  b. 
Mais , quoique  ce  principe  soit  pleinement  général,  on  ne  sau- 
rait prescrire  aucune  règle  fixe  quant  à la  manière  de  formuler 
une  telle  condition  analytique,  soit  à l’égard  des  équations 
transcendantes,  soit  même  envers  les  équations  algébriques 
surchargées  de  fonctions  fractionnaires  et  surtout  irration- 
nelles. C’est  seulement  pour  les  équations  rationnelles  et  en- 
tières, d’un  degré  quelconque  d’ailleurs , et  de  la  forme , 

Ax~  + Rr’’’-'  -1-  Cx-"-’  -f  etc. . . -f  Kx  -f-  L = 0 , 

que  l’on  peut  nettement  caractériser  d’avance  l’existence  de 

doux  racines  infinies,  en  y concevant  x remplacé  par-^  , afin 

de  ramener  ce  cas  à celui  des  racines  nnlles.  Le  lecteur  le 
moins  exercé  aux  spéculations  algébriques  pourra  ainsi  ronsta  - 

11 
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(er  aisément  qu’ane  prmièro  radne  infinie  snppose  annnié  le 
coefficient  du  plus  haut  degré,  et  que  chacune  des  autres  exige- 
rait l’annulation  de  l’un  des  coefficients  suivants,  d'après 
l'ordre  naturel  des  exposants.  En  développant  de  cette  manière 
réquationy(j: , ox-f-i)  = 0 , on  obtiendra  donc  les  deux  con- 
ditions 

A = 0,  B=0, 

propres  à déterminer  atAb  Si  leur  accomplissement  entraîne 
exceptionnellement  l’annulation  d’un  ou  plusieurs  des  coeffi- 
cients suivants  C,  D,  etc.,  l’asymptote  obtenue  se  trouvera 
convenir  aussi  à autant  de  nouvelles  parties  de  la  courbe. 

L’entière  appréciation  de  cette  méthode  et  sa  judicieuse  appli- 
cation exigent  également  que  l’on  s’attache  à bien  interpréter 
chacune  de  ces  deux  conditions  algébriques.  D’après  sa  forma- 
tion, la  première,  A = 0,  sera  naturellement  indépendante 
de^,  tandis  que  l’autre  le  contiendra  avec  a;  ce  qui  pourra 
faciliter  beaucoup  l’évaluation  successive  des  deux  inconnues. 
On  voit  que  celte  circonstance  algébrique  correspond  à l’impor- 
tante remarque  géométrique  ci-dessus  expliquée,  que  la  dispa- 
rition de  l’une  dos  intersections,  en  laissant  subsister  l’autre, 
détermine  la  direction  fixe  de  la  droite,  quelque  puisse  être 
son  coefficient  linéaire;  en  sorte  que  l'indépendance  nécessaire 
du  coefficient  angulaire  envers  celui-ci  se  trouve  ainsi  confir- 
mée analytiquement,  outre  son  évidence  directe.  Cette  sépara- 
ralion  spontanée  des  deux  parties  de  l’opération  est  donc  pleine- 
ment conforme  à la  nature  de  la  question , et  constitue  l'un  des 
principaux  avantages  de  la  méthode  actuelle.  Judicieuse- 
ment utilisée,  elle  tend  à simplifier  extrêmement  les  cal- 
culs dans  un  grand  nombre  de  cas.  Si , en  effet , on  procède 
d’abord  à l’évalnalion  propre  du  coefficient  angulaire  de 
rasymplote,  suivautresprit  d'une  telle  reciierche , un  pourra 
former  l'équation  correspondante,  A= 0 , eu  substituant  seule- 
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ment  ^ sa  AT,  puisque,  6 n'y  devant  pas  entrer,  elle  sera  la 
même  que  pour  b=0.  Or,  celte  snbstUatimi  monome,  très- 
facile  à pratiquer,  et  d'après  laquelle  on  déterminera  a par 
l’annulation  des  tcrm^  du  plus  haut  degré,  équivaut  réelle- 
ment  à ce  que  renferme  d’utile  une  méthode  mal  à propos  qua- 
lifiée de  nouvelle,  où  l’on  cherche  la  limite  du  rapport  - pour 

^ et  j:  infinis,  sauf  à calculer  ensuite,  quant  au  coefficient 
linéaire , la  limite  correspondante  de  ^ — ax  : il  est  aisé  do 
sentir  que  cette  prétendue  innovation  ne  constitue  qu’un  simple 
changement  de  forme  dans  l’ancienne  méthode  ; et  que  celte 
récente  transformation,  trcs-défavorahlc  envers  le  coefficient 
linéaire , n’oSrc  véritahlcment , à l’égard  même  du  coedicient 
angulaire , aucune  utilité  qui  mérite  une  mention  plus  spéciale. 

Il  importe  d’autant  plus  de  séparer  ainsi  hahilucllement  les 
denx  parties  de  la  recherche  des  asymptotes , que  la  détermi- 
nation propre  du  coefficient  angulaire  correspondant  constitue, 
par  sa  nature,  une  question  commune  à toutes  les  conrhos  in- 
définies, avec  on  sans  asymptotes,  indiquant,  pour  chacune 
d’elles,  la  limite,  toujours  utile  à connaître  , de  la  direction 
des  tangentes.  Enfin,  il  faut  aussi  remarquer  que  cette  pre- 
mière notion  offrira  seule,  en  beaucoup  de  cas,  une  véritable 
difficulté;  parce  qu’une  Judicieuse  discussion  préalable  de  l’é- 
quation, ou  même  de  la  simple  définition , imposera  souvent 
aux  asymptotes  possibles  des  restrictions  spontanées  relative- 
ment à leur  coefficient  linéaire , dont  il  sera  dès  lors  superflu 
de  s’occuper  distinctement.  C’est  ainsi , par  exemple,  que  la 
double  symétrie  de  l’hyperbole  nous  avertit  aussitôt  que , si 
cette  courbe  a des  asymptotes , elles  doivent  se  croiser  symé- 
triquement au  centre;  en  sorte  qu’il  suffira  de  déterminer  leur 
coefficient  angulaire , par  la  simple  substitntion  de  ax  an  lieu 
d’^'  dans  l'équation  ci-dessus  considérée,  ce  qui  reproduira  trés- 
aisément  le  résultat  déjà  obtenu. 
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£d  appliquant  l’cnscmble  de  cette  seconde  méthode  des 
asymptotes  à l’équation 

on  aura  l’équation  finale 

(a’+l)  x’+3a’tx’  + 3ai’j:+(63— 1)  =0, 

d’où 

a^+ 1 =0»  3 <*’ù  = 0; 

ce  qui  conduit  à «= — 1 , et  6=0,  conformément  à la  pre- 
mière méthode.  On  voit  ici  que  l’autre  terme  en  x s’annule 
simultanément,  en  sorte  que  la  troisième  racine  no  peut  alors 
éviter  d’étre  pareillement  infinie;  ce  que  nous  reconnaîtrons 
plus  tard  spécialement  conforme  à la  nature  de  cette  courhe, 
où  l’asymptote  s’adapte  également  aux  deux  parties. 

Suit  encore  l’équation 

x3-f  3a;y=l} 

on  y trouve  les  deux  conditions 

=0,  3a’6-f-a’=0, 

qui  donnent  a= — 1,  6 = 1;  et,  par  suite,  l’asymptote  est 
.T+  X = 1 : on  reconnaîtra  semhlahlement  qu’elle  convient 
aussi  à toute  l’étendue  de  la  courhe. 

5t.  Quoique  les  deux  méthodes  générales  que  nous  avons 
successivement  ctahlies  soient  les  seules  vraiment  usuelles  que 
nous  devions  appliquer  hahituellcmcnt  aux  courbes  algébri- 
ques , il  ne  sera  pas  inutile  à l’instruction  logique  du  lecteur 
de  ronsidérer  sommairement  une  autre  méthode  qui  semble 
d’abord  Iréi-dislinclc  des  deux  précédentes,  et  qui,  mieux  ap- 
préciée, ne  constitue , au  fond,  qu’une  transformation,  d’ail- 
leurs nullement  avantageuse,  de  notre  seconde  méthode.  Cet 
exemple  caractéristique  pourra  contribuer  à faire  éviter  cette 
déplorable  fécondité,  qui,  portant  essentiellement  sur  le  style 
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analytique  sans  atteindre  r«k;neinentla  pensée  géométrique,  en- 
combre trop  souvent  les  ouvrages  mathénaatiques  d’une  vaine 
répétition  de  la  même  notion  sous  des  formes  diverses , dont  la 
plupart  doivent  être  écartées. 

Le  principe  de  cette  troisième  méthode  reposerait  sur  l’in- 
fluence algébrique  de  la  coïncidence  do  l’asymptote  cherchée 
avec  l’un  des  axes  des  coordonnées.  Si  l’axe  des  x est  asymp 
tote , l’équation,  devant  fournir  denx  valeurs  inflnies  de  x pour 
^=0,  devra  manquer  des  denx  termes  en  x du  plus  haut  ex- 
posant. Quand  cette  condition  ne  sera  pas  spontanément  rem- 
plie , elle  indiquera  qne  l’axe  actuel  n’est  point  une  asymptote 
de  la  conrbe  proposée  : mais  on  conçoit  qn’nn  tel  effet  analy- 
tique résulterait  du  choix  de  l’asymptote  poor  axe.  Donc,  en 
opérant,  dans  l’équation  donnée,  f [x,  y)  = 0,  une  transposi- 
tion d’axes  totalement  indéterminée,  cette  substitution, 

/(x'  cos  X'+y  cos  Y'-f-a,  x'  sin  X'  +y  sin  Y'  + 6)  = 0 , 

permettra  de  discerner  les  valeurs  des  constantes  introduites  a, 
6,  X',  Y',  propres  à l’accomplissement  de  cette  condition , d’a- 
près l’annulation  des  coefficients  totaux  des  deux  plus  hantes 
puissances  de  x seul  ; et  l’asymptote  cherchée  se  trouvera  dé- 
terminée. 

En  considérant  l’en^mblc  de  cette  opération  analytique,  on 
sent  d’abord  qu’elle  contient  d’inutiles  complications,  puis- 
qu’elle ne  fournit  que  deux  équations  pour  calculer  des  incon- 
nues qui  semblent  y être  an  nombre  de  quatre.  Cela  tient  à ce 
que  le  caractère  adopté  exige  seulement  que  l’asymptote  soit 
prise  pour  axe  des  x,  sans  rien  prescrire  envers  l’autre  axe,  ce 
qui  permet  et  même  prescrit  de  ne  point  changer  celui-ci , en 
sorte  que  l’on  peut  et  doit  supposer  Y'=  90“,  et  « = 0 ; la  dispo- 
nihilité  de  ces  denx  constantes  ne  saurait  faciliter  en  rien  l’ac- 
complissement effectif  des  conditions  convenables,  et  snrehar- 
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gcrait  inutilement  calculs.  L’équation  précédente  se  réduit 

donc , au  fond , à 

y*  (j/  cos  X',  3f  siu  X'+^'+  6) = 0. 

Or,  comme  on  n’y  doit  finalmnent  considérer  que  les  termes 
en  .t  ' seul , on  pourrait  encore  faciliter  leur  formation  en  posant 
d’avance  ^'=0,  ce  qui  donnera,  en  dernier  lien,  l’équation 

f ix'  C08  X',  j/  sin  X’+6)  = 0 , 

où  il  s’agit  d’annuler  les  coefficients  des  deux  termes  prépondé- 
rants , aOn  de  déterminer  les  inconnues  X'  et  6,  qui  représen- 
tent le  coefficient  angulaire  et  le  coefficient  linéaire  de  l’asymp- 
tote cherchée.  Ainsi  dégagée  de  toute  superfluité  algébrique, 
cette  opération  équivaut  évidemment  à former  les  deux  équa- 
tions propres  à la  seconde  méthode , avec  cette  unique  innova- 
tion, nullement  favorable,  que  l’angle  X' y entrera  mainte- 
nant par  son  sinus  et  son  cosinus,  au  lieu  de  sa  seule  tangente. 

Cette  appréciation  Gnalc  d’une  méthode  qu’un  vain  appareil 
analytique  présente  d’abord  très-spécieusement  comme  dis- 
tincte , peut  suggérer  aux  élèves  et  aux  professeurs  d’utiles  rap- 
prochements semblables  envers  plusieurs  autres  questions, 
qu’il  ne  convient  pas  de  mentionner  ici. 

52.  Aucune  de  nos  deux  méthodes  n’étant  arrêtée  par  l’in- 
détermination des  coefficients  dans  les  équations  proposées , 
pourvu  que  les  exposants  soient  spécifiés , chacune  d’elles , ap- 
pliquée en  sens  inverse,  conduit  aisément  à formuler  les  con- 
ditions analytiques  de  l’asyraptotisme  entre  une  courbe , donnée 
seulement  d’espèce , mais  inconnue  de  grandeur  ou  de  posi- 
tion , et  une  droite  entièrement  donnée.  Il  suffira  de  chercher, 
d’après  l’équation  proposée , 

etc.)=0, 

les  coefficients  angulaire  et  linéaire  de  l’asymptote  oorreapon- 
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^nte , suivant  celle  des  deux  méthodes  que  l’on  croira  devoir 
préférer,  et  d’en  égaler  l’expression  aux  valeurs  respectivement 
indiquées  par  la  droite  donnée.  On  formera  yipsi  deux  relations 
tendant  à déterminer  les  constantes  inconnues  de  la  courbe  a, 
C,  7,  etc.,  conjointement  avec  d'autres' conditions  déjà  formu- 
lées , comme  des  passages  ou  des  contacts  : on  vériüe  ici  que 
toute  asymptote  équivaut  à deux  points  pour  la  détermination 
d'une  courbe  quelconque,  selon  l'esprit  de  notre  première 
théorie , qui  reçoit  maintenant  une  nouvelle  extension  générale. 
L’opération  est  donc  la  mémo  que  lorsqu’il  s’agissait  de  trouver 
l’asymptote  t il  n’y  a maintenant  de  changé  que  la  destination 
ultérieure  des  deux  conditions  obtenues , où  il  n’est  plus  indis- 
pensable alors,  si  l’on  emploie  la  seconde  méthode , de  dégager 
les  coefficients  de  l’asymptote. 

Cette  question  conduit  naturellement  à la  recherche  des 
asymptotes  curvilignes  d’espèce  donnée,  dans  le  cas,  seul 
vraiment  usuel  , où  les  courbes  proposm  seraient  toutes  deux 
susceptibles  d’asymptotes  rectilignes  , en  y constituant  alors  la 
coïncidence  de  ces  asymptotes.  Il  est  d'abord  évident  que,  si  1a 
courbe  donnée  a une  asymptote  , la  courbe  cherchée  en  devra 
admettre  aussi , sans  quoi  leur  asymplolisme  mutuel  serait  con- 
tradictoire. Cela  posé,  un  tel  asymptotisme  pourra  toujours 
être  conçu  comme  consistant  en  ce  que  les  deux  courbes  com- 
portent une  asymptote  commune , et  par  conséquent  cette  ques- 
tion rentrera  dans  la  précédente , après  avoir  d’abord  déter- 
miné l’asymptote  de  la  courbe  donnée.  Si/’(jr,^)=o  désigne 
son  équation , 7 (x,  a , 6,  7,  etc.) = 0 celle  de  la  courbe  cher- 
clMïe,  en  adoptant  la  deuxième  méthode , on  substituera  préala- 
blement ^=ax-}-é  dans  la  première,  afin  de  calculer,  àl’or- 
dinaire,  les  valeurs  do  a et  ù propres  à l’asymptote;  quand 
elles  seront  obtenues  , on  fera  la  substitution  déterminée 
y=ax+b  dans  la  seconde  équation , et  l’annulation  des  deux 
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plus  hautes  puissances  y formulera  les  conditions  nécessaires  de 
l’asymptotismc  proposé,  qui , ainsi  conçu,  ne  contribuera  jamais 
que  comme  denx.ppints  à la  détermination  de  la  courbe  cher- 
chée. L’introduction  de  l'asymptote  commune , ultérieurement 
éliminée , aura  finalcmént  servi  à faciliter  beaucoup  la  forma- 
tion de  ces  deux  relations. 

53.  Il  ne  reste  plus  maintenant  qu’à  considérer  les  conditions 
d’asymptotisme  entre  des  courbes  qui  ne  comportent  pas  d’a- 
symptote rectiligne,  et  qui  cependant  peuvent  être  souvent 
asymptotes  l’nne  de  l’antre , comme  il  est  aisé  de  le  faire  sentir 
par  quelques  exemples.  C’est  ainsi  que  deux  paraboles  égales , 
placées  sur  le  même  axe,  sont  nécessairement  asymptotes  Tune 
de  l’antre , d’après  leur  seule  définition  : la  comparaison  de 
leurs  équations  le  confirme  d’ailleurs  très-clairement  en  mon- 
trant qu’il  existe  alors  une  diilérence  constante  entre  les  carrés 
de  leurs  ordonnées , et,  par  suite , une  différence  indéfiniment 
décroissante  entre  ces  ordonnées  elle-mémes.  On  trouverait 
pareillement  que  les  deux  courbes 

sont  nécessairement  asymptotes  l'nnc  de  l’autre  ; ce  qui  com- 
prend une  infinité  d’exemples  distincts  quoique  analogues , 
d’apri^  l’indétermination  des  expemnts  p et  q. 

Le  principe  fondamental  de  notre  seconde  méthode  s’adapte 
également  à la  recherche  directe  des  asymptotes  curvilignes  , 
pourvu  qu’on  y définisse  convenablement  l’asymptotisme.  Cette 
affection  géométrique  doit,  en  effet,  autant  que  celle  du  contact, 
dont  elle  offre , au  fond , une  pure  modification  générale  , être 
regardée  comme  susceptible  de  degré , suivant  les  explications 
du  n°  44  , où  il  suffit  ici  de  remplacer  la  coïncidence  des  inter- 
sections par  leur  éloignement  à l'infini.  Une  droite , tonjours 
déterminable  d’après  deux  poiqts , ne  comporte  envers  une 
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coarbo  quelconque , que  le  moindre  asymptotisme , corres- 
pondant à deux  intersections  infinies.  Mais  une  parabole  , dé- 
terminée seulement  par  quatre  points , serait  susceptible , à 
l’égard  des  mêmes  courbes , d’un  asymptotisme  plus  prononcé , 
où  quatre  intersections  disparaîtraient.  Ainsi  le  mode  ordinaire 
suivant  lequel  est  pose  le  problème  des  asymptotes  ne  saurait 
être  sufllsamment  précis  qu’envers  la  seule  ligne  droite , et 
constituera  , pour  tout  autre  genre  d’asymptotes  , une  recher- 
che nécessairement  indéterminée.  En  s’y  bornant , il  suifira 
donc  d’éliminer^  entre  les  équations  des  deux  courbes  consi- 
dérées, 

= f(x,  y,  a,  6,  7,  ctc.)  = 0, 

et  d’annuler  les  deux  premiers  coefficients  de  l’équation  finale  ; 
ce  qui  fournira  deux  relations  entre  les  constantes  inconnues 
a , 6,7,  etc.  de  la  seconde  courbe.  Un  tel  asymptotisme  ne 
conlribncra  encore  que  comme  deux  points  ordinaires  à la  dé- 
termination ultérieure  de  cette  courbe. 

Quoique  ce  procédé  soit  généralement  applicable  aux  courbes 
algébriques,  on  conçoit  que  son  usage  deviendra  souvent 
impraticable,  à cause  des  difficultés  analytiques  que  suscite 
l’élimination  fondamentale , quand  les  deux  équations  sont 
assez  compliquées  pour  qu’on  ne  puisse  l’accomplir  par  substi- 
tution; ce  qui  oblige  de  recourir  aux  méthodes,  spéculative- 
ment suffisantes , mais  habituellement  impraticables,  que  four- 
nit, à cet  égard,  l’algèbre  supérieure.  Tel  est  le  principal 
motif  qui  doit  faire  sentir  l’importance  de  la  solution  ci-dessus 
expliquée  envers  les  courbes  susceptibles  d’asymptotes  rectili- 
gnes ; et  où  cet  utile  intermédiaire  permet  d’éluder  heureuse- 
ment ces  graves  embarras  algébriques. 

Pour  que  la  recherche  des  asymptotes  curvilignes  devint, 
en  cliaqne  cas,  aussi  précue  que  celle  des  asymptotes  rectili- 
gnes , il  faudrait  y pousser  toujours  l’asymptotisme  jusqu’au 
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degré  marqué  par  le  nombre  de  points  déterminant,  comme  je 
l'ai  expliqué,  au  no  44,  à l’égard  du  contact.  Alors,  par 
exemple,  la  parabole  asymptote  serait  celle  dont  les  quatre 
intersections  avec  la  courbe  donnée  s’éloigneraient  simultané- 
ment à l’inOui  ; ce  qui  fournirait  quatre  conditions  nécessaires, 
d’après  l’annulation  des  quatre  premiers  coeiBcicnts  de  l’équa- 
tion Unale  correspondante , où  quatre  racines  devraient  à la  fois 
devenir  inflnies.  En  rapprochant  convenablement  ces  denx 
grandes  questions  géométriques , on  reconnaît  que  la  même 
équation  permet  de  formuler , tantôt  chaque  degré  de  contact , 
tantôt  chaque  degré  d’asymptotisme , en  y exprimant  qu’un 
certain  nombre  de  racines  deviennent  tantôt  égales  , tantôt 
inCnies,  la  seconde  relation  y étant  d’ailleurs  bien  plus  facile  à 
constituer  que  la  première. 

.'>4.  AGn  de  ne  rien  omettre  d’usuel  relativement  à cette 
troisième  théorie  générale , il  nous  reste  à y considérer  sommai- 
rement., à titre  de  méthode  subsidiaire  propre  ù certains  cas, 
un  arliGce  analytique  assez  étendu  ; quoique  son  importance 
ait  été  vicieusement  exagérée,  son  judicieux  emploi  comportera 
quelquefois  une  véritable  utilité,  pour  trouver  commodément 
diverses  asymptotes,  tantôt  rectilignes,  tantôt  curvilignes.  Il 
repo8c*sur  la  décomposition  de  la  fonction , alg^rique  ou  tran- 
scendante, qui  exprime  l'ordonnée  d’après  l’abscisse,  en  denx 
parties  dont  l’une  s’anéantisse  quand  l'abscisse  y devient  infinie  ; 
l’autre  partie  représente  dès  lors  l’ordonnée  d'une  ligne  néces- 
sairement asymptote  de  la  proposée.  Si , en  effet,  on  a 

J'  = ? (•*■)  +/(-c) 

et  qu’on  suppose  <p  ( «)  = 0 , il  est  clair  que  la  différence  de 
cette  ordonnée  à celle  de  la  ligne  z = f (x)  ne  peut  s’annuler 
pour  X infini  sans  devoir  finir  par  décroître  indéfiniment  pour 
des  valeurs  croissantes  de  x.  On  conçoit  qu’il  en  serait  ainsi , à 
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plus  forte  raison',  si  les  équations,  an  lieu  de  contenir  et  s à la 
première  puissance , en  renfermaient  d’égales  puissances  quel- 
conques ; puisque  l’asymptotismc  existerait  alors , d’après  une 
remarque  antérieure,  quand  même  la  différence  des  seconds 
membres , an  lieu  de  diminuer , resterait  constante  ; ce  qni 
pourra  augmenter  un  peu  la  portée  de  cet  artiGce , en  n’obli- 
geant pas  à dégager  totalement  y.  Il  faut  d’ailleurs  reronnaitre 
que,  si  la  fonction  ? (.r)  est  composée  de  plusieurs  termes , on 
en  pourra  joindre  telle  partie  qu’on  voudra  à la  fonction /*(r), 
sans  altérer  aucunement  la  remarque  fondamentale,  et  de 
manière  à obtenir  de  nouvelles  asymptotes-  Mais  il  est  évidem- 
ment indispensable  de  ne  laisser  dans  la  fonction  y (x)  aucun 
terme  autre  que  ceux  qui  s’annulent  pour  x infini. 

A l’égard  des  équations  algébriques , que  nous  devons  ici 
avoir  essentiellement  en  vue,  cette  fonction  y(x)  se  composera 
de  puissances  négatives,  soit  entières,  soit  même  fractionnaires. 
11  n’eu  pourra  point  exister  quand  l’ordonnée  sera  une  fonction 
rationnelle  et  entière  de  l’abscisse.  En  tout  autre  cas,  leur  intro- 
duction sera  spontanée  ou  deviendra  facultative , en  dévelop- 
pant convenablement  les  quotients  ou  les  radicaux , suivant 
les  règles  de  division  ou  d’extraction.  Quoique  ces  développe- 
ments doivent  ordinairement  faire  naître  une  suite  inrinie  de 
pareils  termes,  cette  circonstance  ne  saurait,  évidemment, 
opposcT  aucun  obstacle  à la  détermination  des  asymptotes  cor- 
respondantes ; pourvu  qu'on  n’y  omette  aucun  des  termes  à 
exposants  positifs , un  y pourra  comprendre  autant  et  aussi  peu 
qu  on  voudra  des  autres.  Par  exemple  , envers  l’équation 

✓ J I 

x^=  1 , considérée  ci-dessus,  on  aurait,r  = — — * , 

et  l’extraction  de  la  racine  ne  donnerait  que  le  terme  x affecté 
d’exposant  positif  ; ce  qui  reproduirait  aussitôt  l’asymptote 
y— — X,  déjà  obtenue. 

Outre  sa  restriction  évidente , cet  expédient  analytique  est 
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sortoal  imparfait  en  co  qae  la  nature  des  asymptotes  n’y  sau- 
rait être  facultative,  en  sorte  que  le  plus  souvent  il  indiquerait 
des  courbes  fort  oiseuses , sans  déterminer  les  asymptotes  rec- 
tilignes , qui  seules  peuvent  habituellement  offrir  un  véritable 
intérêt.  Mais  il  importe  néanmoins  de  connaître  un  tel  arüBce, 
pour  en  faire  un  judicieux  emploi  dans  les  cas  qui  le  permet- 
tront , comme  noos  aurons  lieu  d’en  citer  ultérieurement  quel- 
ques exemples  remarquables,  au  delà  même  des  équations  du 
second  degré , trop  exclusivement  considérées  à cet  égard. 


CHAPITRE  IV. 


Tbéorie  des  dismttres. 

55.  Longtemps  borné  an  cercle,  pour  y désigner  toute  droite 
passant  au  centre,  ce  nom  indique  maintenant,  envers  une 
courbe  quelconque,  la  ligne,  quelquefois  droite,  mais  ordinai- 
rement courbe , qui  y réunit  les  milieux  d’une  suite  de  cordes 
parallèles;  déQnition  qui,  dans  le  cas  du  cercle,  reproduit  spon- 
tanément la  notion  primitive.  Â l'égard  des  courbes  susceptibles 
d’offrir  plus  de  deux  points  en  ligne  droite,  chaque  corde  ne 
joindra  jamais  que  deux  points;  seulement  elle  présentera  alors 
autant  de  milieux  qu’il  existera  de  combinaisons  binaires  entre 
tontes  scs  intersections  : ce  qui  pourra  souvent  faire  prévoir 
une  limite  inferieure  du  degré  de  l’équation  du  diamètre,  alors 
habituellement  supérieur  à celui  de  l’équation  donnée. 

Quoique  les  divers  diamètres  relatifs  aux  différents  systèmes 
de  cordes  d’une  même  courbe  no  soient  pas  toujours  d’une 
même  espèce  géométrique , an  point  que  les  uns  peuvent  être 
de  simples  droites , tandis  ^e  les  autres  sont  des  courbes  {dus 
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compliquées  que  la  première,  ils  comportent  péanmoins  une 
commune  équation,  où  le  cocfTicient  angulaire  de  cos  cordes 
reste  indéterminé,  en  sorte  que  ses  valeurs  spéciales  y pro- 
duisent tous  les  diamètres  particuliers,  quelque  distincts  qu’il/  * 
puissent  être,  d’après  l’influcncc  analytique  plus  ou  moins 
intime  de  cette  constante  caractéristique.  C’est  une  telle  équa- 
tion généralc^u’il  s’agit  maintenant  de  déduire  de  celle  delà 
courbe  proposée. 

Bien  qu’il  convienne  de  traiter  ici  cette  nouvelle  théorie 
géométrique  avec  toute  la  généralité  possible,  il  faut  cependant 
reconnaître  que , par  sa  nature , elle  ne  saurait  oflrir,  comme 
les  théories  précédentes,  et  aussi  comme  les  suivantes,  un  égal 
intérêt  envers  toutes  les  courbes.  £n  effet,  l’étude  des  diamètres 
ne  contribue  réellement  à faire  mieux  connaître  chaque  courbe 
que  quand  ces  lignes  sont  beaucoup  plus  simples  que  celle  qui 
les  engendre , et  surtout  lorsqu’elles  sont  droites.  Or,  au  con- 
traire, les  diamètres  constituent  presque  toujours,  comme  on 
le  sentira  ci-dessous,  des  courbes  plus  compliquées  que  celle 
d’où  ils  proviennent  ; et  c’est  seulement  envers  les  courbes  du 
second  degré  qu’ils  deviennent  indistinctement  rectilignes. 
Cette  théorie  n’a  donc  pas,  en  général,  autant  d’im|>ortancc 
géométrique  que  les  six  autres  traitées  dans  cette  seconde 
partie. 

Ou  peut  l’instituer  d’après  deux  méthodes  analytiques  bien 
distinctes,  quoique  également  générales,  au  moins  envers  les 
courbes  algébriques , l’une  très-naturelle  et  fort  directe,  mais 
d’une  application  trop  pénible,  l’autre  trop  artificielle  et  trop 
détournée , mais  finalement  plus  usuelle. 

56.  La  première  méthode , facile  à concevoir,  consiste  à for- 
muler spontanément  chacune  des  conditions  de  la  définition , 
en  introduisant,  comme  variables  auxiliaires,  sauf  leur  élimi- 
nation ultérieure , les  coordonnées  et  jc',  y",  des  deux 
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CAlrémités  d’anc  quelconque  des  cordes  coosidwées.  £a  nom- 
mant t et  U les  coordonnées  indéterminées  d’un  point  du  dia- 
mètre, et  m le  coefficient  angulaire  des  cordes  correspondantes, 
■ An  aura  d’abord  ainsi  les  trois  équations  fixes 


t = 


y+y 


a 


m = 


y-y 


auxquelles  se  joindront  naturellement , en  chaque  cas,  les  deux 
équations  spéciales 

/W,y)=o,  /(.r",y')  = o, 

exprimant  que  les  points  introduits  apparticmicnl  à la  courbe 
donnée  y)  = 0.  11  suffira  donc  d’éliminer,  entre  ces 
deux  groupes  d’équations,  les  quatre  variables  auxiliaires 
pour  obtenir  aussitôt  l’équation  finale?  («,  «,  m)=0, 
propre  à l’ensemble  des  diamètres  considérés.  Quoique  le  pre- 
mier groupe  ne  se  compose  que  d’équations  du  premier  degré , 
la  double  élimination  à laquelle  devra  présider  le  second  groupe 
deviendra  souvent  presque  impraticable,  quand  la  courbe  don- 
née sera  d’un  degré  un  peu  élevé , même  avec  un  petit  nombre 
du  termes.  On  sait  d’ailleurs  que  l'cxtréme  imperfection  de 
l’analyse  mathématique  ne  permettrait  presque  jamais  une 
pareille  opération  envers  les  courbes  transcendantes,  si  une 
semblable  recherche  y pouvait  offrir  un  véritable  intérêt. 

Un  seul  exemple  caractérisera  suffisamment  cette  méthode, 
sauf  ses  embarras  analytiques,  qu’il  est  aisé  de  concevoir  eu 
général,  et  que  le  lecteur  devra  spécialement  sentir  par  quel- 
ques exercices  spontanés.  Soit  la  courbe  les  deux 

équations  variables  seront  ici  = y' : en  y ayant 
égard , les  équations  fixes  deviendront 

entre  lesquelles  il  reste  à éliminer  x et  x".  Or  cette  élimioa- 
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tion  s’accomplira  aisément  par  substitation , d’après  la  combi- 
naison des  deux  équations  extrêmes,  qui  donne 

j/' = t -j- y/'m — 3/*,  j/'=t — \/  m — 3/"; 

■ il  en  résulte  finalement,  pour  l’ensemble  des  diamètres,  l’é- 
quation 

y=.Zax — 8jt’, 

en  reprenant  la  notation  habituelle  des  coordonnées,  quand 
elle  ne  comporte  plus  d’équivoque. 

Si  l’on  voulait  seulement  exécuter  un  semblable  calcul  en- 
vers les  courbes  y=.x*  Q\xy'  — x^,  fort  peu  différentes  do  la 
précédente,  on  éprouverait  des  diflicultés  algébriques  très- 
considérables. 

57.  Tout  l’artiCco  de  la  seconde  méthode  repose  sur  cette 
observation  évidente  que  les  deux  extrémités  de  chaque  corde 
acquièrent  nécessairement  des  coordonnées  égales  au  signe  près 
quand  on  place  l’origine  des  axes  au  point  correspondant  du 
diamètre.  Ainsi  les  points  du  diamètre  peuvent  être  récipro- 
quement caractérisés  par  cette  aptitude  analytique,  qui  ne 
saurait  convenir  à d’autres.  Si  donc  on  opère,  dans  l'équation 
donnée /(x,  y)  = 0,  un  déplacement  d’origine  indéterminé, 
par  la  substitution  accoutumée  de  r -fx  et  «-{->•  au  lieu  de  x 
et  . U faudra  chercher  la  relation  entre  t et  u propre  à rendre 
la  nouvelle  équation  f {<  -f-x , u -f-^)  = 0 susceptible  de  four- 
nir pour  X,  et  dès  lors  pour  deux  valeurs  égales  au  signe 
près,  quand  on  y supposera  y = mx,  équation  de  la  corde 
correspondante.  En  conséquence,  la  question  consistera  fina- 
lement , après  avoir  changé , d’abord  x-  en  < -f-  x et  ^ en 
« + mx , à découvrir  la  condition  d’une  telle  opposition  aigé-  . 
brique  entre  deux  racines  de  l’équation 

/(t-l-x,  u-j-«w:)=0, 

où  t et  u figureront,  à titre  de  constantes  arbitraires,  parmi 

\ 
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les  divers  coefficients.  Or  pour  résoudre  ce  problème  d’al- 
gèbre, il  suffira  de  constituer  la  divisibilité  du  premier  mem- 
bre de  cette  équation  par  un  binôme  do  second  degré  x* — a’. 
L’élimination  de  l’indétenninéc  auxiliaire  a , qui  désigne  ici 
l’abscisse  spéciale  du  couple  de  points  considérés,  entre  les 
deux  équations  que  fournira  l’annulation  accoutumée  du 
reste  du  premier  degré,  conduira  à la  relation  clicrchéc 
ç{/,  M,  ;«)  = 0,  qui,  géométriquement  envisagée,  constitue 
ré(|uation  générale  des  diamètres  de  la  courbe  proposée. 

Cette  méthode  quoique  souvent  pénible,  sera  beaucoup 
moins  laborieuse  que  la  précédente , comme  n’exigeant  qu’une 
seule  élimination,  an  lieu  de  deux , entre  des  équations  de  degré 
supérieur,  malgré  que  leur  composition  doive  y être  plus 
compliquée  qu’auparavant. 

Soit , par  exemple , lacourbe^=x^.  En  y substituant  r-}-x 
et  u-j-mx,  au  lieu  de  x et  , on  a finalement  l’équation 

X*  -|-4<x’-l-6r’x’-|-(4r’ — /n)x-f-(rl — «)  = 0, 

où  il  s’agit  d’exprimer  la  divisibilité  par  x’ — a*,  ce  qui  donne , 
en  accomplissant  la  division , les  deux  équations 

L’élimination  de  a’  y conduit  aisément  à l’équation  générale 
des  diamètres 

1 6x'y  = OT’  -j- 1 6/nx^ — 64x®, 

beaucoup  plus  compliquée , comme  on  voit , que  celle  de  la 
courbe  primitive. 

Envers  les  courbes  du  second  degré,  cette  seconde  méthode 
comporte  spontanément  une  extrême  simplification  que  nons 
devons  remarquer  déjà.  On  y est  alors  dispensé,  en  effet,  de  la 
division , et  surtout  de  l’élimination  consécutive , qui  en  con- 
stitue le  principal  embarras  algébrique.  L’équation  en  x étant 
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seulement  du  second  degré,  la  condition  analytique fondamcR- 
laie  y devra  directement  consister  dans  l’absence  des  termes  ^ 
du  premier  degré. Tout  le  calcul  se  réduira  donc,  en  ce  cas,  à 
la  simple  substitution  préalable  de  j.'  et  au  lieu  de 

O-  etj-;  l’équalion  générale  des  diamètres  résultera  aussitôt  de 
l'annulation  du  coefiieient  total  do  la  première  puissance  de  x. 

58.  Pour  procurer  convenablement  à l’étude  effective  des 
diamètres  toute  l’utilité  qu’elle  comporterait  dans  la  géométrie 
comparée,  il  importerait  beaucoup  de  pouvoir  sullisammcnt 
constituer  la  théorie  inverse  qui  nous  permettrait  de  ne 
poursuivre  une  telle  appréciation  géométrique  qu’eiivers 
les  courbes  dont  les  diamètres  offriraient  une  assez  grande 
simplicité,  qui  maintenant  ne  saurait  être  facultative.  Ce 
retour  de  l’équation  commune  des  diainétri^  à celle  de  la 
courbe  primitive  constituerait  donc,  en  général,  une  question 
plus  intéressante  que  la  recherche  directe.  Mais,  dans  l’état 
présent  de  la  science,  nos  ressources  sont,  à cet  égard,  comme 
je  vais  l’expliquer, extrêmement  bornées,  par  suite  d’une  grave 
lacune  analytique  , d’ailleurs  très-fâcheuse  en  plusieurs  autres 
• occasions. 

I.a  nature  éminemment  simple  et  directe  de  la  première 
méthode,  la  rend  seule  propre  à une  telle  inversion,  qui  semble 
devoir  s’y  borner  à substituer  les  formules  fixes  dans  l’équa- 
tion donnée  9(<,  «,  m)  = 0 pour  l’ensemble  des  diamètres. 
Mais,  qnoiqu’ayanl  ainsi  éliminé  les  coordonnées  du  diamètre , 
et  introduit  celles  de  la  courbe,  on  ne  saurait  envisager  ce  ré- 
sultat 


B 


+ -»•'  y'+y  y -y 


X X / 


comme  constiluaiU  rràllement  l’équation  de  la  courbe  primi- 
tive , parce  qu’il  s’y  trouve  à la  fois  deux  points  indéterminés 
de  celle  courbe,  au  lieu  d uu  seul.  JNcanmoins,  ou  en  déduirait 
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aisément  l’équalion  cherchée,  si  l’on  y pouvait  séparer  ces 
points,  en  sorte  que  chaque  membre  se  rapportât  à un  couple 
^unique  de  coordonnées  : car,  les  deux  couples  y devant  tou- 
jours entrer  spontanément  de  la  mémo  manière , cette  équation 
prendrait  la  forme 

/4’,  y )=/(-»-•",  y'), 

qui  indiquerait  qu’une  certaine  fonction  des  coordonnées  con- 
serve une  valeur  invariable  en  passant  d’un  point  quelconque 
de  la  courbe  demandée  à un  autre  point  quelconque  ; l’équa- 
tion de  cette  courbe  serait  donc  finalement 

/(•*•,  j)  = c, 

la  constante  c y devant  rester  naturellement  arbitraire , puis- 
que chaque  système  de  diamètres  peut  correspondre  à une  in- 
finité de  courbes  distinctes,  quoique  analogues. 

Toute  la  difficulté  réelle  de  la  théorie  inverse  des  diamètres 
SC  réduit  donc  finalement  à ce  problème  purement  analytique  : 
deux  groupes  de  variables  entrant  identiquement  dans  une 
équation  donnée,  transformer  cette  équation  afin  que  chaque 
membre  n’y  contienne  qn’un  seul  groupe.  Mais  l’analyse  ac- 
tuelle ne  présente  réellement  aucun  principe  propre  à instituer  * - 

ce  calcul  de  séparation.  On  ne  sait  jusqu’ici  séparer  les  groupes 
qu’autant  qu’ils  ne  coexistent  pas  dans  les  mêmes  termes  : il  •* 
suffit  alors  de  transposer  convenablement  d un  membre  à 
l’autre , suivant  la  règle  analytique  la  plus  élémentaire.  II  est 
aisé  de  sentir  combien  rarement  pourront  suffire  des  ressources 
aussi  étroites. 

Pour  en  citer  nn  seul  exemple  caractéristique,  proposons- 
nous  de  trouver  la  courbe  dont  tous  les  diamètres  sont  des 
lignes  droites,  perpendiculaires  aux  cordes  correspondantes, 
et  convergeant  en  un  même  point,  où  nous  placerons  l’origine. 
L’équation  des  diamètres  sera  ici 
. , t -{-iiiu  = 0, 
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qui  fournit , entre  deux  points  quelconques  de  la  courbe  cher- 
chée , la  relation, 

+y) = 0. 


x"  — jd 

Or,  comme  les  termes  où  les  points  seraient  mélés  s’y  détruisent 
sponlanémeut,  une  facile  transposition  l’amcnc  aussitôt  à la 
forme 

ce  qui  donne  Gnalement , pour  la  courbe  demandée , l’équation 
x’+^’=c’, 

où  l’on  reconnaît , conformément  à la  nature  du  cas , un  cercle 
de  rayon  arbitraire. 

59.  La  grande  complication  habituelle  des  calculs  relatifs  à 
la  formation  de  l’équation  générale  des  diamètres , même  en 
suivant  la  mcillenrc  marche,  et  l’cvidcntc  inutilité  d’une  telle 
recherche  envers  la  plupart  des  courbes , doivent  faire  attacher, 
beaucoup  do  prix  à une  commode  détermination -spéciale  des- 
diamétres  rectilignes,  seuls  ordinairement  susceptibles  d’un 
véritable  intérêt , sans  être  obligé  de  les  déduire  de  cette  équa- 
tion commune,  où  ils  si'raicnt  d’ailleurs  nécessairement  com- 
pris. Ur,  il  est  facile  d’instituer  cette  importante  méthode  sub- 
sidiaire , d’après  les  formules  relatives  à la  transposition  des 
axes , en  se  fondant  sur  l’inlluence  analytique  des  diamètres 
rectilignes,  quand  on  prend  cliacun  d’eux  pour  axe  dos  abscisses 
avec  des  ordonnées  parallèles  aux  cordes  correspondantes.  La 
seule  déCnition  des  diamètres  conduit  aisément  à reconnaître  , 
comme  j’ai  en  plusieurs  occasions  de  l’indiquer  dans  la  première 
partie  de  ce  traité,  que  l’équation  doit  alors  renfermer  seule-  ' 
ment  les  puissances  paires  de  l’ordonnée,  afin  que  les  valeurs 
de  celle-ci  puissent  être  deux  à deux  égales  au  signe  prés  pour 
chaque  valeur  de  l’abscisse , suivant  un  caractère  esscutielle- 
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ment  analogue  à celai  qui  furme  la  base  de  la  seconde  méthode 
générale.  Une  telle  aptitude  analytique  pouvant  donc  sullire 
à caractériser  les  diamètres  rectilignes , on  les  obtii'udra  , par 
une  transposition  d’axes  indéterminée  , d’après  les  formules 

X = a.-'  cosX'+y  cosY'+a , j-  = x'sin  X'+y  sin  Y'+è, 

si  les  anciens  axes  sont  rectangulaires,  en  chcrcbanl  à disposer 
des  constantes  angulaires  ou  linéaires  ainsi  introduiU's  pour 
anéantir,  dans  l’équation  proposée,  tous  les  termes  distincts 
relatifs  aux  puissances  impaires  de  y résultées  de  cette  substi- 
Intiou.  Quand  des  valeurs  réelles  et  (Inics  de  ces  diverses  œn- 
stantes  auront  pu  remplir  toutes  ces  conditions , la  courbe 
proposée  admettra  des  diamètres  rectilignes,  envers  cbacun 
desquels  on  connaîtra  ainsi  un  point , sa  direction  , et  celle  des 
cordes  correspondantes.  Au  cas  contraire  , l’absence  de  tels 
diamètres  sera  pareillement  constatée. 

Comme  ce  caractère  analytique  ne  dépend  aucunemenf  de  la  ■ 
position  de  l’origine , pourvu  qu’elle  reste  sur  le  diamètre , on 
pourra , pour  abréger  les  calculs , supprimer  l’une  des  con- 
stantes linéaires  a ou  è,  sans  diminuer  réellement  la  faculté  de 
satisfaire  aux  conditions  proposées,  puisque  cela  revient  à placer 
l’origine  à l’intersection  du  diamètre  cherché  avec  l’un  des 
axes  actuels.  Ainsi , les  constantes  arbitraires  introdnites  sont 
toujours  seulement  au  nombre  de  trois,  et  ne  permettront  par 
conséquent  d'annuler  à volonté  que  trois  des  puissances  im- 
paires de  la  nouvelle  ordonnée.  Si  donc  l’équation  donnée  en 
contient  davantage,  le  problème  sera  ordinairement  impos- 
sible. C’est  ce  qui  a lien  dés  le  troisième  degré,  où  les  condi- 
tions seraient  déjà  au  nombre  de  quatre,  à cause  des  termes 
cny,  j/y,  yx",  cty^i  cette  disproportion  se  prononce  en- 
suite de  plus  en  plus,  à mesure  que  le  degré  s’élève.  En  consi- 
dérant , à cet  egard , l'ensemble  des  courbes  algébriques , un 
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voit  donc  que  rcxistcncc  des  diamclrcs  rcclilignos,  sans  jamais 
dire  iinpussiidc  en  aucun  degré , devient  de  plus  en  plus  excep- 
tionnelle au  delà  du  second.  Mais,  pour  celui-ci , les  conditions 
y étant  seulement  au  nombre  de  deux,  le  problème  est,  au 
contraiEe,  indéterminé,  et  il  existe  une  infinité  de  diamètres 
rectilignes , ou  plutôt  ils  le  sont  tous  ; puisque , la  direction 
des  cordes  restant  arbitraire,  on  pourra  encore  suflirc  aux 
conditions  convenables,  d’après  la  seule  disponibilité  des  deux 
constantes,  angulaire  et  linéaire,  propres  au  diamètre  corres- 
pondant. 

Une  telle  méthode  de  détermination  spéciale  des  diamètres 
rectilignes  conduit  aussitôt , d’après  une  légère  modification , à 
déterminer  aussi  les  axes  géométriques  proprement  dits , c’est- 
à-dire,  les  droites  autour  desquelles  une  courbe  est  symétrique; 
car  CCS  droites  constituent  évidemment  de  simples  diamètres 
rectilignes , qui  ne  se  distinguent  des  autres  que  par  leur  per- 
pendicularité aux  cordes  correspondantes.  Ou  aura  suflisam- 
meut  égard  à cette  circonstance  caractéristique,  en  employant , 
dans  la  substitution  fondamentale,  les  formules 


x=af  cos  X’ — y sin  sin  X'-t-y  cos  X'-fô, 


où  l’on  a exprimé  la  rectangularité  des  nouveaux  axes.  Les 
conditions  ordinaires  ne  pourront  donc  ici  élrc  remplies  qu’à 
l’aide  des  deux  constantes  arbitraires  relatives  à l’axe  cherché  : 
en  sorte  que  l’existence  de  tels  axes  sera,  en  général,  encore 
plus  exceptionnelle  que  celle  des  autres  diamètres  rectilignes  ; 
leur  situation  deviendra  même  déterminée  pour  le  second 
degré , sauf  le  seul  cas  du  cercle , où  cette  anomalie  analytique 
est  aisément  explicable. 

Quand  l'axe  d’une  courbe  a été  trouvé,  et  qu’il  est  placé  de 
manière  à la  rencontrer,  celte  intersection  constitue  uneespt*ce 
‘ . remarquable  de  points  singuliers,  dont  la  vraie  nature  dépend 
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ensuite  de  la  direction  correspondante  de  la  tangente.  D'après 
la  symétrie  supposée,  cette  direci ion  ne  peut  être,  évidemment, 
que  celle  de  Taxe  on  sa  perpendiculaire , à moins  qn'il  n’y  ait 
denx  tangentes  symétriquement  placées  autour  de  l'axe.  Le 
point  cherché  sera  donc  un  point  de  rebroussement  dans  le  pre- 
mier cas , un  noeud  dans  le  dernier,  et  ce  qu’on  nomme  un 
tommel  dans  l’autre  cas. 


CHAPITRE  V. 


Tbeorie  des  centres. 

60.  Pour  étendre  convenablement  cette  dénomination  géo- 
métrique , longtemps  bornée  au  cercle,  il  suffit  de  restreindre  à 
la  seule  comparaison  binaire  des  points  directement  opposés  la 
notion  d'équidistance,  d'abord  absolue,  qui  on  constitue  le 
caractère  essentiel  ; en  sorte  que  le  centre  d'une  courbe  est , en 
général , le  milieu  de  toutes  les  cordes  qui  y passent , quelles 
que  soient  d’ailleurs  leurs  longueurs  relatives.  Un  tel  point  est 
’ nécessairement  unique  dans  les  courbes  algébriques  proprement 
dites,  que  nous  devons  ici  avoir  principalement  en  vue,  puis- 
qu’elles ne  peuvent  offrir  qu’un  nombre  limité  de  ^ints  en  ligne 
droite.  Mais,  an  contraire,  celles  des  courbes  transcendantes 
qu’une  droite  peut  couper  en  une  infinité  de  points  présenteront 
quelquefois  une  infinité  de  contres,  comme  nous  aurons  lieu, 
par  exemple,  de  le  constater  ci-dessous  envers  les  courbes 
sin  JT,  J = tang  JT. 

Il  serait  superflu  d'insister  ici  sur  l'importance  évidente  d’une 
telle  recherche,  puisque  la  détermination  du  centre  d’une 
courbe,  ou  même  la  certitude  qu’elle  n’en  comporte  pas,  Joi- 
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vont  certainement  contribuer  beaucoup  à mieux  indiquer  sa 
Gguro  générale. 

Cette  question  admet , en  général , deux  méthodes  très-dis- 
" tinctes  : l’une  très-naturelle,  mais  trop  compliquée , qui  la  rat- 
tache à l’ctudc  des  diamètres  ; l’autre  plus  indirecte , mais  bien 

• • 

plus  simple,  et  seule  vraiment  usuelle,  qui  lui  est  spécialement, 
propre. 

6 1 . Le  principe  de  la  première  méthode  consiste  à regarder 
le  centre  d’une  courbe  comme  le  point  de  concours  nécessaire 
de  tous  scs  diamètres  quelconques  i car,  en  rapprochant  les 
deux  définitions,  on  conçoit  aussitôt  que,  si  une  courbe  a un 
contre,  chacun  de  scs  diamètres  y devra  passer;  et,  réciproque- 
ment , si  tous  les  diamètres  d’une  courbe  ont  un  point  commun, 
ce  point  sera,  par  cela  même , le  centre  de  la  courbe.  Sous  cet 
aspect,  la  théorie  analytique  des  centres  consisterait  à juger, 
d’après  l’équation  générale  des  diamètres  de  la  courbe  proposée, 
formée  suivant  les  régres  du  chapitre  précédent,  si  ces  divers 
diamètres  convergent  indistinctement  en  un  point  unique. 
Quand  cette  convergence  se  fait  à l’origine  des  coordonnées,  la 
seule  inspection  de  l’équation  des  diamètres  l’indique  aussitôt, 
par  l’absence  constante  du  terme  indépendant  des  deux  varia- 
bles. C’est  ainsi,  par  exemple,  que,  pour  la  courbc^=x’,  l’é- 
quation généraledes  diamètres,  obtenue  au  chapitre  précédent, 
y=Zmx — montre  que  son  centre  est  à l’origine,  puisque, 
quel  que  soit  m,  le  diamètre  y passera  toujours.  Mais,  lorsque 
ce  concours  s’opi're  en  un  point  quelconque  du  plan,  un  calcul 
spécial , et  souvent  pénible , devient  indispensable  à sa  mani- 
festation. Il  faut  alors  attribuer  au  paramètre  angulaire  m qui, 
dans  l’équation  générale,  distingue,  les  divers  diamètres,  deux 
dilTércntcs  valcùrs  indéterminées  m!  et  m",  et  chercher  ensuite 
. les  coordonnées  du  point  commun  à ces  deux  diamètres  quelcon- 
ques, qui  peuvent  représenter  toutes  les  combinaisons  binaires 
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des  diamètres  proposés.  Si  les  valeurs  de  ces  coordonnéra  com- 
munes, simplifiées  autant  que  possible,  deviennent  finalement, 
indépendantes  de  m’  et  m",  la  courbe  aura  un' centre,  dont  ces 
valeurs  détermineront  la  position , puisque  l’universelle  con- 
vergence des  diamètres  y sera  ainsi  constatée.  Quand , au  con- 
traire, on  aura  reconnu  que  ces  valeurs  ne  peuvent  être  reip-  • 
* dues  indépendantes  de  m' et  m'\  comme  il  arrivera  le  plus  sou- 
vent , chaque  couple  de  diamètres  ayant  alors  son  intersection 
propre,  il  sera  certain  que  la  courbe  manque  de  centre. 

Soit,  par  exemple,  la  courbe  j'’ — jcy+x  = 0.  En  y appli- 
quant la  seconde  méthode  des  diamètres,  on  trouvera  aisément 

que  leur  équation  générale  est  J' = J.  Or,  si  l’on  y fait’ 

successivement  m = m',  m = m'\  on  trouve  d’abord  que  l’ab- 


scisse commune  est  ' 


2w"— 2ot' 


, fraction  indépendante  de  m" 

m"  — m' 

et  ///',  cl  toujours  égale  à 2 : mais  il  faut , en  outre , s’assurer 
d’un  pareil  caractère  envers  l’ordonnée  correspondante , que 

l’on  trouve,  en  effet,  exprimée  dès  lors  — |^.  La 

courbe  a donc  un  centre , dont  l’abscisse  est  2 et  l’ordonnée  1 . 
Considérons  encore  la  courbe  y — -f-  j:’  — x = 0. 

L’équation  générale  des  diamètres  est  ici  j'=x-{-  ^ - . Sa 

seule  inspection  montre  que  tous  les  diamètres  sont  des  droites 
parallèles;  d’où  il  suit  aussitôt  que  la  courbe  manque  de 
centre. 

Une  telle  méthode  deviendra  souvent  presque  impraticable 
au  delà  du  second  degré,  puisque,  outre  la  formation,  fré- 
quemment pénible,  de  l’équation  générale  des  diamètres,  qui 
n’a  d’ailleurs,  en  elle-même,  aucune  antre  utile  destination 
gtHiméli  ique , elle  exige  une  élimination  ordinairement  Irés- 
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laborieuse , entre  des  équations  qui  sont  toujours  pins  compli- 
quées que  celle  de  la  courbe  donnée.  Je  n’ai  donc  mentionné  ce 
premier  moyen  que  comme  conséquence  naturelle  de  la  théorie 
établie  au  chapitre  précédent.  C’est  uniquement  d’après  la  . 
seconde  méthode  qu’on  devra  procéder  habituellement  à la 
détermination  des  centres. 

62.  Delà  seule  définition  du  centre,  il  résulte  aussitôt  que, 
si  on  prend  ce  point  pour  origine  des  coordonnées , quelle  que. 
soit  d’ailleurs  la  direction  ou  l’inclinaison  des  axes,  tous  les 
points  de  la  courbe  auront  deux  à deux  des  coordonnées  égales 
et  de  signe  contraire  ; en  sorte  que  l'équation  ne  devra  pas 
. changer  quand  on  y changera  simultanément  les  signes  des 
deux  variables:  il  est  pareillement  évident,  en  sens  inverse, 
que  la  vérification  d’un  tel  car.aetére  anatylique  permet  d’assu- 
rer que  l’origine  correspondante  est  le  centre  de  la  courbe.  Tel 
est  le  principe  général  sur  lequel  repose  la  méthode  la  plus 
propre  à la  recherche  des  centres.  C’est  ainsi  que,  à la  simple 
inspection  des  équations^  = ar’,  ^ = sinx,  ^ = tangjr,  on 
reconnaît  que  ces  courbes  ont  pour  centre  l’origine  des  coor- 
données. Quand  le  changement  de  x en — xet^  en — j'  altère 
l’équation  proposée,  cela  peut  tenir  ou  bien  à ce  que  la  courbe 
manque  réellement  de  centre,  ou  bien  à ce  qu’il  est  placé 
ailleurs  qu’à  l’origine.  Mais,  comme  une  telle  propriété  analy- 
tique est  toujours  possible  envers  uno  certaine  origine  si  la 
courbe  a cfTectivemcnt  un  centre , on  dissipera  totalement  cotte 
incertitude  d’apres  un  déplacement  d’origine  indéterminé,  en 
substituant  a--f-a  ct^-f-é  au  lieu  dex  et^,  afin  de  disposer 
des  constantes  arbitraires  a et  1/  ainsi  introduites  pour  que 
l’équation  supporte  sans  altération  le  changement  simultané  du 
signe  des  deux  variables.  Lorsqu’une  telle  condition  sera  con- 
vcnahlonicnt  satisraile,  la  courbe  aura  un  centre,  dont  les 
valeurs  correspimilantes  do  « et  ô détermineront  la  position  ; 
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quand , au  conlrairc , aucun  système  de  valeurs  réelles  et  flnics 
de  ces  deux  constantes  ne  rendra  l’équation  susceptible  d’une 
telle  aptitude,  on  sera  pareillement  assuré  que  la  courbe 
manque  do  centre. 

Cette  méthode , aussi  simple  que  générale , ne  convient  pas 
' moins  aux  équations  transcendantes  qu’aux  équations  algé- 
briques. On  peut  ainsi  constater,  par  exemple,  envers  les 
courbes ^ = sin-c,^  = tangx,  que  tous  les  points,  en  nombre 
inlini,  où  elles  coupent  l’axe  des  x,  constituent  autant  de  véri- 
tables centres;  puisque,  en  y plaçant  l’origine,  par  la  substi- 
tution de  x-f-s,  x+2rr,  au  lieu  de  X,  chacune  de 

ces  équations  continuera  à jouir  de  la  propriété  analytique  qui  ‘ 
caractérise  le  centre  : ces  courbes  étant,  en  effet,  composées 
d’une  inOnité  de  parties  identiques,  d’après  la  périodicité  des 
fonctions  correspondantes , il  serait  géométriquement  impos- 
sible de  trouver,  à cet  égard , aucun  motif  de  préférer  une 
quelconque  de  ces  intersections  à toutes  les  autres. 

En  considérant  spécialement  les  courbes  algébriques , on  y 
peut  formuler  davantage  la  méthode  des  centres,  si  l’on  appré- 
cie d’avance  rinlluencc  générale  du  changement  de  signe  des 
deux  variables  sur  les  quatre  sortes  de  termes  qu’elles  peuvent 
contenir,  suivant  les  types  A-c",  Br",  D.  Les  deux  pre- 

miers changeront  de  signe  ou  resteront  inaltérables  selon  que 
l’exposant  de  leur  unique  variable  sera  impair  ou  pair.  Quant 
aux  termes  où  les  variables  coexistent,  la  règle  .sera  encore  la 
même,  en  estimant  le  degré , comme  de  coutume , par  la  somme 
des  deux  exposants  : car,  si  ce  degré  est  impair,  l’un  des  fac- 
teurs n’aura  pas  varié,  cl  le  changement  de  signe  de  l’autre 
entraînera  celui  du  produit;  si,  au  contraire,  le  degré  est  pair, 
ou  aucgn  des  facteurs  n’aura  varié,  ou  ils  auront  à la  fois 
changé  de  signe,  en  sorte  que  le  produit  ne  sera  jamais  altéré. 

II  résulte  de  cette  appréciation  que  l’équation  ne  pourra  snp- 
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porter  .cans altération  le  changement  élémentaire  qni  caractérise  . 
le  centre  qu’autant  que  ses  divers  termes  seront  tous  de  degré 
impair  ou  tous  de  degré  pair,  en  comprenant  le  terme  constant  • 
parmi  ceux  de  degré  pair.  C’est  donc  à faire  disparaître  les 
termes  de  degré  impair,  si  l’équation  est  do  degré  pair,  ou  les 
termes  de  degré  pair,  si  son  degré  est  impair,  qu’il  faudra  desti- 
ner le  déplacement  d’origine  propre  à déterminer  le  centre, 
puisque  d’ailleurs  le  degré  de  l’équation  ne  saurait  varier. 

Si  l’on  envisage  l’ensemble  des  cas , cette  méthode  indique 
aussitôt  que  l’existence  d’un  centre  est  normale  dans  les  courbes 
•lu  second  degré , où  il  faudra  enlever  ainsi  seulement  k's  deux 
termes  du  premier  degré,  ce  qui  sera  ordinairement  possible  en  . . 
disposant  convenablement  des  deux  constantes  arbitraires  a et  ù.‘ 
ce  ne  sera  que  par  exception  que  la  courbe  manquera  de  centre, 
quand  les  valeurs  de  ces  constantes  deviendront  inGnics.*  Mais , . 

au  contraire,  dès  le  troisième  degréj  et  ensuite  toujours  davan- 
tage, les  courbes  pourvues  de  centre  constituent  nécessairement 
une  exception  de  plus  en  plus  rare  à mesure  que  le  degré 
s’élève,  parce  que  le  nombre  croissant  des  conditions  à remplir 
y excède  progressivement  le  nombre  Gxe  des  quantités  dispo- 
nibles. 

Quant  à la  situation  générale  du  centre,  il  résulte  de  celle 
méthode  que,  dans  toutes  les  courbes  de  degré  impair,  le  centre 
est  inévitablement  placé  sur  la  courbe,  puisque,  en  y transpor- 
tant l’origine,  le  terme  indépendant  des  deux  coordonnées 
figure  alors  parmi  ceux  qui  doivent  disparaître.  I.,a  suppression  * 
de  ce  terme  n’étant  pas  obligatoire  lorsque  le  degré  est  pair,  le 
centre  pourra  donc,  en  ce  cas , ne  plus  appartenir  à la  circim- 
férence  de  la  courbe,  sans  qu’une  telle  position  y soit  d’ailleurs  * 
impossible. 

63.  Tous  les  calculs  qu’exige  la  méthode  précédente  pouvant 
également  s’accomplir  malgré  l’iiidctcrmination  , non  des  cx- 
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posants,  mais  des  roeflicienls,  on  pourra  l'appliquer , en  sens 
inverse,  à formuler  les  conditions  nécessaires  pour  qu'une 
courbe,  connue  seulement  d'espèce , ait  son  centre  en  un  point 
donné.  Si  a et  b désignent  les  coordonnées  de  ce  point,  il 
sullira  d'opérer,  dans  l'équation  proposée y(-i\j'',5',S,7,'î,...)=0, 
la  substitution  alors  déterminée  de  jc-\-a  et  ^ -j-6  au  lieu  de 
a-  et  afin  d'annuler  ensuite  le  coefficient  total  de  chacun  des 
termes  qui  doivent  ainsi  disparaître  ; ce  qui  fournira  autant  de 
relations  propres  à spécifier , conjointement  avec  d’autres  con- 
ditions quelconques,  les  constantes  inconnues  a,  C,  y,  S,  etc. 
Ces  relations  seront,  par  exemple , au  nombre  de  quatre  dans 
une  équation  du  troisième  degré , où  il  faudra  supprimer  les  * 
trois  termes  du  second  degré  et  le  terme  constant;  elles  devien- 
dront de  plus  en  plus  nombreuses  à mesure  que  le  degré  s’é- 
lèvera/ 

Au  sujet  d’un  tel  accroissement , il  importe  de  dissiper  l'ob- 
jection très-naturelle  qu’il  semble  d’abord  présenter  contre  le 
principe  général , établi  au  premier  chapitre  de  cette  seconde 
partie,  sur  la  manière  dont  les  points  singuliers,  quelle  que 
soit  leur  nature,  contribuent  nécessairement  à la  détermination 
des  courbes.  Selon  ce  principe , le  centre  d’une  courbe , en  tant 
que  point  singulier,  ne  devrait  jamais  compter  que* pour  deux 
conditions  déterminantes;  ta'ndis  que,  suivant  notre  apprécia- 
tion spéciale,  il  parait  devoir  en  fournir  quatre  dans  le  troi- 
sième degré,  six  dans  le  quatrième , etc.  Mais  cette  apparente  • 
contradiction  ne  résulte  qued’un  jugement  trop  confus,  où  l’on 
attribue  à la  situation  donnée  du  centre  ce  qui  provient  uni- 
quement de  sa  simple  existence,  alors  plus  ou  moins  excep- 
tionnelle. Dans  le  troisième  degré,  par  exemple,  l’existence  du 
centre,  en  quelque  lieu  qu’il  se  trouve,  exige  deux  relations 
entre  les  coefficients  de  l'équation  générale  ; ces  relations,  qui 
complètent  la  définition  de  la  courbe , doivent  y être  toujours 
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prises  en  considération,  quand  même  son  centre  ne  serait  pas 
connui  de  même  que,  en  sens  inverse,  l’absence  de  centre  four- 
nirait une  condition  determiuaute  envers  une  courbe  du  se- 
cond degré.  Si  donc  la  courlnj  du  troisième  degre  que  l’on 
considère  est,  en  effet,  du  petit  nombre  de  celles  qui  ont  un 
centre,  comme  cela  doit  être  pour  qu’une  telle  question  soit 
raisonnablement  posée,  ces  deux  conditions  se  trouveront  iden- 
tiquement satisfaites,  et  la  position  du  centre  donné  ne  fournira 
véritablement  quedeux  relations  entre  les  paramétres  inconnus. 
Mais,  si,  au  contraire,  on  n’avait  pas  ainsi  spécifié  la  courbe 
proposée , et  qu’on  se  fût  borné  à indiquer  sou  degré,  tout  en 
lui  imposant  un  centre,  ces  deux  premières  conditions,  indé- 
l>endantcs  de  la  situation  spéciale  de  ce  centre,  quoiqn’alors 
elles  ne  fussent  plus  identiques,  ne  représenteraient  qu’un 
simple  complément  de  définition , indispensable  à 1a  nature  du 
problème,  et  servant  à développer  suflisaminent  une  circons- 
tance trop  implicitement  supposée  dans  l’énoncé.  En  un  cas 
quelconque,  la  position  particulière  assignée  au  centre  ne  four- 
nira jamais,  par  cllc-méme , que  deux  relations  déterminantes  , 
conformément  à la  théorie  fondamentale  tiifchapilre  premier. 


CHAPITRE  VI. 

Tbforie  de  U siuiiUlude  des  courbes. 


6i.  La  notion  de  similitude  convient  évidemment,  par  sa 
nature,  à toutes  les  figures  possibles,  envers  lesquelles  les 
observateurs  les  plus  étrangers  à la  géométrie  rationnelle 
emploient  journellement  les  qualifications  de  semblables  ou 
dissemblables,  en  y attachant  un  sens,  vague  et  confus  |>cu(- 
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ôlrc,  mais  Ru  fond  essentiellement  juste.  Quand  les  géomèlres  ‘ 
se  sont  spécialement  empares  de  cette  conception  universelle  et 
spontanée  pour  la  systématiser  convenablement  après  l’avoir 
nettement  analysée,  ils  ont  dû  considérer  premièrement  les 
figures  purement  rectilignes,  dont  les  éléments  sont  directe-, 

• ment  appréciables , ainsi  que  les  lois  de  leur  assemblage.  C’est 
là  que  la  similitude  se  montre  avec  une  pleine  évidence  comme 
consistant  dans  l’égalité  des  angles  respectifs  et  la  proportion- 
nalité des  côtés  homologues  : tonte  l’élaboration  scientifique 
n’a  pu  consister , à cet  égard , qu’à  réduire  au  moindre  nombre 
possible  les  conditioiiA telle  définition  ou  appréciation, 
d’abord  envers  les  et  ensuite  pour  les  polygones  quel- 

conques, siùŸWit  les  CÉiplicatiuns  de  la  géométrie  élémentaire. 
Mais  il  s’agttJillsateDant  d’étendre  convenablement  aux  diverses 
courbes  planes  ces  notions  primordiales,  afin  de  découvrir, 
en  chaque  cas,  les  conditions  précises  de  la  similitude,  ou  de 
^ consUi^  (]U0  l’identité  d’espèce  n’exige  aucune  relation  parti- 
culière ; question  dont  il  serait  superflu  de  faire  ici  ressiu'tir  • 
;i  expressément  la  haute  importance. 

Au  premier  aspect , une  telle  extension  semble  ne  pouvoir 
^s'opérer , en  général,  que  d’après  l’analyse  transcendante,  qui, 
^fen  considérant  les  courbes  comme  des  polygones  d’une  infinité 
S'.  de  côtés  infiniment  petits,  permettrait  d’y  exprimer  distinc- 
^ tement  l’égalité  directe  des  angles  et  la  [)roportionnalité  des  * 
côtés,  sans  être  alors  arrêté  par  la  nature  infinitésimale  des 
uns  et  des  autres.  Mais  un  examen  plus  approfondi  do  cette 
importante  théorie  géométrique  conduit  à reconnaître  que 
l’analyse  ordinaire  sullit  réellement  à l’instituer  d’une  manière 
toul  aussi  générale  et  beaucoup  plus  commode.  11  faut  seule- 
ment, pour  cela,  choisir  convenablement,  parmi  les  propriétés 
essentielles  des  polygones  semblables , celles  qui  sont  suscepti- 
bles de  devenir  immédiatement  appréciables  envers  les  courbes. 
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sans  exiger  la  considération  de  côtés  inHniment  petits  et  d’an- 
gles intlnimcnt  obtus,  et  en  rtnluisant  l’inévitable  notion  de 
l’infini  à n’inlluer  que  sur  le  uombre  des  sommets  , à l’egard 
desquels  Tuniformité  de  leur  caractère  analytique  permet  aisé- 
ment de  surmonter  une  telle  difTiculté,  d’après  le  simple 
examen  d’un  point  indéterminé  , propre  à les  représenter  tous, 
suivant  un  artiGcc  logique  déjà  familier , à beaucoup  d’autres 
titres , en  géométrie  analytique. 

On  ne  peut  d’abord  employer  à cet  indispensable  olllce  la 
proposition  fondamentale , trop  exclusivement  mentionnée  dans 
l’enseignement  habituel  de  la  géométrie  élémentaire , sur  la 
décomposition  des  polygones  semblables  en  triangles  semblables. 
Car.  en  l’étendant  aux  courbes  , cette  décomposition  offrirait , 
comme  la  déGnition  primitive  elle-même , quoiqu’à  un  moindre 
degré , l’inconvénient  capital  d’obliger  à considérer  des  angles 
et  des  côtés  inliuitésimaux-  Mais , la  théorie  de  la  similitude 
des  ügurcs  rectilignes  fait  aussi  comtaitre,  à leur  égard  , deux 
autres  propriétés  générales,  dont  chacune  est , par  sa  nature , 
éminemment  propre  à s’étendre  aux  courbes,  comme  sponta- 
nément exempte  d’un  tel  vice  ; de  manière  a pouvoir  fournir 
ensuite,  plus  où  moins  commodément,  un  fondement  suGisant 
à la  théorie  analytique  que  nous  voulons  constituer  ici. 

65.  D’après  la  première  de  ces  propriétés , les  contours  sem- 
blables ont  leurs  divers  sommets  déterminés  par  des  triangles 
respectivement  semblables  ayant  tous,  dans  chaque  Ggure,  une 
basecomrounc;  cl  réciproquement,  deux  figures  ainsi  construites 
seront  nécessairement  semblables , quel  que  soit  le  rapport  de 
ces  deux  bases  homologues.  Les  côtés  et  les  angles  de  ces  trian- 
gles artiGciels,  indépendants  de  la  Ggure  proposée, restant  natu- 
rellement Unis  quand  le  polygone  devient  infinitésimal , rien 
n’cm  pèche  d’étendre  aux  courbes  un  tel  caractère,  avec  la  seule 
obligation  de  l’y  vcriücr  envers  un  |H)iut  iudclcrmiué , comme  le 
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permet  toujonrs  rnnirormité  de  la  déGnüion,  géométrique  oa 
analytique,  afin  d’éviter  l’embarras  direct  d’un  nombre  iuüui 
de  points.  C’est  ainsi , par  exemple,  qu’on  démontrerait  aisé- 
ment la  siiiiilitudc  constante  de  deux  cercles  , surtout  en  y pre- 
nant pour  bases  deux  diamètres  respectifs  ; puisque  les  triangles, 
dés  lors  constamment  rectangles , se  trouveraient  spontané- 
ment semblables,  en  ne  comparant  entre  eux , suivant  l’esprit 
de  ce  théorème , que  des  points  pour  lesquels  un  des  angles  à 
la  base  offrirait , de  part  et  d’autre,  la  mémo  grandeur,  'if.  '■  ' 
Il  ne  sera  pas  difficile  de  formuler  analytiquement  cette  pre- 
mière théoi  ie  , quand  un  aura  d’abord  convenablement  adopté 
des  bases  homologues , dont  le  choix  pourra  presque  toujours 
influer  beaucoup  sur  la  simplification  des  calculs.  Soient 
J')=0,  fes  équations  des  deux  courbis 

données  de  même  espèce,  AMBK,  A'M'IV^l',  (/îÿ.  37),  dont 
il  faut  antrécier  la  similitude.  Après  y avoir  choisi  deux  bases 
homologues,  AB,  A'B',  par  exemple , on  mènera , par  une 
extrémité  A de  la  première  base , une  droite  AM  formant  avec 
elle  un  angle  arbitraire , ayant  une  tangente  indéterminée  m ; 
ce  qui  n’offre  aucun  embarras  , suivant  la  théorie  analytique 
de  la  ligne  droite.  Calculant  ensuite  les  coordonnées  du  point 
M où  elle  coupe  la  courbe , on  en  déduira  , conformément  à la 
même  théorie  préliminaire  , la  tangente  de  l’inclinaison  de  la 
base  AB  sur  la  droite  BM  qui  joint  son  autre  extrémiité  B à 
celle  intersection  : celte  tangente  sera  finalement  une  fonction 
déterminée  de  la  constante  arbitraire  m.  Une  seconde  fonction 
analogue  de  la  même  constante  résultera  d’un  pareil  calcul 
envers  l’autre  courbe.  Dès  lors , les  angles  en  A et  A'  ayant  été 
pris  égaux  , la  simiUtude  exigera  la  coïncidence  de  ces  deux 
fonctions , quel  que  soit  m , afin  d'exprimër  l’égalité  nécessaire 
des  angles  en  B et  B',  cl  par  suite  la  similitude  continuelle  des 
triangles  MAB,  M'A'B’,  envers  un  point  quelconque  de  chaque 
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courbe  comparé  à son  homologuc^e  l autre.  Ainsi , les  rela- 
tions que  pourra  exiger  une  telle  ideBlificalion  mire  lest»n- 
stantes  des  deux  équnlions  propos<’^es  constituer* >iit  ausaili'it 
les  conditions  de  similitude  propri'S  aux  courlx's  corres|>*)n- 
danles  < et,  si  celles-ci  devaient  être  toujours  semblables , par 
cela  seul  qu’elles  appartiendraient  à l’cspcce  donnée , ou  le  r*;- 
connaltrait  aussi , en  constatant  alors  l'identité  spontanée  des 
deux  fonclious  obtenues. 

Supposons , par  exemple  , qu’il  s’agisse  de  deux  ellipses  ou 
de  deux  hyperboles,  d’après  la  défliiilion  du  ii°  19.  £n  prenant 
pour  bases  respectives  des  deux  séries  de  triangles  les  lignes, 
OA , OA',  [jig.  38) , évidemment  homologues  , qui  joignent 
chaque  point  fixe  A ou  A'  au  centre  correspondant , cl  conciv 
vant  ces  lignes  superposées , les  équations  des  deux  courbes , 
relativement  aux  axes  accoutumés , seront 


c>’-t-(c’-*T)a*=  --[c'-æ),  Ac'^—e  ). 


cl  leur  parfaite  analogie  permettra  de  n’exécuter  qu’envers 
l’une  seulement  le  calcul  prescrit.  Menant  donc  de  U une 
droite  arbitrairement  inclinée  sur  la  base  OA,  son  équation 
sera  , et  les  coordonnées  de  son  intersection  M avec  la 

courbe  scrout 


c 1 / c'—d‘ 

2 V mV-f  c‘— 


me  / c* — 
~ï  V n7c'  '-Çc 


æ' 


La  tangente  de  l’inclinaison  de  la  base  sur  la  droite  qui  joint  ce 
point  M à sa  seconde  exlréinité  A , ne  sera  ici  que  le  coeflicicnt 
angulaire  de  cette  lign<>  MA;  et,  par  suite,  on  aura  fitia- 
lement  ■ 


tang.ç= 


fihC 


\/  c' — d‘ 


c\/  c‘ — iP  — d \/ m'e'  -j-  c‘ — 
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D’après  un  pareil  résultat  envers  l’antre  courbe,  il  faudra, 
pour  la  similitude,  qu’on  ait  identiquement 



cVd^—d  Vndd'-^dT d \/c<-’'—a\/lidd^-\-c'—d'' 

quel  que  soit  m or  il  est  aisé  de  constater  qu’une  telle  iden- 

c cf 

tité  exige  la  condition  ^ H n’y  a donc  d’ellipses  ol» 

d’hyperboles  semblables  que  celles  où  les  deux  dimensions  men- 
tionnées dans  cette  définition  sont  respectivement  proportion- 
nelles. 

Considérons  encore  l’exemple  de  la  parabole,  d’après  la  dé- 
finition du  n«  20.  En  prenant  pour  bases  les  droites  OF , OF' 
dig.  39)  qui  joignent  chaque  point  fixe  au  sommet,  et  faisant 
d’ailleurs  coïncider  les  axes  et  les  sommets  des  deux  paraboles, 
on  mènera  encore,  de  l’origine  O,  une  droite  arbitraire^ = mx, 
dont  l’intersection  M avec  la  première  parabole  = don- 

nera  x—  —,y=  — . En  joignant  ce  point  M à l’autre  extré- 
m m 

•2d 


mi  té  F de  la  base,  ou  aura  tang . y = Or , ce  résultat  ne 

m’  2 

saurait  changer  en  y remplaçant  d par  tV  poar  l’autre  para- 
bole, puisqu’il  est  évidemment  indépendant  de  d.  Donc,  deux 
paraboles  sont  toujours  semblables  entre  elles,  comme  deux 
cercles.  Il  serait  aisé  de  constater  aussi,  d’après  l’équation 

s ’ = , — , en  choisissant  convenablement  les  bases , qu’il  en 

2r — X ’ 

est  encore  de  même  de  deux  cissoïdes.  Au  reste,  en  rappro- 
chant ces  trois  cas  de  similitude  spontanée,  on  conçoit,  à priori, 
qu’une  telle  relation  est  inévitalde  en  toute  espèce  de  courbe 
dont  l’équation  pourra  être  réduite  à ne  contenir  qu’une  seule 
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constante  arbitraire  : car,  s’il  y pouvait  exister  une  condition 
quelconque  de  similitude,  elle  tendrait  alors  à déterminer  cette 
unique  constante  ; en  sorte  que  la  courbe  semblable  à la  pro> 
posée  SC  trouverait  ainsi  individualisée,  ce  qui  serait  évidem- 
ment absurde. 

Une  telle  institution  analytique  de  la  théorie  générale  de  la 
similitude  des  courbes  planes , n’oSre  d’autre  défaut  essentiel 
que  la  trop  grande  complication  des  calculs  qu’elle  exige,  quand 
il  s’agit  d’équations  peu  simples,  et  lorsqu’on  ne  peut  choisir 
assez  commodément  les  bases  homologues.  Aussi  adopterons- 
nous  flnalement,  à ce  sujet , un  autre  mode , fondé  sur  une  pro- 
priété plus  aisément  formulable. 

66.  Cette  seconde  propriété  générale  des  contours  semblables 
se  rapporte  à la  situation  parallèle  dans  laquelle  ils  peuveut 
toujours  être  placés , d'après  l’égalité  nécessaire  des  inclinaisons 
respectives;  puisqu’il  suffit  de  tourner  un  seul  côté  parallèle- 
ment à son  homologue , pour  que  tous  les  autres  se  dirigent 
d’eux-mémes  parallèlement  aux  leurs.  Or,  ainsi  disposées,  ou 
sait  que,  vu  la  proportionnalité  des  côtés,  les  deux  flgures  of- 
frent aussitôt  l’universelle  convergence  des  droites  qui  y Joi- 
gnent tous  les  points  homologues  en  un  point  unique,  quelquefois 
appellé  centre  de  similitude , quoiqu’il  fût  mieux  nommé  centre 
d’homologie.  Enfin,  les  longueurs  de  ces  droites  comptées  de- 
puis ce  point  jusqu’à  l’une  et  à l’autre  figure  sont  alors  entre 
elli’s  dans  un  rapport  constant,  égal  au  rapport  linéaire  des 
deux  contours.  Réciproquement,  deux  figures  ainsi  construites, 
à partir  d’un  point  quelconque , seront  nécessairement  sem7 
blahles,  soit  qn’on  ait  placé  les  points  homologues  en  parUigcaut 
proporlionnellement  tous  les  rayons,  suit  qu’on  les  ail  déter- 
minés successivement  d’après  le  parallélisme  des  cordes  curres- 
pondantes.  La  condition  fondamentale  pour  l’cxlepsion  spon- 
tanée aux  figures  curvilignes  est  encore  ici  évidemment  rcmipiie, 
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puisqu’on  éTite  ainsi  directement  toute  considération  infinitési- 
male, antre  que  celle  relative  an  nombre  des  points  à comparer, 
qui  ne  constitue,  par  sa  nature,  aucune  difliculté  esseutielle. 
Un  reconnaît,  par  exemple,  aussitôt,  d’après  ce  seœnd  mode,  la 
similitude  constante  de  deux  cercles,  comme  une  suite  nécessaire 
de  la  définition  ordinaire  ; il  suffit  de  les  concevoir  concen- 
triques. 

Géométriquement  envisagée,  une  telle  propriété  offre  le  grave 
inconvénient  de  mêler  les  relations  de  situation  aux  notions 
de  similitude,  qui,  en  elles-mêmes,  n’en  sauraient  dépendre. 
Mais  ce  mélange  n’est,  an  contraire,  nullement  vicieux  sous 
l’aspccl  analytique.  Comme  les  idées  de  situation  sont  seules 
immédiatement  exprimables  par  nos  équations,  suivant  les 
explications  initiales  de  ce  traité , c’est  à raison  même  d’une 
telle  réduction  des  conditions  de  forme  aux  relations  de  posi- 
tion que  cette  seconde  théorie  de  la  similitude  s’adapte  plus 
commodément  que  la  première  à rinslitulion  analytique. 

H suffit  pour  cela  de  concevoir  les  deux  courbes  semblables 
AIMBN,  A'M'B'N',  ifig.  40),  disposées  parallèlement,  comme 
le  constaterait,  par  exemple,  le  parallélisme  de  deux  lignes  ho- 
mologues AB,  A'B',  et  de  supposer  l’origine  des  coordonnées 
placées  au  centre  de  similitude  ou  plutôt  d’homologie  corres- 
pondant à cette  situation.  On  voit  alors  que  les  coordonnées 
MP,  M'P,  et  OP,  tyP*  de  deux  points  homologues  quelconques 
M et  M'  seront  nécessairement  en  raison  constante.  Si  donc 
X et  .r  satisfont  à l’une  des  équations,  mx  et  my  devront,  par 
cela  même,  satisfaire  à l’autre,  onprenantconvcnablemeni  la  con- 
stante m.  Les  deux  équations  proposws 
devront  ainsi  coïncider,  en  changeant  dans  l’une  d’elles  x en  wx 
ct^  en  my.  Tel  est  le  principe  éminemment  simple  de  la  meil- 
leure théorie  analytique  de  la  similitude  des  courbes. 

A la  vérité , si  la  vérification  d’uii  pareil  caractère  analytique 


Digiiized  by  Google 


SECONDE  PARTIE,  CHAPITRE  SIXIÈME. 


197 


constate  évidemment  la  siroililnde  des  courbes  corrcs|)umlantcs, 
on  ne  saurait  tonjours  assurer,  en  sens  inverse,  que  sa  non- 
vérification  démontre  leur  dissemblance  effective;  car  cela 
pourrait  aussi  provenir  de  ce  que  les  deux  figures  ne  seraient 
pas  actuellement  parallèles , ou  même  seulement  de  ce  que  la 
présente  origine  des  coordonnées  ne  se  trouverait  pas  au  centre 
convenable.  Mais , quoique  ce  mélange  primordial  entre  les  re- 
lations de  position  et  celles  de  forme  doive  exiger,  en  général , 
comme  je  vais  l'expliquer,  de  nouvelles  opérations  analytiques 
pour  dissiper  une  telle  incertitude , il  n’en  faut  pas  moins  re- 
connaître que,  dans  beaucoup  de  cas,  le  principe  précédent 
pourra  immédiatement  suffire , lorsque  l'étude  préalable  de 
l’espèce  de  courbes  proposée  aura  déjà  garanti  l’accomplis- 
sement de  cette  double  condition  préliminaire  relative  à la 
seule  situation;  ce  qui  sera  presque  toujours  facile  quand  cette 
question  arrivera  en  temps  opportun. 

Si , par  exemple , il  s’agit  de  deux  ellipses  ou  hyperboles , 
d’après  la  définition  du  n”  19,  il  est  évident  que  les  deux 
équations 


SC  rapportent  à deux  axes  semblablement  placés  envers  les 
deux  courbes , dont  chacune  est  symétrique  autour  de  chacun 
d’eux  ; en  sorte  que , en  cas  de  similitude , les  deux  courbes 
sont  certainement  déjà  dans  la  disposition  parallèle,  et  l’ori- 
gine au  centre  d’homologie  correspondant.  Changeant  donc , 
pour  la  première,  x en  mx  eiy  en  my,  et  disposant  les  équa- 
tions de  manière  à éviter  toute  condition  superflue,  il  faut 
identifier  les  deux  équations 


X 


1 {c'-d') 
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d’après  one  valeur  convenable  de  la  constante  m.  Or,  on  fait 


coïncider  leurs  seconds  membres  en  prenant 


ce  qui  détermine  le  rapport  linéaire  des  deux  courbes.  Mais  la 
comparaison  des  premiers  membres  montre  clairement  que  la 

relation  ^ ^ est  nécessaire  et  snflisante  ponr  la  siroililnde, 

comme  l’avait  ci-dessus  indique  la  première  méthode. 

Dans  le  cas  de  la  parabole  , en  prenant  les  équations 
y'T=^dx,  ouest  évidemment  assuré  encore  que 
les  deux  conditions  prélimmaires  relatives  à la  situation  sont 
sullisamment  remplies , d’après  la  coïncidence  spontanée  de 
deux  lignes  caractéristiques  , l’axe  et  la  tangente  au  sommet , 
avec  leurs  homologues.  Il  devient  alors  facile  de  constater 
ainsi,  plus  commodément  que  par  l’antre  méthode,  que  les 
deux  courl)es  sont  toujours  semblables.  L’opération  ne  serait 
pas  plus  pénible  envers  deux  cissoïdes 

G7.  Il  reste  maintenant  à compléter  analytiquement  celte 
théorie  definitive  de  la  similitude  des  courbes  envers  les  cas, 
possibles  mais  peu  usuels , où,  faute  de  renseignements  préala- 
bles , les  deux  équations  données  ne  seraient  pas  de  nature  à 
supposer  l’accomplissement  des  conditions  préliminaires  rela- 
tives à la  situation.  On  conçoit,  en  général , qnc  l’usage  conve- 
nable des  formules  propres  à la  transposition  des  axes  devra 
suffire  pour  ramener  ces  cas  anx  précédents. 

Supposons  d’abord , afin  de  simplifier  cette  extension  gra- 
duelle , que  les  courbes  soient  encore  dis(H>sées  parallèlement , 
mais  que  l’origine  des  coordonnées  ne  soit  plus  placée  au  centre 
de  similitude  correspondant , comme  dans  la  figure  41.  11  suffit 
de  remarquer  ici  que  la  propriété  analytique  fondamentale , 
établie  au  n°  précédent,  n’exige  pas  que  les  deux  courbes 
soient  rapportées  à la  même  origine , et  qu’elle  aurait  néces- 
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sairemont  lieu,  de  la  même  manière,  envers  deux  origines 
seulement  homologues.  Par  conséquent , il  existera  une  cer- 
taine origine  O',  aisée  à déterminer  géométriquement , pour  la- 
quelle la  seconde  équation /.(x,>')=0  devra  coïncider  avec  la 
première,  d’après  le  changement  caractéristique  de  x en  mx  et 
y en  my.  Au  lieu  de  calculer  d'avance , suivant  la  construction 
naturelle,  la  position  de  Cfc  point  placé  envers  la  seconde  courbe 
comme  l’origine  primitive  ü envers  la  première , il  vaut  mieux 
qu’elle  ressorte  finalement  de  l’opération  analytique  elle- 
même.  On  se  l)ornera  donc  à opérer,  pour  l’une  des  courbes  , 
un  déplacement  d’origine  indéterminé,  et  on  tentera  ensuite  de 
Taire  coïncider  les  deux  équations  f^{mx^  my)=0,f,{x-\-a, 
J'  0 , d’après  des  valeurs  convenables  des  trois  constantes 
arbitraires  m , a , et  t,  qui  représentent , d’une  part , le  rap- 
|M)rt  linéaire  des  deux  courbes , d’une  autre  part , les  coor- 
données du  point  homologue,  envers  la  seconde,  à la  position 
de  l’origine  actuelle  dans  la  première.  Les  relations  nécessaires 
à cette  identification  constitueront  les  conditions  de  similitude 
cherchées,  si  toutefois  on  est  d'avance  suffisamment  assuré  du 
parallélisme  efTcctif  des  deux  courbes  proposées. 

Considérons  enfin  le  cas  le  plus  général , où  les  deux  courbes 
ne  seraient  pas  même  parallèles , comme  dans  la  figure  42.  En 
construisant  sur  A'!?,  homologue  de  AB , un  triangle  semblable 
au  triangle  OAB,  il  déterminerait  d’abord  un  point  ü'  placé 
envers  la  seconde  courbe  de  la  même  manière  que  l’origine  ac- 
tuelle O envers  la  première.  Si , en  ce  point , on  place  des  axes 
O'X',  D'Y',  Taisant  avec  ATI'  les  mêmes  angles  que  les  axes  pri- 
mitifs OX,  OY  font  avec  AB,  il  est  clair,  en  généralisant , au- 
tant que  possible , la  conception  de  la  propriété  fondamentale 
dii  n®  précédent , que  rèqualion  de  la  seconde  courbe  relati- 
vement à ce  nouveau  système  d’axes  ne  devra , en  cas  de  simi- 
litude, différer  de  celle  de  la  première  que  par  le  changement, 
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toujours  egalement  caractéristique,  de  a: en  ma:  et^  en  mjr. 
Ainsi , sans  chercher  d’avance  la  situation  de  ce  système , on 
opérera , dans  l’une  des  équations , une  transposition  d'axes 
indéterminée , portant  à la  fois  sur  la  direction  et  l’origine , 
mais  en  conservant  la  même  inclinaison , et  on  examinera  s’il 
devient  possible  d'identifier  les  deux  équations 

y.ta'cosX'— ysiiiX'+a,  a'sinX'+ycosX'+fr)=0,  f,{nuv^my)=0^ 

en  disposant  convenablement  des  quatre  constantes  arbitraires 
m,a,  b,  et  X',  dont  les  valeurs,  nullement  étrangères  à la 
question , détermineront  le  rapport  linéaire  des  deux  courbes , 
et  feront  en  même  temps  connattre  exactement  en  quoi  con- 
siste la  diversité  dfectivc  de  leurs  situations  actuelles.  Toutes 
les  relations  indispensables  à une  telle  coïncidence  constitue- 
ront ici  des  conditions  nécessaires  pour  la  siiiiilittide  des  deux 
courl)es  proposées,  dont  la  disposition  mutuelle  est  maintenant 
tout  à fait  quelconque. 

68.  Quelque  théorie  analytique,  ou  même  géométrique,  que 
l’on  croie  devoir  employer  relativement  à la  similitude  des 
courbes,  il  importe  de  sentir,  en  général,  qu’on  devra  surtout 
la  diriger,  en  chaque  cas , vers  la  détermination  du  nombre 
necessaire  des  conditions  distinctes  ; car,  c’est  en  cela  que  con- 
.sisto  réellement  la  principale  difficulté  d’une  telle  élude.  Aus- 
sitôt que  ce  nombre  est  connu,  il  ne  faut  plus  attacher  qu’une 
importance  secondaire  à la  rorinc  actuelle  sous  laquelle  se  pré- 
sente ainsi  chacune  de  ces  conditions  de  similitude,  qui,  parla 
nature  du  sujet , comporte  nécessairement  beaucoup  de  trans- 
formations ultérieures,  toujours  assujetties  d’avance  à un 
principe  commun.  Ce  principe,  résumé  final  de  toutes  les  pro- 
priétés relatives  aux  figures  semblables , consiste  dans  l’uni- 
verselle proportionnalité  et  dans  l’égale  inclinaison  des  diverses 
droites  iuxQologues  qu’on  y peut  respectivement  considérer  ; ce 
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qui  eonsiitnc  nne  simple  extension  de  la  définition  élémentaire, 
dés  lors  indistinctement  appliquée  à toutes  les  droites  qucl- 
ronques,  transversales  ou  latérales,  inhérentes  à chaque  figure. 
Toute  condition  de  similitude  pourra  prendre  ainsi  deux  sortes 
de  formes.  Tune  linéaire,  l’autre  angulaire,  suivant  qu’on  la 
concevra  comme  relative  à une  proportion  de  longueurs  ou  à 
une  égalité  d'angles,  chacun  de  ces  modes  comportant  d’ail- 
leurs autant  d énoncés  distincts  que  l'on  pourra  instituer  de 
comhinnisons  binaires  entre  des  droites  raracteristiques.  Mais 
ces  diverses  expn'ssions,  de  l’une  ou  l’autre  espèce,  seront,  par 
leur  nature,  essentiellement  équivalentes,  quoique  plusou  moins 
convenables,  et  il  faut  s’habituer  à les  échanger  directement, 
selon  les  convenances  propres  à cha<|ue  cas , sans  jamais  so 
préoccuper,  à cet  égard , d’aucune  rédaction  exclusive.  Si  donc 
In  inéihode  analytique  ne  présente  pas  d’abord  les  conditions  de 
similitude  sous  une  forme  suffisamment  nette,  comme  il  devra 
arriver  le  plus  souvent,  il  faudra  peu  s’eu  inquiéter,  puisque 
la  nature  des  courbes  proposées  fournira  immédiatement  des 
énoncés  presque  toujours  préférables , pour  peu  qu’elles  aient 
été  préalablement  étudiées.  Or,  cette  réflexion  générale  est 
éminemment  propre  à simplifier  beaucoup,  dans  la  plupart  des 
cas,  l’application  effective  de  la  théorie  de  la  similitude.  Car,  en 
se  bornant  ainsi  à en  déduire  surtout  le  nombre  des  conditions, 
un  pourra  s«)uvcnt  se  contenter  du  simple  aperçu  des  calculs 
prescrits,  sans  avoir  besoin  de  les  accomplir  strictement.  Par 
exemple,  d’après  la  théorie  générale  du  n°  précédent,  il  est  aisé 
de  sentir,  envers  doux  équations  complètes  du  second  degré, 
contenant  cinq  termes  variables,  que  les  courbes  correspon- 
dantes exigeront  seulement  une  condition  de  similitude,  puisque 
le  nombre  de  termes  à ideutifier  n’excède  alors  que  d’une 
unité  le  nombre  universel  des  constantes  disponibles  pour  cette 
coïncidence.  Quant  à la  nature  de  cette  unique  condition , l’en- 
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tière  exécution  du  calcul  ne  ferait  que  la  présenter  sous  une 
forme  pénible,  qu’il  est  inutile  de  connaître  : nous  examinerons 
plus  lard  les  divers  énoncés  spéciaux,  linéaires  ou  angulaires, 
qu’il  conviendra  d’y  appliquer  directement. 

69.  Aûn  de  perfectionner  davantage  la  thterie  générale  de 
la  similitude  des  courbes  planes,  il  y faut  maintenant  joindre 
nnc  importaule  considération  subsidiaire , qui , judicieusement 
appliquée,  dispensera  souvent  de  toute  opération  analytique, 
en  permettant  de  déduire  immédiatement  la  solution  de  la  seule 
dètinitiun  des  lignes  proposées.  Cette  méthode  auxiliaire  repose 
sur  I heureux  aperçu , indiqué  par  Clairaut  dans  scs  éléments  de 
géométrie,  et  suivant  lequel  deux  figures  semblables  ne  dif- 
fèrent que  d’après  l’écliclle  sur  laquelle  elles  sont  construites, 
en  sorte  qu’un  simple  changement  d’échelle  pourrait  toujours 
les  rendre  superposables.  Quoique  Clairaut  n’y  eût  en  vue  que 
les  figures  rectilignes,  ce  judicieux  énoncé  convient  également , 
sans  aucune  préparation  spéciale,  aux  diverses  figures  curvi- 
lignes. On  doit  le  regarder  comme  l’expression  la  plus  concise 
de  tous  les  rapprochements  géométriques  auxquels  la  similitude 
peut  donner  lieu. 

D’après  un  tel  principe , le  travail  à accomplir  sur  chaque 
définition  proposée  d’une  espèce  de  courbe,  afin  d’y  découvrir 
les  conditions  de  similitude,  consistera  à y bien  séparer  d’abord 
les  données,  linéaires  ou  angulaires,  indispensables  à la  gran- 
deur de  la  courbe  d’avec  celles  qui  n’afTecteraient  que  sa  situa- 
tion, et  ensuite  à réduire  les  premières  an  moindre  nombre 
possible.  Ccttedouble  préparation  présente  quelquefois,  surtout 
sous  le  second  aspect,  des  difficultés  insurmontables,  pour 
certaines  définitions , envers  lesquelles  on  ne  pourra  éviter , à 
ce  sujet,  l’emploi  ultérieur  de  la  méthode  analytique , qui  con- 
serve donc  nécessairement  son  privilège  exclusif  d’une  entière 
générali  lé.  Mais,  quand  ces  deux  conditions  préliminaire  auront 
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été  suffisammeot  remplies,  le  principe  de  Clairaut  fournira 
aussitôt  la  solution  demandée.  Car,  si  la  grandeur  de  la  courbe 
est  ainsi  déterminable  d’après  une  seule  dimension,  toutes  les 
courbes  de  celte  espèce  sont  nécessairement  semblables  entre 
elles,  puisque  le  simple  changement  d’échelle  pourrait  les  faire 
coïncider,  en  idenlitlant  leurs  dimensions  respectives.  Quand 
il  faudra  plusieurs  données  distinctes  et  indépendantes,  la  si- 
militude exigera  autant  de  conditions  qu’il  existera  de  ces  élé- 
ments moins  un,  et  chacune  d’elles  consistera  naturellement 
dans  la  proportionnalité  des  lignes  considérées,  ou  dans  l’éga- 
lité des  angles  introduits,  sauf  à lui  attribuer  ensuite  toute  autre 
forme,  linéaire  ou  angulaire,  que  l’on  jugerait  préférable, 
suivant  la  faculté  de  transformation  expliquée  au  n’  précédent. 
Alors , en  effet , le  changement  d’échelle  ne  pourra  identifier 
qu’une  seule  dimension  respective,  et  les  courbes  ne  seront 
semblables  que  si  cette  première  coïncidence  entraîne  celle  de 
tous  les  autres  éléments , ce  qui  suppose  évidemment  l’uniyer- 
sclle  proportionnalité  des  longueurs  proposées  ou  l’égalité 
mutuelle  des  angles  considérés.  On  voit  qu’une  telle  marebg 
revient , en  d’autres  termes,  à déduire  les  conditions  de  la  simi- 
litude de  celles  de  l’identité,  en  considérant,  d’une  part,  que  le 
nombre  des  unes  doit  toujours  être  inférieur  d’une  unité  à 
celui  des  autres,  et , d’une  autre  part,  que  les  diverses  égalités 
linéaires  simultanément  prescrites  par  celles-ci  doivent  se 
changer  en  simples  proportionnalités  pour  celles-là. 

Cette  méthode  subsidiaire  ferait  aussitôt  découvrir  la  simili- 
tude constante,  déjà  constatée  analytiquement,  dans  les  divers 
cas  du  cercle,  de  la  parabole,  de  la  cissoïde,  etc.  : elle  nous 
apprend,  en  outre,  que  la  même  relation  s’étendra  aux  courbes 
qui  dériveraient  de  ces  premières  d'une  manière  déterminée, 
d’ailleurs  quelconque,  comme , à l’égard  du  cercle , la  cycloïde, 
l’épicycloïde,  les  courbes  de  Descartes  (u"  26),  etc.  Au  contraire. 
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les  ellipses  ou  hyperboles , d’après  la  définition  du  n*  19,  ne  se- 
ront semblables  qu’antant  qu’il  y aura  proportionnalité  entre 
les  deux  longueurs,  évidemment  indépendantes  et  irréducti- 
bles , qui  y déterminent  la  grandeur  de  la  courbe , abstraction 
faite  de  la  situation.  La  déflnition  commune  des  trois  sections 
coniques (n°  23)  exigera  ainsi,  pour  la  similitude,  l’égalité  du 
rapport  spécifique  correspondant.  Envers  les  définitions  de  la 
couchoïde  ou  des  sections  toriques , on  trouvera , sans  plus 
d’embarras , des  résultats  analogues. 

Les  conditions  préliminaires  propres  à garantir  le  succès  de 
cette  méthode  subsidiaire  sont  de  la  même  nature  que  celles 
relatives  à la  méthode  correspondante  que  comporte  aussi  la 
théorie  du  nombre  de  points  déteririnant  : seulement,  ce 
préambule  indispensable  est  ici  plus  difficile  et  plus  incertain 
envers  quelques  définitions , pareillement  antipathiqui»  à ces 
deux  procédés  supplémentaires;  puisqu’il  faut  maintenant 
opérer,  en  outre,  une  séparation , souvent  délicate,  et  quelque- 
fois impossible , entre  les  idées  de  grandeur  et  les  idées  de  po- 
sition. C’est  ainsi , par  exemple,  que  les  définitions  du  cercle, 
soit  comme  segment  capable,  soit  comme  lieu  des  points  dont 
les  distances  à deux  pôles  sont  constamment  proportionnelles , 
ne  permettraient  nullement  de  constater,  par  ce  moyen,  la  simi- 
litude nécessaire  de  tous  les  cercles,  puisqu’elles  semblent 
exiger  deux  données  distinctes  pour  déterminer  la  grandeur  de 
la  courbe , quoiqu’une  appréciation  ultérieure , que  l’équation 
peut  seule,  en  général , diriger  sûrement,  doive  montrer  qu’il 
n’y  a d'indispensable,  à cet  égard,  qu’une  certaine  combinaison 
unique  de  ces  deux  éléments  en  apparence  irréductibles.  Mais 
l’irrécusable  évidence  des  erreurs  que  pourrait  produire , en- 
vers dos  courbes  peu  étudiées  on  trop  compliquées , l’applica- 
tion irréfléchie  de  cette  méthode  subsidiaire  ne  saurait  altérer 
son  incontesUble  elncacité  dans  les  cas  qui  s*y  adaplcnt  suffi- 
samment. 
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Théorie  des  quadratures. 


70.  Il  serait  ici  superflu  de  faire  expressément  ressortir  la 
haute  importance  générale  d’une  telle  théorie , directement  re- 
lative aux  questions  sur  la  mesure  de  l’étendue , où  réside  sur- 
tout la  destination  finale  de  l’ensemble  des  études  géométriques, 
dont  toutes  les  autres  parties  ne  constituent , à cet  égard,  que 
des  préambules  indispensables , suit  pour  préparer  la  solution 
effective,  soit  pour  diriger  l'application  ultérieure.  Outre  la 
mesure  des  aires  planes  curvilignes,  celle  théorie  comprend  , 
en  général , les  trois  ordres  de  questions  fondamentales  dési- 
gnées sous  les dénominalions  caractéristiques  de  quadratures, 
rectifications,  et  cubalures,  expressions  très-propres  à rappcllcr 
la  transformation  définitive  de  l’aire  proposée  en  un  carré , de 
la  circonférence  donnée  en  une  droite , et  du  volume  considéré 
en  on  cube,  résultat  naturel  de  toute  mesure  géométrique.  Une 
judicieuse  prépondérance  du  point  de  vue  analytique  a conduit 
les  grâmétres  modernes  , ainsi  que  ce  chapitre  l’expliquera , à 
concevoir  ces  diverses  recherchas  générales  comme  essentielle- 
ment équivalentes,  au  point  de  pouvoir  rentrer  à volonté  les 
unes  dans  les  autres,  taudis  que  la  géométrie  ancienne  n’avait 
pu  saisir  entre  elles  qu’une  vague  et  insuffisante  analogie.  Mais 
le  titre  de  cette  grande,  théorie  doit  cependant  rester  toujours 
tiré  du  problème  des  quadratures,  qui  constitue  la  forme  sous 
laquelle  cette  commune  question  est  le  plus  simplement  acces- 
sible aux  procédés  analytiques. 
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De  tels  problèmes  sont  aujourd'hui  conçus , d’une  manière 
trop  exclusive,  comme  ne  pouvant  être  jamais  traités  que  par 
l’analyse  transcendante.  Quoique  cette  analyse  soit,  sans  doute, 
indispensable  à leur  solution  dans  les  cas  un  peu  compliqués, 
CO  n’pst  iH)int  d’elle  que  dérive  réellement  l’èbaurhc,  même 
analytique , de  cette  théorie  générale.  On  a maintenant  trop 
oublié  la  phase  rapide,  mais  impt-rissahlc , que  présente  l'his- 
toire  de  la  géométrie  moderne  depuis  la  fondation  de  la  géo- 
métrie analytique  par  Descartes  jusqu’à  la  découverte  de 
l’analyse  inGnitésimalo  par  Leibnitz.  Dans  ce  mémorable 
intervalle,  plusieurs  géomètres,  et  surtout  Wallis,  ont  heu- 
reusement concouru  à développer  et  à systématiser  de  plus 
en  plus  la  thé-orie  générale  des  quadratures  par  les  seules 
ressources  de  l’analyse  ordinaire;  cl  c’est  principalement 
pour  perfectionner  ces  premiers  efforts  que  le  calcul  inlé 
gral  a été  ensuite  créé,  tandis  que  le  progrès  de  la  théorie 
des  tangentes  conduisait  au  calcul  différentiel.  Il  importe 
beaucoup  que  la  marche  individuelle  de  l’initiation  géomé- 
trique reste  toujours  conforme  à cette  gradation  spontanée 
du  développement  historique,  eu  caractérisant  ici  avec  soin 
les  moyens  que  comporte,  à cet  égard,  l’analyse  élémen- 
taire, et  qui,  quoique  plus  bornés  qu’envers  toutes  les  ques- 
tions antérieures,  sont  cependant  bien  plus  étendus  qu’on 
ne  le  suppose  maintenant , sans  altérer  d’ailleurs  cette  indis- 
pensable exposition  par  aucune  vainc  introduction  déguisée  de 
l’analyse  transcendante. 

Pour  poser  le  problème  des  quadratures  sous  la  forme  la 
mieux  accessible  à toute  analyse,  il  faut  réduire  les  aires  à 
mesurer  an  simple  lrapi>ze  curviligne  MPM'P'  (/jy.  43),  com- 
pris entre  deux  ordonnées  quelconques  JIP,  M'F  et  les  parties 
interceptées  PP,  MM',  tant  de  l’axe,  que  de  la  courlic  propo- 
sée. La  quadrature  d’un  tel  espace  couduira  aisément  à celle  du 
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segment  proprement  dit,  renfermé  entre  un  arc  de  la  courbe  et 
sa  corde , en  procédant  par  soustraction  envers  le  trapèze  rec- 
tiligne correspondant.  Ce  segment  une  fois  mesuré , un  pourra 
évaluer,  en  général,  l’aire  de  tout  polygone  formé  arbilraire- 

ment  d’arcs  de  courbes , analogues  ou  hétérogènes  : car,  après 

• 

avoir  estimé  le  polygone  rectiligne  qui  résulterait  des  cordes 
de  tous  ces  arcs  quelconques,  il  suffira  évidemment  d’y  ajouter 
les  segments  concaves  et  d’en  ôter  les  segments  convexes.  Kous 
pourrons  même  le  plu^  souvent  simplifier  encore  un  peu  la 
forme  du  problème  fondameutal,  en  nous  bornant  à y carrer  le 
triangle  rectangle  curviligne  AMP,  qui  conduira  au  trapèze 
M'P'MP,  en  retranchant  l’un  de  l’autre  les  deux  espaces  trian- 
gulaires relatifs  aux  deux  ordonnées  extrêmes. 

Cola  posé,  l’esprit  général  delà  méthode  des  quadratures , 
spontanément  manifesté  par  le  grand  Archimède  envers  quel- 
ques cas  caractéristiques,  dès  le  premier  essor  des  hautes  spé- 
culations géométriques , consiste  à concevoir  l’aire  curviligne 
demandée  comme  la  limite  vers  laquelle  tend  une  certaine  aire 
rectiligne,  inscrite  ou  circonscrite,  à mesure  que  ses  parties 
deviennent  indéfiniment  plus  nombreuses  et  plus  petites; 
puisque  les  figures  rectilignes  sont  seules  immédiatement  appré- 
ciables. Si,  par  exemple,  on  divise,  pour  plus  de  facilité , la 
base  AF  ou  PF  du  segment  proposé  en  rt  parties  égales , et 
que  l’on  élève  les  ordonnées  correspondantes etc.,  eh 
menant  ensuite  do  l’extrémité  supérieure  de  chacune  d’elles 
nne  parallèle  k l’axe  prolongée  jusqu’à  la  suivante,  on  substi- 
tuera à l’aire  AM'F  ou  M'P'MP  la  somme  d’un  pareil  nombre 
de  rectangles  ainsi  formés,  et  la  limite  de  cette  somme 
.r 

— quand  n augmenteà  l’infini,  détermi- 

nera l’aire  cherchée.  Toute  la  difficulté  d’une  telle  rechcrciie 
consiste  donc  à découvrir,  en  chaque  cas , l’expression  de  cette 
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limite,  pour  laquelle  les  anciens  n’ont  possédé  que  des  res- 
sources purement  spéciales,  toujours  très-bornccs , comme 
envers  leurs  autres  spéculations  géométriques.  Du  point  de 
vue  analytique,  on  conçoit  en  général,  que  cette  limite  com- 
mence constamment  par  sc  présenter  sous  une  forme  enliérc- 

*ment  indéterminée,  0 X * , — ? oti  tout  autre  symbole  équi va- 

X 

lent,  lorsqu’on  introduit  brusquement  l’hypothèse  de  n infini, 
sans  avoir  eu  suffisamment  égard  à l’équation  proposée.  Ainsi , 
sous  cet  aspect,  la  question  fondamentale  di>s  quadratures  est 
toujours  ré.iuctible  finalement  à un  simple  problème  d analyse, 
consistant  à transformer,  d’après  la  loi  des  ordonnées  envers 

les  abscisses,  la  fraction— en  une  autre  équi  va- 

lente,  qui  ne  devienne  pas  indéterminée  pour  n infini  : de 
même  que  nous  avons  vu  la  recherche  des  tangentes  se  réduire 

y" y 

à un  problème  analogue  sur  la  fraction  '-j, ; ; seulement  la 

JZ  “JT 

transformation  actuelle  présente,  par  sa  nature , beaucoup  plus 
d’embarras  que  l’autre. 

L'analyse  ordinaire  ne  peut  immédiatement  surmonter  celte 
difficulté  caractéristique  qu'à  l’égard  des  seules  courbes , dites 
paraboliques , où  une  puissance  quelconque  de  l’ordonnée  est 
proporliouuelle  à une  autre  puissance  quelconque  de  l’abscisse. 
Nous  supposerons  même  d’abord  que  l’une  des  coordonnées  ne 
se  trouve  qu’à  la  première  puissance , en  sorte  que  l'équatioa 
soit  r = Toutefois , d’après  ce  cas  primordial , l’heureux 
principe  d’extension  posé  par  Wallis  nous  permettra  de  proct^- 
der  ensuite  à l’entière  solution  du  problème  envers  beaucoup 
d'autres  courbes. 

Ce  cas  fondamental  peut  être  traité  suivant  deux  modes  très- 
différents , qu  il  faut  ici  successivement  expliquer,  l’un  plus 
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simple,  mais  plus  borné  au  fond,  l’aulre  plus  dinicile,  mais 
beaucoup  plus  éieudu,  et  seul  finalement  susceptible  d’uuc 
vraie  généralité. 

71.  Dans  le  premier  mode , la  forme  de  la  solution  consiste  à 
chercher  le  rapport  entre  les  deux  segments  complémentaires 
OMP  et  ÜMQ  (fig.  44),  reposant  sur  les  deux  axes.  La  connais- 
sance de  ce  rapport  conduira  aussitôt  à la  détermination  du 
segment  proposé  OMP,  puisque  la  somme  des  deux  segments 
équivaut  au  rectangle  connu  OMPQ,  forme  par  les  deux  coor- 
données extrêmes# 


Pour  trouver 


s^^ 

c^ra 


rapport,  concevons  substituée  à chaque 
sq^ment  une  suite  convenable  de  rectangles , selon  la  construc- 
tion ci-dessus  indiquée , mais  sans  fixer  encore  le  mode  de  suc- 
cession des  sommets  intermédiaires  M',  M",  M'",  etc.,  dont  le 
, nombre  doit  seulement  toujours  rester  indéfini.  L’esprit  de 
cette  première  méthode  consiste  surtout  à profiter  d’une  telle 
faculté  afin  de  simplifier  l’expression  du  rapport  des  deux 
suites,  de  telle  manière  que  sa  limite  devienne  distinctement 
appréciable.  En  nommant  x'  et  y , x"  et  y",  etc. , les  coordonnées 
intermédiaires,  R et  r,  R'  et  r,  etc.,  les  deux  sortes  de  rectan- 
gles partiels,  le  premier  rapport  élémentaire  seraévidemincul 
R y'  (jT — x') 

exprimé  par  la  formule  ~~  d’après  l’équation 

proposée  y = «.r”,  on  y ôlimine  les  ordonnées , elle  devient 

(x — J:') 

; — • Or,  la  nature  de  la  question  exige 


R x"*”' 
d’abord  -= 

r X" 


évidemment  la  suppression  du  facteur  commun  x — x\  qui , 
s’annulant  à la  limite,  laisserait  indéterminé  le  rapport  partiel, 
et  par  suite  le  rapport  total.  Après  l’avoir  ôté|  on  a 


R 

r 
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R'  R” 

Les  autres  rapports  partiels  — , —,  etc. , seraient  exprimés  par 

des  formules  analogues,  procédant  pareillement  scion  les  puis- 

lances  de  etc.  Pour  en  déduire  le  rapport  total 

R+]\'+R"4-etc.  . , 

— ■ — , , ; , il  faut  remarquer,  et  c est  en  cela  qta; 

consiste  l’arlificc  fondamental  de  celle  première  méthode , que 
sa  formation  deviendrait  très-simple  si  ces  divers  rapports  élé- 
mentaires ponvaient  devenir  égaux  entre  eux,  puisque  le  rap- 
port des  sommes  coïnciderait  alors  avec  des  parties.  Or, 
celte  égalité  est  ici  pleinement  facultative,  comme  exigeant 

scoleiueDt  la  relation  jj  ~ ~ *1“*  revient  k 

diftribner  tellement  les  points  intermédiaires  M',  bf,  M'“,  etc., 
que  leurs  abscisses , et  par  suite  leurs  ordonnées  aussi , décrois- 
ant en  progression  géométrique,  sans  fixer  d’ailleurs  la  raison  q 
de  cette  progression , de  manière  à pouvoir  multiplier  indéfini- 
ment ces  sommets,  en  rapprochant  q de  l’unité,  qui  constitue 
sa  limite.  Dans  cette  hypothèse , on  a donc 

R+R'-t-R"-f  etc.  _ i 

r+i^+r"  + etc. 


q’^’+q"‘-'+q’"-\ 


+q  + i 


En  passant  à la  limite,  où  ly  = 1,  il  en  résulte  aussitôt,  pour 
le  rapport  cherché  des  deux  segments  OMP  et  OMQ,  la  for- 
S 1 

mulp  - , qui , d’après  leur  somme  évidente , conduit  fina- 


lement  à la  loi  géométrique  S= xr,  d’où  dériverait 

immédiatement  la  quadrature  graphique,  et  ensuite  à la  loi 


analytique  S = 


/«-H 


-,  sur  laquelle  il  importe  davantage  d’ar- 


rêter notre  attention,  On  y voit  que,  pour  déduire,  de  la  fonction 
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relative  à l’ordonncc,  celle  qui  exprime  l’aire,  il  suflU  ici  d'aug- 
menter d’une  unité  l’exposant  de  la  première  et  de  la  diviser 
par  cet  exposant  ainsi  augmente.  Cette  opération  algébrique 
étant  précisément  l'inverse  de  celle  qu’exigerait  la  formation 
de  la  fonction  dérivée  proprement  dite , on  peut  donc  finale- 
ment rédiger  cette  loi  analytique  des  quadratures  sous  celte 
forme  plus  concise  : la  fonction  relative  à l’ordonnée  est  la  dé- 
rivée de  celle  relative  à l’aire.  L’analyse  transcendante  montre 
d'ailleurs  qu’un  tel  énoncé  ne  constitue  pas  seulement,  comme 
nous  devons  lepcnscr  d’abord,  un  mode  plus  succinct  d’exprimer 
le  résultat  algébrique  de  la  solution  actuelle,  mais  qu’il  ren- 
ferme directement  l’expression  la  plus  générale  delà  loi  fonda- 
mentale des  quadratures,  qui,  dans  une  courbe  quelconque, 
consiste,  en  effet,  en  ce  que  l’ordonnée  est  toujours  la  dérivée 
de  l'aire. 

Tout  lecteur  judicieux  a sans  doute  déjà  senti  spontanément, 
dans  l’exposition  précédente,  l’analogie  remarquable  que  pré- 
sente cette  première  méthode  élémentaire  des  quadratures  avec 
la  première  méthode  élémentaire  des  tangentes,  de  manière  à 
saisir  une  véritable  afTinité  analytique  entre  les  deux  princi- 
pales de  nos  théories  générales , qui,  en  effet , ne  peuvent  l’une 
c\  l’autre  être  convenablement  généralisées  que  d’après  une  in- 
tervention, essentiellement  équivalente,  quoique  trés-distipctc , 
del’analyse  infinitésimale.  Outre  la  conformité  fondamentale,  ci- 
dessus  indiquée,  entre  les  deux  problèmes  analytiques  corres- 
pondants , on  voit  que  l’élaboration  algébrique  repose  pareille- 
ment sur  la  division  de  a"— à"  par  « — b,  et  que  les  deux  résul- 
tats s’accordent  naturellement  à introduire  en  géométrie , sui- 
vant deux  voies  différentes,  la  grande  considération  des  dé- 
rivées. 

Afin  d’étendre,  autant  que  possible,  cette  première  méthode, 
il  faut  maintenant  expliquer  la  modification  algébrique  d’après 
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liiqiiL’llf  le  m<?mc  artifice  gcoinêlriquc  permet  d’abonler  avcç 
autant  de  succès  le  cas  plus  général  dcrequalion^"=aj:",  les 
deux  exposants  y étant  entiers  et  positifs,  mais  d’ailleurs  quel- 
conques. En  y dégageant  l’ordonnée , le  rapport  élcmeutaire 

— devient  alcffs 
r 

1 n 

R a'^  X {x  — A-') 

r ( L SL  1 \ 

La  seule  diflicullé  nouvelle  cousistc  ici  dans  l’impossibilité 
immédiate  d’enlever  le  facteur  qui,  à la  limite,  annule  simul- 
tanément les  deux  termes  de  cette  fraction.  Or,  un  tel  embarras 
se  dissipe  aisément  d’après  une  simple  préparation  algébrique, 
qui  consiste  à se  défaire  des  exposants  fractionnaires,  suivant 
l’expédient  ordinaire,  en  posant  x =r",  jr'  = r"“,  sans  qu’il 
faille  d'ailleurs  se  préoccuper  du  sens  géométrique  des  varia- 
bles auxiliaires  t et  qui  vont  prochainement  disparaître. 
Celle  transformation  donne  aussitôt  la  formule 

R 

— - (C—C)' 

où  l’on  peut  dès  lors  enlever,  comme  ci-dessus,  le  facteur  vi- 
cieux r — d’où 

R ■r'"  

T — r*  (r""+r-'t'.....+r-)  ' 


Cette  expression  ne  dépend,  au  fond,  ainsi  que  dans  le  premier 
cas,  que  du  rapport  suivant  la  loi 


R 

r 
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D’après  une  telle  préparation,  les  rapports  partiels  devieinlront 

t ('  i'" 

encore  égaux,  si  Ion  supfiose  — = = ^7, , etc.,  ce  qui  re- 

vicnt,de  même  qu'auparavant,  à faire  décroître  les  coordonnées 
intermédiaires’  en  progression  géométrique.  On  aura  donc,  pour 
le  rapport  total,  rexpres.sion 

R + R'+  R"+,  etc.  _ y’"-+«y’”-’+ + 1 

r-t-/*  T r +,  etc.  + 

S fft 

qui,  à la  limite,  donne-  = -,  d’où  il  résulte,  géométrique- 
s n 


meut,  S = 


in 


III  + Il 


jcj-,  ce  qui  conduit  aussi  commodément  que 


ci-dessus  à la  quadrature  graphique , et  ensuite  analytique 

lu  * 

- -+i 

fZ”*  «HT** 

mont  S = . Ce  dernier  résulUt  montre  claircmeat  que 

n 

1- 1 

ni 

la  loi  de  formation  algébrique  d’abord  établie  sur  l’équation 
pour  y passer  de  l’ordonnée  à l’aire,  s’étend  exacte- 
ment à l'équation  r"  = a.r’‘,  en  mettant  celle-ci  sons  la  même 
forme  à l’aide  des  exposants  fractionnaires,  envers  lesquels  on 
opérerait  comme  s’ils  ctqieat  entiers.  Ainsi  les  deuxcas  dequa- 
. drature  auxquels  celle  première  méthode  est  immédiatement 
applicable  aboutissent  hualeraent  à un  même  énoncé  analy- 
tique. 

72.  La  seconde  méthode  consiste  à traiter  directement  la 
question  analytique  qu’introduit  naturellement  le  problème  des 

quadratures,  suivant  la  formule  générale  S=jr^*-! — - — * ' J 

(ir’  70),  en  chercliant  l’expression  de  la  somme  des  valeurs  que 
prend  la  fonction  relative  à ro.  donnw  pour  une  suite  de  va- 

, J'  X a'  . .... 

leurs  — , 2 — , .1  — de  la  variable:  ce  qui  équivaudra, 

H n II  II  ^ \ 
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dans  chaque  cas,  à la  sommation  d'une  corlaiâe  suite  de  nom*- 
bres.  Sous  CCI  aspect,  la  sommation  des  suites  acquiert  àiissildt 
une  haute  importance  géométrique,  puisque,  des  qu’on  est  par- 
venu à sommer  une  suite  quelconque,  on  en  peut  déduire 
immédiatement  la  quadrature  d'une  certaine  courbe,  malheu- 
reusement nos  connaissances  à ce  sujet  sont,  même  aujourd'hui, 
et  seront  iiércssaircment  toujours  fort  imparfaites,  d’après  la 
grande  diflicullè  que  ptésente  ce  genre  de  spéculations  analy- 
tiques, quand  un  s'écarte  des  plus  simples  progressions.  Aussi 
le  principal  vice  de  cette  marche,  eminemmeut  naturelle  et 
pleinement  générale , qui  fut  essentiellement  celle  de  Wallis  et 
de  scs  contemporains,  consiste-t-il  à exiger  inutilement  la  re- 
cherche complète  d'une  telle  sommation , quoique  son  expres- 
sion totale  ne  doive  pas  influer  sur  le  résultat  demandé,  puisque 
la  plupart  des  termes  disparaîtront  à la  limite,  sans  que  néan- 
moins nous  puissions  actuellement  dégager  les  seuls  qui  doivent 
réellement afll'ctéé  rétte  limite,  qui  constitue  pourtant  runique 
objet  du  problème  dés  qu.idra turcs.  Le  privilège  essentiel  de 
l’analyse  transcendante,  consiste,  h cet  égard,  à aborder  direc- 
tement la  détermination  exclusive  d’une  telle  limite,  abstrne- 
tioti  faite  de  la  sommation  clTcctive , qui  présente  beaucoup 
plus  de  difllcultés,  et  qui  n’est  vraiment  accessible  qu’en  un 
bien  plus  petit  nombre  de  cas.  Mais  ici  nous  devons  accepter 
la  question  avec  toutes  les  complications  superflues  qu’elle  pré- 
sente naturellement , ‘ et  apprécier  ainsi  les  ressources  que 
comporte,  à fct  égard , l’analyse  la  plus  élémentaire  envers  les 
courbes  de  l’espèce où  m est  entier  et  positif;  sauf 
toutefois  à écarter,  dans  l’exposition , l’inutile  développement 
di^s  termes  de  la  formule  soramatoirc  qui  se  montroraieut  évi- 
demment dépourvus  de  toute  influence  sur  la  limite  cherchée. 


I)ans  ce  cas,  on  a S=ax'"+' 


( 


SECONDE  PARTIE  , CIIAPITRE  SEPTIÈME.  21 S 

cl  la  qucslion  consiste  à sommer  les  puissances  des  nom- 
bres naturels  1,  2,  3 n \ afin  de  comparer  celle  somme  li 

pour  prendre  ta  valeur  de  ce  rapport  quand  n est  infini. 
Quoique  cette  recherche  algébrique  n’exige  réellement  rien  au 
delà  des  premiers  éléments  d'algèbre,  on  n’a  pas  coutume  en- 
core de  l’y  traiter  ; en  sorte  qUe,  si  je  ne  l’expliquais  ici  succinc- 
tement, je  craindrais  de  n’étrc  point  assez  compris  du  lecteur  qui 
n'àiirail  strictement  reçu  que  le  degré  précis  de  préparation 
analytique  proclame  d'abord  indispensable  à l’étude  de  ce  traité. 

Pour  déterminer,  en  général,  la  somme  des  puissances 
d’une  suite  de  n nombres  a,  h,  c, A-,  /,  en  progression  arith- 

métique , dont  la  raison  est  r , il  sulfit  d’élever  à la  puissance 
i chacune  des  relations  caractéristiques 

é = a-|-r,  c=  é-j-r, /=A-j-r, 

qui  définissent  la  progression,  et  d’ajouter  ensuite  tons  ces  dé- 
veloppements. Car,  en  désignant  par  , S„  , S«— S, , 
la  somme  des  termes  proposés  élevés  chacun  à la  puissance  que 
marque  l’indice,  on  aura  ainsi,  après  avoir  616  S«fi  commun 
aux  deux  membres,  une  relation  fondamentale 


r+’— (n  — 1)  r’*+'  = (w-f- 1)  r(S.  - 04 
(m-|-  l)/?«(w»  — t) 


(w-f-  l)w 


(S„ti — ^')  -j- 


1.2 

(S„_,— r-)4-elc. 


1.  2.  3 

entre  la  somme  cherchée  et  toutes  les  sommes  analogues  rela- 
tives aux  puissances  antérieures.  Si  donc  on  part  de  S,,  déjà 
connu , ou  même  de  S, , dont  la  valeur  est  immédiate , on  poufra 
former  ainsi sncccsaivomentlesexpressions  deS„S„  etc.,  jusqu’à 
telle  puissance  qu’on  voudra.  Dans  la  progression  considérée  ici 
1,  2,  3,  i «,  cette  relation  se  simplifie  et  devient 


«=(m4-l)  (S„ 
(/«-{- 


1. 2.  3. 


(/«  -f- 1)«* 


1.  2 

•t — 4- etc. 


Dk  b) 
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Quoique  re  moyen  pù(  rerlainement  conduire  à sommer  de* 
puissiinces  spéciales  mémo  très-élovéc* , il  serait  difficile  d’en 
induire  la  loi  générale  propre  à un  exposant  m indéterminé. 
Mais,  en  rédéchissanl  à la  destination  actuelle  d’une  telle  som- 
mation, nous  y pouvons  aisément  saisir  la  seule  partie  qui 
puisse  influer  sur  la  quadrature  proposée-  Car,  soit  par  la  na- 
ture de  la  question,  soit  même  d'après  la  relation  précédente, 
il  est  d'alxji  d facile  de  sentir  que  S«  sera  une  fonction  de  n du 
degré  Or , comme  nous  devons  la  comparer  à , il 

est  clair  que  le  seul  terme  de  cette  formule  qui  doive  réellement 
alTecter  la" limite  cherchée  est  celui  du  plus  haut  degré,  puis- 
que toutes  les  autres  parties  du  rapport  s’annuleront  pour  n 
infini , en  tant  que  contenant  finalement  n en  dénominateur. 
Li  question  algébrique  étant  ainsi  réduite  à la  recherche  de  ce 
terme  unique,  la  relation  précédente  le  montre  évidemment 


„"+■ 


égal  à -J  ; en  sorte  que  la  limite  du  rapport  — sera  cer- 


tainement   : d’où  il  résulte,  relativement  à notre  quadra- 


ajc^' 

ture,  la  formule  S=  — : — , conformément  à la  première  mé- 
thodo  ('). 

73.  A prés  avoir  établi,  par  Tuncou  l’autre  des  deux  méthodes 
précédentes,  la  quadrature  des  courbes  paraboliques,  l’aualyse 
ordinaire  peut  déduire,  de  ce  cas  fondamental , beaucoup  d'au- 
tres. quadratures,  à l’aide  du  lumineux  principe  dû  à Wallis 
sur  la  réduction  des  polynômes  aux  moiiomes,  Ce  principe  évi- 
dent consiste  en  ce  que,  si  l’ordonnée  de  la  courbe  proposée 


(*)  Quelque  élëmenlalre  que  soit  réellement  une  telle  exposition,  les  com- 
meneants  auxquels  elle  oITriiait  quel<|iies  tllQIeullés,  pourront  utilement 
réelalreir  en  se  bornant  à y eonsklcicr  d'abord  les  cas  particuliers  les  pins 
simples  mrrS,  m=J,  pour  revenir  ensuite  au  cas  de  l’exposant  quelconque. 
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est  décomposable  en  plosicurs  autres,  suivant  la  loi  constante, 

:r=y+y"-y\ 

on  aura  , envers  les  aires  correspondantes  aux  ordonnées  par- 
tiellas,  la  même  relation  a l’aire  totale  S = S'-fS" — S'",  pourvu 
que  tous  ces  segments  soient  d'ailleurs  estimés  entre  les  mêmes 
limites  latérales  : en  sorte  que  quand  ces  ordonnées  auxiliaires 
appartiendront  à des  courbes  déjà  quarrablcs , U en  résultera 
anssilôt,  sans  aucun  effort,  la  quadrature  de  la  courbe  pro- 
posée.,En  effet,  les  rectangles  de  même  base  étant  proportion- 
nels à leurs  bautenrs , on  conçoit  que  cette  subordination  existe 
d’abord  entre  les  rectangles  élémentaires,  par  suite  entre  les 
sommes  respectives  d'un  pareil  nombre  quelconque  de  ces  di- 
vers éléments , et  enGn  entre  les  limites  correspondantes  à ces 
sommes.  On  pourrait  dire , plus  généralement,  que  si  la  rela- 
tion de  la  courbe  composée  aux  courbes  simples  contenait  aussi 
des  coefficients  constants,  comme  — cy'" , la 

même  dépendance  existerait  encore  entre  les  aires  convenables 

S=aS'4-^»S"— cS'". 

D’après  cet  important  principe , évidemment  applicable  à un 
nombre  quelconque  de  parties , la  quadrature  des  courbes  para- 
boliques conduit  aussitôt  à celle  de  toutes  les  courbes  où  l'or- 
donnée serait  composée  d’une  somme  de  puissances  de  l'abscisse, 
sans  excepter  d'ailleurs  le  cas  des  exposants  fractionnaires, 
auxquels  la  règle  primitive  a été  étendue  au  n°  71.  En  attri- 
buant à ce  principe  toute  son  extension  logique , jusqu’à  l’ap- 
pliquer à une  infinité  de  termes,  nous  pourrions  même  en 
déduire  déjà , sous  une  certaine  forme , à la  vérité  très-impar- 
faite , la  quadrature  de  toutes  les  courbes  algébriques , au 
moins  quand  l’ordonnée  y peut  être  dégagée.  Car,  à quelque 
fonction  algébrique  qu’une  telle  résolution  ait  donné  lieu,  un 
pourra  toujours,  soit  par  division  ou  par  extrariion,  suivant 
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qu’elle  sera  fractionnaire  ou  irrationnelle,  la  transformer  en 
une  série  indéfinie  plus  ou  moins  régulière , procédant  selon 
les  paissances  positives , et  même  entières , de  l’abscisse  5 do 
façon  à pouvoir  ensuite,  d’après  le  principe  de  Wallis,  en 
déduire,  suivant  la  quadrature  primordiale,  une  autre  série 
rclaiite  à faire  cherchée.  Ixs  moyens  plus  perfectionnés  que  do 
plus  complètes  connaissances  algébriques  fournissent  pour  cette 
transformation  analytique  pourront  d’ailleurs  faciliter  beaucoup 
une  telle  opération , en  faisant  mieux  saisir  la  loi  de  chaque 
»Tie.  Enfin , si  l’on  considère  que  les  fonctions  transcendantes 
elles-mêmes  sont  aussi  susceptibles  d’un  pareil  développement, 
on  concevra  que  l’usage  convenable  du  principe  de  Wallis  peut 
conduire,  à cet  égard,  l’analyse  ordinaire  jusqu’à  exprimer  en 
série  faire  d’une  courbe  quelconque.  Quoiqu’une  telle  expres- 
sion soit  sans  doute  peu  satisfaisante,  il  faut  s’accoutumer  dés 
ce  moment  à regarder  cet  expédient  comme  souvent  indispen- 
sable, non-seulement  à l’analyse  ordinaire,  mais  encore  à 
l’analyse  transcendante , qui , en  multipliant  beaucoup  les  cas 
où  la  loi  de  quadrature  est  assignable  en  termes  flnis,  ne  pourra 
cependant  jamais  aborder  que  d'après  les  séries  la  plupart  des 
questions  de  ce  genre. 

Le  plus  heureux  usage  que  puisse  comporter  cette  introduc- 
tion dos  séries , consiste  à n’y  voir  qu’un  simple  intenuédiairé 
pour  mieux  découvrir  la  formule  finie,  lorsque  la  série  obtenue 
ne  présente  que  le  développement  d’une  fonction  déjà  connue. 
Bien  que  ces  cas  doivent  être  fort  rares  , nous  en  pouvons  citer 
ici  un  exemple  important , qui  va  procurer  une  nouvelle  exten- 
sion à notre  règle  primordiale  de  quadrature,  et,  par  suite 
aussi , ouvrir  de  nouvelles  voies  à l’emploi  ultérieur  des  séries, 
en  y pcrpcllaiil  l’admission  des  exposants  négatifs.  Soit  à 
qiiarrer  la  courbe  y = envers  laquelle  il  convient  de 

modifier  un  peu  la  position  antérieure  de  la  question , en  évi- 


Digitized  by  Google 


SECONDE  FAËTIE  , CHAPITRE  SEPTIÈME.  219 

tant  de  compter  l’aire  à partir  de  = 0 , qui  rend  alors  y 
infini  : nous  supposerons  donc  que  le  sc'gment  commence  , par 
exemple , à or  = 1.  Toutefois,  afin  de  ne  pas  changer  les  habi- 
tudes antérieures,  où  les  règles  algébriques  de  quadrature  se 
rapportent  toujours  à une  aire  parlant  de  Taxe  des  , il  faudra 
transporter  cet  axe  <à  la  position  correspondante  à cette  abscisse 
initiale  ; ce  qui  se  réduit  à changer , dans  l’équation  proposée  , 
•f  eu  1 -f-  x.  On  a alors^  = a (1  a.)'"  ; et , en  développant 

suivant  la  loi  du  binôme , 


//  , fn(n 

y =flf  1— ^ 


, to(ot-|-1)  (wj-|-2) 


1.2.3 


’-j-etc.^. 


En  opérant  la  quadrature , d’après  le  principe  de  Wallis , on 
trouve  la  série 


. etc.). 

2 ^ 1.2.3  1.2.3.4  “ / 

Or,  en  la  considérant  avec  attention , il  est  aisé  d’y  reconnaître 
le  développement  de  (l-(-ar)“'"+',  où  l’on  aurait  ôté  le  premier 
terme  1,  et  ensuite  le  facteur  — w-f-l.  Il  en  résulte  donc  une 
expression  finie  de  l’aire  cherchée , qui , en  revenant  à l’an- 
cienne origine  des  abscisses , se  trouve  enfin  représentée  par  la 
formule 

— /«-Pi 

Eu  égard  à l’origine  actuelle  des  aires,  ce  résultat  consiste  évi- 
demment à étendre  aux  exposants  négatifs  la  règle  de  quadra- 
ture précédemment  démontrée  envers  l’équation  ^ = ax"‘, 
quand  m était  supposé  positif. 

74.  Telles  sont  les  ressources  essentielles  que  présente  réel- 
lement l'analyse  ordinaire  pour  aborder,  à un  certain  degré,  la 
théorie  des  quadratures  proprement  dites,  en  évitant  d’y  exa- 
gérer puérilement  sa  portée  effective  par  une  vaine  imitation , 


S=a  — 
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plus  on  moins  dissimulée , des  procédés  vraiment  émanés  de 
l'analyse  Iranscendaule.  Il  faut  maintenant  expliquer  successi- 
vement les  divers  rapprochements  rondamentaux  qui  étendent 
beaucoup  l'ulilité  géométrique  des  moyens  analytiques  quel- 
conques relatifs  à la  mesure  des  aires , en  permettant  d’y  ra- 
mener aussi  la  mesure  des  longueurs  et  celle  des  volumes. 

La  manifestation  déGnilive  de  ces  relations  nécessaires  con- 
» stitua , vers  le  milieu  de  l’avant-dernier  siècle , l’un  des  pre- 
miers résultats  naturels  de  l’heureuse  révolution  que  Descartes 
venait  d'opérer  dans  le  système  des  spéculations  géométriques, 
en  y faisant  œnvenablement  prévaloir  les  conceptions  analy- 
tiques, qui  ont  permis  une  généralisation  auparavant  impos- 
sible. Aussi  ces  importantes  relations  vont-elles  ici  s'établir  avec 
toute  la  généralité  désirable,  sans  exiger  aucunement  l’analyse 
transcendante  , qu’on  y croit  mal  à propos  indispensable  au- 
jourd  hui,  quoique  sa  création  ait  été  historiquement  très- 
postérieure  à leur  découverte. 

Considérons  d’abord  la  rectification  des  courbes  planes.  IjA 
marche  générale  de  la  solution  s’y  présente  aussitôt  comme  évi- 
demment analogue  à celle  du  problème  des  quadratures , puis- 
que la  dilGculté  consistera  ici  à discerner  la  limite  de  la  somme 
des  éléments  rectilignes , tels  que  mm'{/ig.  45;,  composant  le. 
polygone  inscrit  que  l’on  substitue  à l’arc  proposé,  M'iM  , 
compris  entre  les  ordonnées  M'P'  et  MP.  Mais  un  examen  plus 
approfondi  montre  aisément  que  l’on  peut  établir,  sous  le  rap- 
port analytique , une  véritable  identité  entre  les  deux  recher- 
ches , en  ramenant  la  rcctiGcation  d’une  courbe  quelconque  5 
la  quadrature  d’une  antre  , liée  à la  première  suivant  une  loi 
constante.  Il  sulGl  pour  cela  de  chercher  l’expression  générale 
de  l’élément  curviligne  d’après  l’élément/i/j'  ou  «m  de  l’abscisse. 
En  nommant  a l’angle  ni'mn , qui , à la  limite  , devient  évi- 
demment l’inclinaison  dé  la  tangente  en  m sur  l'axe  , on  aura 
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mm'—hséc  5t.  Or,  cette  formule  pormet  d’envisager  IVléni  lit 
linéaire  proposé  comme  numériquemimt  équivalent  à l’élt- 
menl  superficiel  d’une  certaine  courbe  auxiliaire  K’K  dont 
l’orifonnée  serait  représentée  par  la  fonction  qui , envers  la 
courbe  donnée , indique  la  sécante  de  l'inclinaison  de  la  tan- 
gente , en  sorte  que  l’on  pourra  déduire  son  équation , d’après 
la  régie  des  tangentes  , de  celle  de  la  courbe  proposée , suivant 

la  \»\y=^VT+{f{  -*■))%  si.x=yW  est  l’équation  primitive, 
line  telle  assimilation  élémentaire  détermine  la  même  relation 
entre  les  sommes  d’un  pareil  nombre  d’éléments  respectifs  , et 
par  suite  entre  les  limites  de  ces  sommes.  Ainsi  l’arc  cherché 
M'M  équivaudra  numériquement  au  segment  K'P'KP.  Si  donc 
la  quadrature  de  la  courbe  auxiliaire  est  accessible  aux  mé- 
thodes connues , clic  fournira  aussitôt  la  rectification  de  la 
courbe  proposée. 

Qu’il  s'agisse,  par  exemple,  de  rectifier  le  cercle 
On  aura  ici  tanga  = — - , et  dés  lors  la  courbe  auxiliaire,  sui- 

vantla  loi  précédente  ;=séca , aura  pour  équation  ==  - ■ ''  — . 

V r‘ — ./•’ 

Cette  courbe  du  quatrième  degré  n'étant  pas  actuellement 
quarrable  par  nos  méthodes  , si  ce  n'est  en  série , la  question 
proposée  ne  comporte  maintenant  qu’une  pareille  solution. 

L’extrême  imperfection  où  nous  avons  dû  laisser  ci-dessus 
la  théorie  des  quadratures  proprement  dites  nous  permettrait 
rarement  d’accomplir  ainsi  les  rectifications , vu  la  trop 
grande  complication  que  la  nature  de  cette  loi  de  transforma- 
tion devra  communément  introduire  dans  l’équation  de  la 
courbe  auxiliaire , même  d’après  une  très-simple  équation  pri- 
mitive. Mais  le  problème  des  rectifications  doit  être , en  gé- 
néral , réputé  plus  difficile  que  celui  des  quadratures  , et  beau- 
coup moins  souvent  susceptible  d’une  solution  satisfaisanlp  , 
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avec  qnelqucs  moyens  analytiques  qu’on  puisse  l'aborder. 

Je  dois  pourtant  citer  ici  un  exemple  remarquable,  où,  par 
une  compensation  analytique  éminemment  exceptionnelle , la 
courbe  auxiliaire  devient  réellement  plus  simple  que  la  courbe 
proposée  : c’est  celui  de  la  courbe  7^’= x’,  où  l’on  trouve,  pour 


la  courbe  auxiliaire,  l’équatiou  z=\/  1-j-^.r,  qui,  mise 
sous  la  forme  J évidemment  une  para- 


bole aisément  quarrablc  d’après  la  régie  élémentaire  du  n’  71, 
assignant  au  segment  les  ’ de  l’aire  du  rectangle  des  coordon- 
nées extrêmes.  On  doit  seulement  remarquer,  à ce  sujet,  que  la 
parabole  actuelle  a son  sommet  à ; en  arriére  de  l’axe  des  j' , 
à partir  duquel  cette  règle  estime  l’aire , et  d’où  nous  voulons 
aussi  compter  l’arc  cherché  : il  faudra  donc , de  l’expression 
habituelle  du  segment  variable,  retrancher  maintenant  celle  du 
segment  fixe  qui  s’étend  de  ce  sommet  à cet  axe;  cequi  donnera 
fiiralemcnt  pour  la  rcctilication  proposée , la  formule 


'=('+Ü\/"^+5 


27’ 


73,  En  passant  maintenant  à la  mesure  des  volumes,  nops 
devons  id,  pour  ne  pas  sortir  rcellemeut  de  la  géométrie  plane, 
considérer  seulement  les  corps  engendrés  par  la  révolution 
d’uuc  courbe  plane  autour  d’un  axe  situe  dans  son  plan.  Après 
les  corps  cylindriques  et  coniques  , dont  la  mesure  résulte  im- 
médiatement de  celle  des  prismes  et  des  pyramides,  ces  corps 
ronds  constituent  le  cas  le  plus  simple  et  aussi  le  plus  usuel  : 
sa  juste  appréciation  générale  suffit  d’ailleurs  à caractériser 
nettement  le  véritable  esprit  de  la  méthode  fondamentale  des 
cubatures,  quoiqu'on  puia^e  a’y  burner,  cuntntç  envers  les 
quadratures  et  les  rcctlftcatiops,  à pne  scplc  décomposition 
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clcmnntaire  ; tandis  qae  les  volumes  les  plus  compliques  exi- 
geraient (leux  (lé-composilioDs  consécutives  aQn  do  se  résoudre 
en  éléments  directement  évaluables. 

Proposons-nous  donc  do  mesurer  le  volume  produit  par  le 
segment  curviligne  quelconque  M'MPF  {ftg.  4 >),  tournant 
autour  de  l’axe  des  x.  Les  éléments  naturels  de  ce  corps  se- 
raient d’abord  les  troncs  de  cône  résultés  des  trapèzes  élémen- 
taires dont  l’aire  génératrice  est  inimédi.itemenl  formée.  Mais 
de  même  que,  à chacun  de  ces  trapèzes  mm'p'p^  on  peut 
substituer  le  rectangle  correspondant  mnp’p,  un  motif  sem- 
blable autorise  également  à remplacer  ces  éléments  coniques 
par  les  simples  cylindres  qu’engendreraient  ces  rectangles; 
puisque  chaque  tronc  de  cùue  est  évidemment  compris  entre 
deux  cylindres , uii  extérieur  et  l’autre  intérieur,  qui,  à la 
limite,  coïncident  exactement , comme  les  rectangles  généra- 
teurs m’qpp'  et  mnp’p.  D’après  cela,  l’élé-mcnt  du  volume 
cherché  aura  pour  mesure  rxy'U.  Or,  eu  omettant  le  facteur 
constant  w,  cette  expression  peut  être  attribuée  à l’élément 
superficiel  d’une  courbe  auxiliaire  G'G  dont  l’ordonnée  corres- 
pondrait au  carré  de  la  fonction  de  l’abscisse  qui  représente 
l’ordonnée  de  la  courbe  donnée.  Ainsi , en  raisonnant  comme 
au  n°  précédent,  on  reconnattra , sans  aucune  difliciilté,  que  la 
quadrature  de  celle  nouvelle  courbe , entre  les  limites  propo- 
sées, représentera  numériquement  la  cubaturc  demandée, 
pourvu  que  le  résultat  en  soit  finalement  multiplié  par  le 
rapport  connu  de  la  circonférence  au  diamètre.  La  loi  z 
suivant  laquelle  la  courbe  auxiliaire  dérive  ici  de  la  courbe 
donnée,  montre  clairement  que  cette  seconde  extension  fonda- 
mentale de  la  théorie  des  quadratures  est  plus  favorable  que 
la  précédente  ; puisque  la  quadrature  finale  doit  être  alors  bien 
plus  souvent  accessible  à nos  méthodes  actuelles,  d'après  la 
simplicité  comparative  de  la  nouvelle  équation. 
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Supposons,  par  exemple,  qu’il  s’agisse  d’obtenir  ainsi  la  me- 
sure du  segment  sphérique,  en  partant  de  l'équation 
du  cercle  générateur.  Dans  ce  cas,  la  courbe  auxiliaire  est  une 
simple  parabole  s = r*  — j:’,  aisément  quarrablc  suivant  noire 

règle  élémentaire,  et  qui  donne  S=r’x — , d’où  il  résulte, 

O 


pour  le  volume  cherché,  la  formule  V=7:^r’x — y j,  où  le 

segment  est  naturellement  compté  du  centre,  et  qui  conduirait 
aisément  à l'expression  du  segment  compté  de  la  surface.  Au 
reste,  celui-ci  s’obtiendrait  directement  en  reprrécntantlc  cercle 
générateur  par  l’équation  y=2rx—x\  d’où  la  même  méthode 


déduirait,  sans  plus  d’embarras,  la  formule  V= 


Chacune  de  ces  formules,  d’après  rhypolhèsea,  =r,  détermi- 
nerait l’hémisphère,  de  manière  à reproduire  spontanément. 


4 

pour  la  sphère  totale , l’expression  élémentaire  - ttc’,  dont  la 

«5 


démonstration  pourrait  logiquement  être  ajournée  jusqu’à  ce 
degré  actuel  de  l’initiation  mathématique , quoiqu’il  convienne 
d’ailleurs,  à tous  égards,  de  maintenir  l’usage  de  faire  connaitre 
beaucoup  plus  tôt  un  tel  résultat  géométrique. 

Considérons  encore  le  cas  du  tore , engendré  par  la  révolu- 
tion du  cercle  AfiD£  {fig.  47),  dont  le  centre  C est  sur  l’axe 
des  J-,  autour  de  l’axe  des  x.  L’équation  du  cercle  est  alors 
(y — ilcn  résulte,  pour  la  courbe  auxiliaire, 
l’équation 

z=b'  -\-r’  — jt’ ± V/r’ — x'. 


où  le  double  signe  correspond  à la  duplicité  actuelle  des  or- 
données MP  et  M'P  relatives  à une  même  abscisse.  11  importe 
ici  de  sentir  que,  si  un  appliquait  aveuglément  la  règle  ordi- 
naire à l’uue  ou  à l’autre  de  ces  deux  fonctions , ou  n’obtien- 
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(Irait  pas,  en  étendant  le  résultat  aux  limites  horizontales  du 
corps  proposé,  la  vraie  mesure  du  tore,  mais  celle  seulement 
ou  du  corps  produit  par  l’espace  circulaire  concave  H ADBK , 
d’après  la  première,  ou  de  celui  que  produirait  l’aire  convexe  . 
HâEBK  : un  instant  de  réflexion  directe  sur  l'origine  de  la  re- 
lation fondamentale  suflira  pour  le  faire  bien  comprendre  au 
lecteur.  Or,  le  tore  étant  évidemment  équivalent  à la  diflërcnce 
de  ces  deux  volumes , on  voit  qu’il  faut  maintenant  quarrer 
séparément  les  deux  courbes  auxiliaires , et  ensuite  retrancher 
le  second  résultat  du  premier.  Dans  cette  soustraction , les 
termes  communs,  d’ailleurs  aisément  quarrables,  devraient  dis- 
paraître, en  sorte  qu’il  serait  superflu  de  s’en  occuper:  au 
contraire,  les  termes  distincts  se  doubleront , d’après  l’opposi-  ! 
tion  des  signi» , et  tout  se  réduira  flnalement,  selon  le  principe' 
de  Wallis,  à quarrer  la  courbe  s=  \/ r‘ 


-x’,  sauf  à multiplier 


le  résultat  par  4é,  outre  le  facteur  habituel  n en  dernier  lieu. 
Nous  ne  pourrions  maintenant  opérer  qu’en  série  cette  quadra- 
ture définitive,  qui  est  évidemment  celle  du  cercle  générateur, 
s'il  s’agissait  d’un  segment  torique  quelconque.  Mais , envers  .v. 
le  tore  entier,  le  résultat  en  est  déjà  connu,  suivant  la  règle 
élémentaire  relative  à l’aire  du  cercle,  et  qu’il  faudra  ici  ap- 
pliquer au  demi-cercle.  On  trouvera  ainsi  la  formule  finale  - 
Y=2jz'br‘‘,  parfaitement  conforme  à la  loi  générale  de  Guldin 
sur  la  mesure  de  tout  corps  rond  par  le  produit  de  l’aire  ' 
génératrice  et  de  la  circonférence  que  décrit  son  centre  de  . 
gravité. 

Un  tel  exemple  méritait  ici  une  appréciation  spéciale,  comme 
propre  à caractériser  la  manière  dont  il  faudra  modifier  la  ' 
méthode  fondamentale  quand  la  fignre  proposée,  an  lieu  de 
s’étendre  inférieurement  jusqu’à  l’axe , suivant  notre  hypo-  /> 
thèse  ordinaire,  sera  circonscrite  entre  les  deux  parties  d’une  - 
même  courbe , ou  d’ailleurs  entre  deux  courbes  distinctes,  dont 
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les  ordonnées , diflcrcraient  d’après  un  mode  analytique  qucl- 
coiiciuc , au  lieu  de  n’élre  distinguées  que  par  le  signe  d’un 
radical. 

76.  Procédons  enfin  à la  dernière  extension  générale  de  notre 
théorie  des  quadratures,  en  l’appliquant  à la  mesure  delà  sur- 
face courbe  qui  entoure  les  corps  ronds  que  nous  venons  de 
cuber.  On  est  alors  obligé  de  conserver  les  éléments  coniques 
engendrés  par  les  côtés  élémentaires  mm'  (fig.  46)  de  la  courbe 
donnée,  sans  pouvoir  aucunement  leur  substituer  les  éléments 
cylindriques  correspomlants  aux  parallèles  m'n  ou  m'q , entre 
lesquelles  l’élément  naturel  n’est  plus  compris.  Un  élément 
quelconque  de  faire  cherchée  sera  donc  ici  mesuré  par  '2::/iy 
si'c  a , eu  ayant  égard  à l’expression  du  u*  74  pour  le  côté  mm’, 
a désignant  toujours  l'inclinaison  de  la  tangente  sur  l’axe. 
D’npr^  une  telle  formule,  une  marche  semblable  à celle  déjà 
employée  envers  les  deux  autres  extensions  fondamentales, 
conduit  aisément  à reconnaître  que  la  quadrature  de  la  sur- 
face courbe  proposée  se  réduit  à celle  de  faire  plane  cor- 
rcspondanlc  à une  courlM'.  auxiliaire  dont  l’équation  se  dédui- 
rait de  celle  de  la  courbe  donnée  suivant  la  loi  s = séc  a : 
il  faudra  seulement  multiplier  cette  aire  par  le  facteur  con- 
stant n. 

La  loi  de  transformation  générale  est  ici  plus  complicpiée 
qu’en  aucun  autre  cas;  par  suite,  cette  troisième  classe  de 
recherches  doit  être  finalement  regardée  comme  la  moins  acces- 
sible à nus  méthodes  actuelles , cl  même  aux  moyens  plus  par- 
faits que  fournil  f analyse  transcendante.  Je  ne  puis  guère  citer 
ici  d'autre  cas  intéressant  où  elle  devienne  complètement  appli- 
cable que  celui  de  la  sphère , où  , par  une  compensation  émi- 
nemment exceptionnelle , les  radicaux  propres  aux  deux 
factcurs^etséc  a,  au  lieu  dose  combiner,  comme  de  coutume, 
60  détruisent  mutuellement  ; eu  sorte  que , contre  l’usage 
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noroial , la  ligne  auxiliaire  se  trouve  alors  plus  simple  que  la 
ligne  donnée.  En  partant  de  l’équation  2 rjc  — x’ , afin 
d’obtenir  naturellement  la  zone  à une  seule  base,  ou  trouve 
r 


•A  * ■ 


séc 


- ; ainsi  la  ligne  auxiliaire  est  ici  s = r,  c'est-à-dire 
Y 


une  simple  parallèle  à l’axe  : il  en  résulte,  suivant  nus 
régies , la  formlile  S = 2 n rx , parfaitement  confurme  à la  lui 
cunnuc. 

Dans  le  cas  du  tore(^ÿ.  47),  on  trouverait  aisément, d’aprt*s  la 
même  équation  qu’au  numéro  précédent , la  cuurbe  auxiliaire 

br 


: r. 


X’ 


En  étendant  sa  quadrature  jusqu’aux  limites  hurizontalcs  du 
turc  entier,  le  signe  supérieur  correspondrait  à l’aire  résultée 
de  la  demi-circonférence  concave  ADB , et  le  signe  inférieur  à 
celle  qu’engendrerait  la  demi-circonférence  convexe  AEB.  L’aire 
clierchéc  dépendra  donc  de  la  somme  des  deux  (]uadratures , 
sur  laquelle  le  terme  distinct  r ne  saurait  influer,  en  sorte 
que  tout  SC  réduit  à doubler  le  résultat  correspondant  à l’équa- 
br 

— • Or,  quoiqu’elle  échappe  directement  à nus 


tion  = = 


.V 


\/r’  — X* 

méthodes  élémentaires,  sauf  le  recours  aux  séries,  il  est  aisé 
de  sentir  que , en  y umettant  le  facteur  b , celle  quadrature 
coïncide  avec  celle  qu’a  exigée,  au  n"  74,  la  rectiCcatiou  du 
cercle , laquelle  nous  est  déjà  connue  envers  la  circonférence 
totale , qui  se  rapporte  ici  à l’ensemble  du  tore.  D’après  cet 
utile  rapprochement,  on  trouve  aisément  la  formule  linalc 
S = 4 r’br-,  conformément  à la  seconde  partie  de  la  loi  de 
Guldin  sur  la  quadrature  de  tout  corps  rond  suivant  le  produit 
du  contour  générateur  par  la  circonférence  que  décrit  sou 
ceulrc  de  gravité,  il  ne  faut  pas  négliger  d’ailleurs  de  rcmar- 
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quer,  au  sujet  d’une  telle  solution , cet  exemple  éTident  de  l'ef- 
licacité  naturelle  , même  spéciale  , du  point  de  vue  analytique 
pour  le  perfectionnement  des  diverses  notions  géométriques  à 
l’aide  des  nouvelles  liaisons  abstraites  qu’il  établit  entre  elles , 
et  qui  permettent  de  faire  souvent  rentrer  les  uu^  dans  les 
'autres  des  questions  qui  devaient  d’abord  sembler  hétérogènes. 
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A DEUX  VARUBLES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

CoBsidéralions  (énéralei. 


77.  A la  manière  dont  jasqu’ici  on  s’est  borné  à concevoir 
cette  partie  essentielle  de  la  géométrie  plane,  elle  constitne 
.seulement  l’application  générale  de  l'ensemble  des  mëtliodes 
qne  nons  venons  d’établir  à la  détermination  caractéristique  de 
la  vraie  figure  d'une  courbe  d’apres  son  équation.  Sans  exiger 
proprement  aucun  nouveau  principe , cette  partie  ne  se  distin- 
guera ainsi  de  la  précédente  que  par  la  combinaison  spontanée 
et  continue  des  diverses  théories  qui  ont  été  ci-dessus  consi- 
dérées séparément , et  qu’il  faut  maintenant  faire  concourir  à 
l’appréciation  progressive  des  formes  correspondantes  aux  dif- 
férentes équations  , en  apprenant  surtout  à perfectionner  les 
unes  par  les  autres  ces  indications  distinctes,  qui  pourront 
souvent  SC  suppléer  mutuellement.  C’est  dans  le  sentiment  fa- 
milier d’une  telle  solidarité  générale  que  consiste  la  principale 
utilité  de  cette  nouvelle  étude , communément  très-imparfaite , 
et  h défaut  de  laquelle  on  oc  saurait  pourtant  obtenir  qu’une 
insuffisante  manifestation  do  véritable  esprit  de  1a  géométrie 
analytique. 


2n0  GÉOMKTRIIÎ  PLAÎTE. 

Pour  mrartrrisor  dVibord  convonablrmont  la  marrho  Tonda- 

« 

mentale  que  doit  toujours  suivre  la  discussion  géométrique  des 
équations , il  y faut  distinguer  ici  deux  degrés  essentiels  néces- 
sairement ronséciilifs , l’un  relatif  à l’ordonnée  , l’autre  à la 
tangente.  Le  premier  degré,  base  indispensable  de  l’ensemble 
de  la  discussion , consiste  surtout , non  à examiner  minutieuse- 
ment quelques  points  particuliers,  comme  on  a coutume  de  le 
Taire  presque  au  hasard  , mais  à saisir  nettement  le  mode  gé- 
néra! de  variation  de  l’ordonnée  d’après  l’abscisse.  Cette  appré- 
ciation SC  compose  essentiellement  de  deux  parties  successives, 
l’une  où  l’on  détermine  d’abord  entre  quels  intervalles  l’or- 
donnée sera  réelle , l’autre  où  l’on  discute  ensuite  en  quel  sens 
et  avec  quel  signe  varie  sa  grandeur  pour  chaque  intervalle  de 
réalité,  sans  pluss’occuper  de  ceux  où  elle  devient  imaginaire. 
On  coiinail  ainsi,  en  premier  lieu,  si  la  courbe  est  limitée  nu 
lliiniléc,  continue  ou  discontinue  ; en  second  lieu  , si  clic  est 
ascendante  ou  descendante , et  si  elle  traverse  ou  non  les  axes 
cooi'donnés.  Chacune  de  ces  deux  parties  de  la  discussion  fon- 
damentale de  l’ordonnée  donne  lieu  d’ailleurs  le  plus  souvent  à 
un  complément  naturel , consistant  à déterminer,  autant  que 
possible , les  points  particuliers  où  s’opèrent  ces  diiïérents  pas- 
sages de  la  réalité  à l’imaginarité,  de  l’ascension  à la  descente, 
d’un  côté  de  l’axe  à l’autre  côté.  11  convient  alors  de  résumer 
rcnsemblc  de  cette  première  appréciation  par  la  figure  la  plus 
simple  qui  puisse  convenablement  satisfaire  aux  divers  ren- 
seignements ainsi  obtenus  ; suivant  l’important  précepte  logi- 
que, mentionné  dans  la  première  partie  de  ce  traité , sur  la  né- 
cessité d’introduire  le  plus  promptement  possible  une  hypothèse 
propre  à lier  tous  les  documents  déjà  recueillis  , sauf  à la  mo- 
diGcr  ensuite  d’après  de  nouvelli'S  informations. 

Quoique  cette  discussion  do  l’ordonnée  puisse  quelquefois 
. sullire  à caractériser  nettement  la  vraie  figure  gimèrale  d’um* 
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courbe , ccponüaut  elle  laissera  presque  toujours , sur  le  sens 
cflcctif  de  sa  courbure , une  incerlitudc  radicale,  qui  ne  saurait 
être  dissipée  que  par  un  second  degré  de  discussion  , relatif  au 
mode  de  variation  de  la  tangente  dans  les  diverses  parties  de  la 
ligne.  La  méthode  naturelle  que  nous  avons  d'abord  employée 
pour  décider  si  une  courbe  est  concave  ou  convexe  vers  un  axe, 
en  comparant  son  ordonnée  à celle  d’une  corde  convenablement 
choisie,  conduirait  le  plus  souvent  à des  calculs  beaucoup  trop 
compliqués.  Or,  cette  comparaison  spontanée  entre  deux  fonc- 
tions distinctes  peut  être  maintenant  remplacée  par  une  com- 
paraison équivalente,  non  moins  générale  , mais  bien  plus  fa- 
cile, entre  les  valeurs  successives  d’une  même  fonction , celle 
qui  exprime , en  chaque  point , le  coetllcient  angulaire  de  la 
tangente  correspondante.  Car,  en  supposant , pour  mieux  fixer 
les  idées , que  l’ordonuéc  croisse  avec  l’abscisse,  il  est  clair  que, 
si  la  courbe  est  concave  vers  l’axe,  l’inclinaison  de  la  tan- 
gente  diminuera  toujours , avec  ou  sans  limite  d’ailleurs , à 
mesure  que  la  courbe  s’élèvera  ; tandis  que , si  la  courbe  est 
convexe , cet  angle  ira  , au  contraire , en  augmentant.  Quand 
la  courbe  descend,  le  symptôme  se  trouve  inverse  , mais  pa- 
reillement décisif  ; l’angle , dés  lors  obtus , que  fait  la  tangente 
avec  l’axe  se  rapproche  ou  s’éloigne  de  l’angle  droit  à mesure 
que  l’abscisse  augmente  , suivant  que  la  courbe  est  concave  ou 
convexe.  Ainsi,  le  mode  général  de  variation  du  cocniciciit 
angulaire  de  la  tangente  est  toujours  propre  à déterminer  le 
vrai  sens  de  la  courbure,  sans  qu'il  convienne  d’ailleurs  d'ar- 
rêter d’avance , à cet  égard , aucune  formule  spéciale , qui  no 
saurait  également  s’adapter  aux  diverses  applications. 

Ce  second  dc'gré  général  de  la  discussion  géométrique  des  équa- 
tions indique  d’abord  certains  points  remarquables,  qui  com- 
plètent naturellement  la  discussion  de  l’ordonnée , en  faisant 
connaitre  les  maxima  nu  minima  des  deux  variables  simiilta- 
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nées,  d’après  les  tangentes  parallèles  anx  axes,  comme  je  l’ai 
expliqué,  en  principe,  en  exposant  l’application  de  la  théorie 
des  tangentes  à cette  importante  recherche  analytique.  Mais, 
outre  ces  points,  qui  appartiennent  proprement  au  premier 
degré  de  discussion , la  marche  des  tangentes  introduira  spon-  ' 
tanément  la  détermination  d’une  autre  sorte  de  points , qui  s’y 
rapporte  spécialement , ceux  où  la  courbure  change  de  sens. 
Quand  une  courbe  est  sinueuse,  chacune  de  ses  inflexiom  se 
trouve,  en  effet,  caractérisée,  d’après  l’explication  précédente, 
par  un  état  maximum  ou  minimum  de  la  fonction  qui  mesure 
l’inclinaison  de  la  tangente  sur  l’axe  ; puisque  c’est  alors  que 
cette  fonction  passe  de  l’accroissement  au  décroissement , ou 
en  sens  inverse  selon  la  position  de  la  Ggure.  On  pourra  donc 
découvrir  ces  points  d’inflexion  en  appliquant  au  coedicient 
angulaire  de  la  tangente  les  méthodes  que  l’on  jugera  conve- 
nables pour  en  déterminer  les  maxima  on  minima.  Suivant  les 
principes  que  nous  avons  établis  à ce  sujet,  on  pourrait  consi- 
dérer le  caractère  analytique  de  ces  points  comme  consistant , ' 
en  général , daus  l’annulation  de  la  seconde  dérivée  de  la  fonc- 
tion relative  à l’ordonnée,  sous  la  réserve  habituelle  desexcep-  . 
lions  propres  à cette  théorie.  Mais,  soit  que  nous  poissions 
immédiatement  appliquer  un  tel  caractère,  soit  que,  comme  il 
arrivera  le  plus  souvent,  nous  soyons  forcés  de  suivre,  à cet 
égard,  les  détours  algébriques,  déjà  expliqués,  qn’-impose  la 
faible  instruction  analytique  exigée  dans  ce  traité,  ce  sera 
toujours  d’après  une  semblable  considération  géométrique  que 
noos  procéderons  ici  à la  recherche  de  ces  points  remar- 
quables. 

A ces  deux  degrés  essentiels  de  la  discussion  géométrique 
seule  accessible  à l’analyse  ordinaire , l'analyse  transcendante 
en  joindra  ultérieurement  un  troisième,  destiné  à compléter  le 
second,  comme  celni-ri  aura  déjà  complété  le  premier,  en 
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appréciant  le  mode  général  de  variation  de  la  courbure,  consi' 
dérée , non  plus  seulement  dans  sa  direction  concave  ou  con- 
vexe, mais  aussi  dans  son  intensité  plus  ou  moins  grande. 
Nous  ne  pourrons  ici  instituer,  à cet  égard , qu’une  première 
ébauche,  nécessairement  vague  et  imparfaite,  en  examinant 
les  changements  plus  ou  moins  rapides  qu’éprouve  l’inclinaison 
de  la  tangente.  Là  où  cet  angle  variera  beaucoup  dans  un  petit 
intervalle , nous  jugerons  la  courbure  très-prononcée  en  géné- 
ral ; quand,  au  contraire,  il  changera  peu  entre  deux  sinuosités 
fort  écartées,  nous  conclurons  à une  faible  courbure.  Mais  ces 
insuflisantes  indications,  les  seules  que  fournisse,  à ce  sujet, 
l’analyse  ordinaire,  ne  sauraient  d’ailleurs  nous  permettre 
nullement  ni  de  mesurer  ces  inégalités  de  courbure,  ni  de 

distinguer  ce  qui  s’y  rapporte  aux  divers  points  de  chaque 

« 

branche.  C’est  l’unique  aspect  sous  lequel  nos  ligures  devront 
ici  rester  ordinairement  indécises , jusqu’à  ce  que  l’analyse 
transcendante  ait  mis  le  lecteur  en  état  d'aborder  une  tcllo 
appréciation,  où  elle  est  essentiellement  indispensable. 

Les  diverses  indications  géométriques  relatives  à nos  diffé- 
rentes théories  générales  viendront  d'ailleurs  se  grouper  spon- 
tanément, selon  leur  nature,  autour  de  l’un  ou  de  l’autre  de 

ces  deux  degrés  nécessaires  que  nous  venons  de  distinguer  dans 

« 

la  discussion  des  équations.  A la  discussion  fondamentale  de 
l’ordonnée , se  rattachera  naturellement,  quand  il  y aura  lieu  , 
la  considération  des  diamètres  ainsi  que  celle  des  centres.  De 
même  la  discussion  complémentaire  de  la  tangente  conduira 
habituellement  à la  détermination  des  asymptotes,  quand  l’exa- 
men de  l’ordonnée  ne  les  aura  pas  directement  indiquées. 

Suivant  ces  explications  générales  sur  la  marche  néccs.saire 
de  la  saine  discussion  géométrique  des  équations,  cette  troi- 
sième partie  essentielle  de  notre  élude  doit  surtout  consister  en 
une  suite  d’exemples  convenablement  choisis  , propres  à bien 
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CAracliViscr  l’application  familière  de  ces  principes  incontos- 
laldes,  qui,  comme  tous  les  préceptes  logiques,  malgré  leur 
immédiate  évidence,  ne  sauraient  être  suflisammont  appréciés 
que  d’après  un  judicieux  exercice.  Toutefois,  afin  d’éviter 
d’inutiles  développements , Je  me  bornerai  ici  aux  exemples 
susceptibles  de  faire  bettement  ressortir  les  diverses  dillicultés  ' 
d'un  tel  travail,  en  les  coordonnant  d’ailleurs  de  manière  à 
permettre  aisément  la  formation  de  nouveaux  cas  , dont  je  ré> 
serverai  ensuite  au  lecteur  l’examen  spontané.  Rien  n’est  plus 
propre  que  de  pareils  exercices,  bien  conçus  et  bien  dirigés, 
non-seulement  à faire  profondément  sentir  te  vrai  génie  de  la 
géométrie  analytique,  mais  aussi  à réaliser  directement  cette 
universelle  préparation  logique  qui  constitue , au  fond  , la 
principale  utilité  finale  de  l’initiation  mathématique.  Car,  une 
telle  élaboration  tetid  spécialement  au  développement  rudimen- 
taire de  l’esprit  d’ensemble  , jusqu’ici  trop  rare  chez  les  géo- 
mètres , en  habituant  à faire  exactement  converger  toutes  les 
diverses  déterminations  analytiques  vers  un  même  résultat 
synthétique , d’abord  confusément  entrevu , et  ensuite  graduel- 
lement ébauché , à mesure  que  les  renseignements  s’accumu- 
lent , en  ne  compliquant  jamais  l’hypothèse  primitive  qu’autant 
que  l'exige  la  nécessité  de  satisfaire  à toutes  les  informations 
recueillies. 

78.  Pour  diriger  le  choix  rationnel  des  exemples  successifs 
qui  doivent  ici  caractériser  la  discussion  géométrique  des 
(’x]ualion$  algébriques  , il  serait  nécessaire  d’établir  des  prin- 
cipes généraux  sur  la  classification  naturelle  des  courbes  cor- 
respondantes. Or,  c’est  là  que  se  manifeste,  chez  les  esprits 
convenablement  préparés  , l’extrême  imperfection  actuelle  de 
cette  troisième  partie  essentielle  de  la  géométrie  analytique , 
qui,  sous  ce  rapport , n’est  pas  encore  sortie  de  l’enfance;  à 
tel  poiut  que  la  plupart  des  géomètres  , même  éminents  , n’ont 
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pas  RPiilomonl  rompris  jusqu’à  pr/^nl  quels  sont , à cet  épard, 
les  vrais  besoins  delà  science,  faute  d’une  disposition  pliiloso- 
pliiquc  qui  ne  peut  être , à ce  sujet , suflisamment  développée 
que  sous  des  inspirations  logiques  émanées  des  plus  hautes 
parties  de  l’étude  des  corps  vivants,  unique  source  spontanée 
des  véritables  principes  relatifs  à la  théorie  universelle  des, 
classifications  quelconques. 

Dés  l’origine  de  la  géométrie  analytique,  les  habitudes  algé- 
briques ont  involontairement  conduit  à classer  les  courbes  planes 
d’après  les  degrés  de  leurs  équations  rectilignes,  sans  qu’on  ait 
jamais  examiné  directement  si  ce  classement  empirique  peut 
aucunement  satisfaire  aux  conditions  essentielles  que  la  raison 
impose  en  une  telle  opération.  11  est  néanmoins  évident,  en 
principe,  que  les  motifs  qui , en  algèbre,  ont  inspiré  et  main- 
tenu une  telle  classification  ne  sauraient  nullement  suffire  pour  • 
la  transporter  en  géométrie.  Car,  ils  se  rapportent  essentielle-* 
ment  à la  difficulté  croissante  que  doit  nécessairement  offrir , à 
mesure  que  le  degré  s’élève,  la  résolution  des  équations,  objet 
final  des  spéculations  algébriques.  Or,  cette  distinction  ne  com- 
porte, par  sa  nature,  aucune  importance  géométrique,  puisque 
le  lieu  d’une  équation  est,  comme  nous  l’avons  reconnu  au 
début  de  ce  traité,  radicalement  indépendant  de  sa  forme  ac- 
tuelle : en  géométrie,  l’équation  est  habituellement  conçue  ré- 
solue, sans  qu’il  faille  s’y  enquérir  aucunement  de  l’embarras, 
purement  analytique , que  peut  susciter  la  réalisation  d’un  tel 
projet.  Le  degré  d'une  équation  p’a,  par  loi-même,  d’autre 
influence  géométrique  que  d'indiquer  une  limite  supérieure  du 
nombre  de  points  en  ligne  droite  que  comporte  la  courbe  cor- 
respondante. Mais  cette  considération,  qui  pourrait  acquérir  une 
véritable  importance,  en  signcilant  le  nombre  des  sinuosités,  si 
une  telle  indication  était  plus  précise,  ne  peut  nullement  de- 
venir un  principe  de  classement , vu  son  incertitude  radicale. 
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Il  existe,  par  exemple,  dans  tous  les  degrés  pairs,  des  courbes 
que,  comme  les  sections  coniques , aucune  droite  ne  saurait 
couper  en  plus  de  deux  points. 

Cette  insufllsancc  nécessaire  du  classement  empirique  adopté 
spontanément  par  les  géomètres  pour  les  courbes  algébriques 
est  aisément  vériGable  en  plusieurs  cas  décisifs,  quoique  l’étudo 
comparative  de  ces  diverses  figures  ne  soit  pas  encore  conve- 
nablement instituée  , ni  même  judicieusement  conçue  dans 
son  ensemble.  On  peut,  en  effet,  constater  souvent  qu'un  tel 
classement  rompt  directemeut  toutes  les  analogies  essentielles, 
et  qu’il  conduit  aussi  à de  vicieux  rapprochements.  Dans  tous 
les  degrés,  et  sans  même  excepter  le  second,  les  vrais  analo- 
gues géométriques  do  ctiaque  courbe  sc  trouvent  fréquemment 
parmi  des  lignes  de  beaucoup  d'autres  degrés,  tandis  que  celles 
. du  degré  correspondant  en  diffèrent,  an  contraire , essentielle- 
*ment  : double  confirmation  , spontanément  développée  dans 
toute  cette  troisième  partie,  de  l’inanité  radicale  d’un  tel  clas- 
sement. Malgré  l’habitude  invétérée,  transmise,  sous  de  nou- 
velles formes , des  anciens  aux  modernes,  qui  rapproche  essen- 
tiellement l’ellipse,  d’une  part  de  la  parabole,  et  d’une  autre  part 
de  l’hyperbole,  nous  allons  spécialement  reconnaître,  au  clia- 
pitre .suivant , que,  si  l’on  considère  l’ensemble  des  rapports, 
sans  se  préoccuper  d’aucuu  rapprochement  exclusif,  les  véri- 
tables affinités  géométriques  de  la  parabole  ou  de  l’bypcrbole 
existent  surtout  envers  certaines  courbes  dispersées  parmi  tous 
les  degrés  algébriques , bien  davantage  qu’envers  les  courbes  du 
second  degré.  Plus  on  méditera  sur  ce  grand  sujet  de  philoso- 
phie géométrique,  à peine  entrevu  jusqu’ici , mieux  on  sentira 
que  la  classification  des  courbes  planes  d’après  les  degrés  de 
leurs  équations  n’est  pas  plus  rationnelle,  au  fond,  que  ne  le 
serait  une  classification  zoologique  fondée  sur  la  couleur  ou  sur 
la  taille , etc.,  indépendamment  de  toute  profonde  comparaison 
organique. 
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Malheureusement , l’état  présent  de  la  géométrie  ne  permet 
pas  de  remplacer  encore  ce  vain  classenient  empirique  par  une 
conception  vraiment  rationnelle.  Depuis  Descartes , on  a dû 
s’occuper  exclusivement  de  constituer , sous  son  inspiration 
fondamentale , la  géométrie  générale  proprement  dite  , en 
établissant  les  méthodes  analytiques , élémentaires  ou  transcen- 
dantes , propres  aux  diflerentes  recherches  auxquelles  toute 
figure  géométrique  peut  donner  lieu.  Quant  à ce  qu’on  doit 
nommer  la  géométrie  comparée , qui  ne  peut  résulter  que  d’une 
application  comparative  de  l’ensemble  de  ces  méthodes  aux 
diverses  formes  possibles , l'existence  n’en  est  pas  même  soup- 
çonnée encore  ; elle  ne  pourra  d’ailleurs  être  conçue  que  lors- 
qu’une plus  forte  éducation  philosophique  aura  suffisamment 
introduit  chez  les  géomètres  le  sentiment , développé  jusqu’ici 
par  les  seuls  naturalistes,  du  véritable  esprit  de  la  théorie  lo- 
gique des  classifications  quelconques  ; comme  je  l’ai  établi  en 
divers  lieux  de  mon  Sy$tème  de  philosophie  positive.  J’explique- 
rai soigneusement,  dans  la  dernière  partie  de  ce  traité,  com- 
ment la  grande  conception  de  Monge  sur  les  familles  de  surfaces  - ' 
a commencé  spontanément  à ébaucher  la  constitution  directe 
. de  la  géométrie  comparée.  Mais  ce  germe  fondamental , d’ail- 
leurs si  mal  apprécié  jusqu’ici , et  dont  Lagrange  seul  a digne- 
ment pressenti  l’importance,  ne  convient  réellement  qu’aux  sur- 
faces, et  ne  saurait  fournir  aucune  indication  relative  aux 
courbes.  Ainsi , sous  cet  aspect  capital , je  ne  puis  ici  que  si- 
gnaler , dans  la  géométrie  actuelle , une  immense  lacune  géné- 
rale, babituellement  inaperçue.  L’ordre  fondamental  de  con- 
ceptions géométriques  qui  est  naturellement  propre  à cette 
troisième  partie  essentielle  de  notre  étude,  et  qui  pourrait  lui 
procurer  à la  fois  tant  d’intérêt  philosophique  et  tant  d'exten- 
sion scientifique , nous  manque  donc  encore  totalement. 

Dans  une  telle  situation,  l’impossibilité  évidente  d’adopter 
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ici  le  classcnieul  empirique  des  courbes  algébriques  suiranl  les 
degrés  de  leurs  équatiuus  rcctiligucs , nous  impose  l’inévitable 
obligation  de  recourir  à un  expédient  provisoire , pour  coor- 
donner nos  divers  exemples  de  discussion  géométrique  d’après 
un  principe  analytique  qui , sans  pouvoir  réellement  suffire , 
puisse  toutefois,  judicieusement  employé,  nous  mieux  guider 
que  cette  vaine  oonsidération  primitive.  J’ai  «cru  devoir 
adopter,  à cet  cfTct , la  distinction  fondée  sur  le  nombre  des 
termes , mais  sans  l’étendre  au  delà  do  quatre,  nombre  total 
des  diverses  sortes  de  termes  propres  aux  équations  algébri- 
ques. J^ous  discuterons  donc  d’abord  les  équations  binômes , 
ensuite  les  équations  trinômes,  et  enfin,  sous  le  nom  d’équa- 
tions polynômes,  toutes  celles  qui  contiennent  plus  de  trois 
termes , quel  que  soit  d’ailleurs  leur  nombre , qui  dés  lors  n'a 
plus,  en  général,  aucune  haute  importance  géométrique.  Mais, 
en  utilisant  une  telle  distinction,  le  lecteur  ne  devra  jamais 
oublier  qu’elle  repose  sur  un  principe  radicalement  insuffisant, 
qui  ne  peut  aucunement  dispenser  de  l’élaboration  ultérieure 
d’un  sujet  aussi  difficile  qu’important,  dont  je  voudrais  surtout 
rappeler  ainsi  la  destination  caractéristique.  Cette  classifica- 
tion provisoire  ne  sera  vraiment  satisfaisante  que  pour  notre 
premier  ordre,  où  nous  allons,  en  effet,  reconnaître  les  seuls 
exêinpks  bien  constatés  jusqu’ici  de  l’existence  des  familles 
pleinement  naturelles  parmi  les  courbes  planes. 
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Courbes  binômes. 

79.  Cotte  première  classe  comprend  nécessairement  deux 
sortes  d’equntions  : les  unes,  de  la  forme com|)osêcs 
d’un  terme  cn^  et  d’un  terme  en  x -,  les  autres,  de  la  forme 
.y*jr''=a,  contenant  un  terme  en  AT  et  j'  avec  un  terme  constant. 
Quoique  le  second  type  puisse  algébriquement  rentrer  daus  le 
premier,  en  supposant  négatif  l’un  des  exposants,  la  distinction, 
sous  quelque  forme  analytique  qu’on  la  conçoive,  n’en  est  pas 
moins  indispensable  sous  l’aspect  géométrique.  Il  en  résulte 
deux  familles  de  courbes  essentiellement  dilTcrenlcs,  qu’on 
dé-signe  communément  par  les  dénominations  de  parabole*  et 
A' hyperboles,  empruntés  aux  genres  les  plus  simples  et  les 
mieux  connus. 

Étudions  d’abord  la  première  famille , où  la  conrbe  est  en- 

( 

gendrée  par  un  point  dont  les  distances  à deux  axes  rectangu- 
laires varient  de  telle  manière  que  deux  de  leurs  puissances 
soient  constamment  proportionnelles.  De  toutes  les  dcGnitions 
de  courbes,  c’est  assurément  celle  qui  dilTcre  le  moins  de  la  dé- 
flnition  analytique  de  la  ligne  droite,  qui  s’y  trouverait  même 
comprise  en  cas  d’égalité  entre  les  deux  exposants.  Aussi , en 
considérant  l’ensemble  des  aspects  géométriques,  pourra-t-on 
reconnaître  que  ce  groupe  de  courbes  planes  est,  au  fond,  le 
plus  simple  et  le  mieux  connu.  Pour  l’apprécier  convenable- 
ment, il  faut  distinguer  deux  cas  essentiels,  selon  que  les  expo- 
sants sont  tous  deux  impairs,  ou  l’un  pair  et  l’aotrc  impair; 
ils  ne  peuvent  d’ailleurs  être  simultané  ment  pairs. 
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Dans  le  premier  cas,  représenté  par  le  type 
d OÙ  ^ = 1 / la  discnssion  fondamentale  do  l’or- 

donnée montre  anssitùl  que  la  courbe  est  toujours  illimitée  en 
tous  sens  et  continue , puisque  les  racines  impaires  ne  sont  ja- 
mais susceptibles  d’imaginarité.  En  même  temps , ces  racines 
ne  comportant  qu’une  seule  valeur  réelle , de  même  signe  que 
la  puissance  correspondante,  la  courbe  se  composera  de  deux 
branches  opposées,  situées  dans  les  deux  régions  impaires  du 
plan  ou  dans  les  deux  régions  paires , selon  que  le  paramètre 
a sera  positif  ou  nég^if.  Ces  deux  parties  seront,  du  reste,  par- 
faitement identiques,,  poisqae  le  changement  simultané  du 
signe  des  deux  coordonnées  n’altère  nullement  l'équation , en 
sorte  que  la  courbe  aura  pour  centre  l’origine,  qui  sera  d’ailleurs 
un  point  d’ioOexIon  ; la  langue  géométrique  manque  ici  d’un 
terme  prière  à qualiQcr  celte  identité  entre  deux  branches 
opposées,  qui  coïncideraient  d’après  un  double  repli  de  la  figure 
suooessiTement  selon  chaque  axe  ; tandis  que  le  mot  symétrie  y 
est  depuis  longtemps  consacré  à désigner  l’identité  entre  deux 
. branches  adjacentes,  susceptibles  de  coïncidence  par  un  seul 
^pU.  Enfin,  chacune  de  ces  deux  moitiés  de  la  courbe  s’éloi- 
l^çifêra  continuellement  des  deux  axes  à la  fois,  quoiqu’avec  une 
f;  inégale  rapidité,  suivant  la  grandeur  relative  des  deux  expo- 
. .sânts!  Mais,  conformément  aux  réflexions  générales  du  chapitre 
'précédent , on  voit  que  cette  première  discnssion  laisse  entiè- 
rement indéds  le  sens  de  la  courbure  dans  l’une  on  l’autre 
branche,  qui  pourrait  être  indifféremment  concave  on  convexe 
vers  l’axe  des  x,  ou  même  très-sinueuse,  sans  cesser  de  satis- 
faire à l’ensemble  des  documents  ainsi  directement  émanés  de 
l’ordonnée.  On  ne  peut  dissiper  cette  incertitude  que  d’après 
l’examen  de  la  tangente.  En  appliquant  la  règle  ordinaire,  on 
(2/»-t-t)  ax” 


trouve  id  laog  « = 


nais , comme  x y va- 
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rient  en  môme  sens,  on  ne  peut  juger  la  marche  d'une  telle 
fonction  sansy  tout  rapporter  à la  variable  indépendante,  ce  qui 

1 t(n— *«i) 

donne  tang  « = ----  - a *"'*'*  x Cette  fonction  sera  evi- 

demment  toujours  croissante  ou  toujours  décroissante,  selon  que 
» sera  supérieur  ou  inférieur  à m.  Ainsi , la  courbe  est  con- 
stamment convexe  vers  l'axe  correspondant  au  plus  haut  expo- 
sant, et  qui  constitue  sa  première  tangente  : elle  n’a  jamais 
d’antre  sinuosité  que  celle  relative  à son  centre , conformément 
à la  figure  48,  où  l’on  a supposé  n]>/n.  La  valeur  extrême  de 
tanga  étant  ainsi  nulle  on  infinie,  on  conçoit  d’ailleurs  que 
cette  courbe  ne  saurait  avoir  aucune  asymptote  rectiligne  ; car, 
elle  n’en  pourrait  dés  lors  admettre  que  de  parallèles  à l’un 
des  deux  axes , ce  qui  ne  peut  s’accorder  avec  son  extension 
indéfinie  suivant  chacun  d’eux.  Une  telle  courbe,  quel  que  soit 
son  degré , ne  pourra  jamais  être  coupée  qu’en  un  ou  trois 
points  par  aucune  droite,  sauf  ses  tangentes  qui  auront  avec 
elle  deux  points  communs,  l’un  de  contact,  l’autre  d’intersec- 
tion. Les  valeurs  des  deux  exposants  m et  n ne  sauraient  évi- 
demment exercer  qu’une  influence  secondaire  sur  sa  forme 
générale,  en  sorte  que  toutes  les  courbes  ainsi  obtenues,  d’a- 
près tous  les  exposants  possibles , constitueront  certainement 
un  même  genre  pleinement  naturel.  On  ne  pourra  point  cepen- 
dant les  concevoir  de  même  etpèce,  si,  comme  la  raison  l’exige, 
on  définit  l’espèce,  en  géométrie  comparée,  d’après  la  simili- 
tude rigoureuse  des  figures  correspondantes.  11  n’y  aura  donc 
une  véritable  identité  d’espèce,  entre  deux  courbes  de  ce  genre, 
qu’autant  que  les  deux  exposants  y présenteront  les  mêmes 
valeurs  quelconques , sans  aucune  autre  diversité  que  celle  du 
paramètre  a. 

Considérons  , maintenant , le  cas  où  l’un  des  exposants  est 
pair  et  l’autre  impair , suivant  le  type  y'”'  = ar*'+’,  d’où 
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y =z±  L’ordonnée  devient  alors  susceptible  d’ima- 

ginaritc,  et  ne  peut  être  réelle  qu’autant  que  x a le  mémo 
signe  que  a : ainsi  la  courbe  est  limitée  dans  un  sens  et 
illimitée  dans  l’autre.  En  même  temps,  chaque  ordonnée 
réelle  a nécessairement  deux  valeurs  égales  au  signe  près  j 
en  sorte  que  la  courbe  se  compose  encore  de  deux  branches , 
mais  placées  dans  les  deux  régions  adjacentes,  et  d’ailleurs 
parfaitement  symétriques  autour  de  l’axe  qui  les  sépare, 
chacune  d’elles  s’éloignant,  du  reste,  conlinnellomcnl  des 
deux  axes  à la  fois.  Telles  sont  les  indications  fondamentales 
que  fournira  toujours  ici  la  marche  générale  de  l’ordonnée, 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  deux  exposants  m et  n.  Mais 
la  discussion  de  la  tangente  va  dévoiler  la  nécessité  de  distin- 
guer , dans  ce  cas  qui  parait  unique , deux  genres  vraiment 
différents,  selon  que  le  degré  de  l’équation  sera  pair  ou  impair. 
Car  on  obtient  alors,  pour  le  coefficient  angulaire  do  la  tan- 

’ 1 2i+l  _ J 

2/i  1 j'j 

gente,  l’expression  finale  tang«=— ^ 
donc  l’équation  est  de  degré  pair , c’est-à-dire  si  2m  surpasse 
2rt-f  t , l’exposant  total  de  a:  y étant  négatif,  cette  fonction  sera 
indéfiniment  décroissante,  et  la  courbe  tournera  constamment 
sa  concavité  vers  son  axe, qui  constituera  sa  première  normale, 
comme  dans  la  parabole  proprement  dite,  qui  appartient  évi- 
demment à ce  genre.  Quand , au  contraire,  le  degré  de  l’équa- 
tion sera  impair,  la  fonction  croîtra  conlinucllement  et  sans 
limite,  en  sorte  que  la  courbe  deviendra  toujours  convexe  vers 
son  axe  qui  lui  sera  langent.  L’origine  sera  un  sommet  pro- 
prement dit  dans  le  premier  cas,  cl  un  point  de  rebroussement 
dans  le  second.  Du  reste , ces  deux  sortes  de  courbes  ne  sau- 
raient comporter  davantage  que  celles  du  genre  primitif, 
l’existence  d’aucune  asymptolc  rectiligne  ; elles  sont  d’ailleurs 
évidemment  dépourvues  de  centre.  On  aura  donc  les  deux 
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formes  générales  indiquées  par  les  figures  49  et  50,  selon  que 
l’exposant  pair  sera  supérieur  ou  inférieur  à l'exposant  impair 
La  première,  quel  que  soit  son  degré,  ne  peut  être  coupée  eu 
plus  de  deux  points  par  aucune  droite,  en  sorte  que  les  tan- 
gentes n’y  rencontrent  qu’une  seule  fois  la  courbe;  dans  la 
seconde,  toute  droite  coupera  en  un  ou  trois  points,  et  chaque 
tangente  en  deux  points  : ces  diversités  géométriques  sont  eu 
pleine  harmonie  avec  la  notion  algébrique  relative  au  nombre 
constamment  pair  des  racines  imaginaires. 

Tels  sont  les  trois  genres  parfaitement  naturels  qni  com- 
posent la  famille  des  paraboles  , où  chaque  courbe  ressemble 
certainement  davantage , sous  les  divers  aspects  essentiels  , à 
toutes  celles  du  même  groupe  qu’à  aucune  do  celles  d’un  autre 
groupe,  sans  nul  égard  an  degré,  dont  la  faible  influence  géomé- 
trique est  réellement  bornée  à la  seuledéterminalion  des  espèces, 
conformément  aux  réflexions  générales  du  chapitre  précédent. 

80.  La  seconde  famille  des  courbes  binômes  ne  diffère  de  la 
première  qu’en  ce  que  la  raison  directe  des  deux  puissances 
constamment  proportionnelles  s’y  trouve  changée  en  raison  in- 
verse. Mais  ce  simple  changement  analytique  détermine , sous 
l’aspect  géométrique  , une  diversité  très-prononcée  entre  les 
hyperboles  et  les  paraboles.  Supposons  d’abord , comme  dans 
l’autre  cas  , que  les  deux  exposants  soient  impairs , ce  qui 
correspond  ici  aux  hyperboles  de  degré  pair,  suivant  le  type 


La  discussion  fondamentale  de  l’ordonnée  sera  la  même  qn’au- 
paravant , quant  à la  réalité  et  au  signe  ; en  sorte  que  la  courbe 
se  composera  encore  de  deux  branches  opposées  et  identiques , 
apnt  toujours  l’origine  pour  centre.  Mais , en  ce  qui  concerne 
la  grandeur,  la  marche  sera  évidemment  inverse  f puisque 
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l’ordonnée  décroît  ici  lorsque  l’abscisse  augmente , et  récifnro* 
quement , sans  qnc  ces  variations  admettent  d’ailleurs  auenne 
limite  i chacun  des  axes  est  donc  alors  une  asymptote  de  la 
courbe.  Quant  au  sens  de  la  courbure , déjà  indiqué  par  ce 
double  asymptolisme  pour  la  majeure  partie  du  cours  , il  est 
aisé  de  reconnaître  qu’il  ne  changera  jamais  : car,  on  a 
2/1  “4~  1 ^ 

tanga  = — - ; et,  par  suite,  ce  coelBcient  angulaire 
iim  -j- 1 j: 

diminue  continuellement  si  x augmente  ; ce  qui  exclut  tonte 
sinuosité,  conformément  à la  hgure  51. 

Ce  premier  genre  comprend  évidemment  l’hyperbole  pro- 
prement dite  , quand  les  deux  exposants  sont  égaux , en  sorte 
que  l’équation  soit  réductible  à la  forme  xj'z=a,  qui  serait 
nécessairement  celle  de  l’hyperbole  (H-dinaire , définie  au  n°  19, 
si  on  prenait  pour  axes  les  deux  asymptotes  que  noos  lui  avons 
déjà  reconnues , comme  nous  l’expliquerons  d’ailleurs  spécia- 
lement en  son  lieu.  Dans  cette  espèce  primordiale  , l’équation 
présente  une  propriété  très-remarquable , qui  ne  saurait  au- 
trement exister,  en  vertu  de  sa  symétrie  parfaite  entre  les  deux 
variables.  Il  importe  de  remarquer  ici , à cette  occasion,  qu’un 
tel  caractère  analytique  indique , en  général , la  symétrie  géo- 
métrique de  la  courbe  correspondante  autour  de  la  bissectrice 
du  premier  angle  des  axes  : car,  tous  les  points  étant  ainsi  sus- 
ceptibles deux  à deux  de  coordonnées  réciproques , on  en  con- 
clut aisément  que  leurs  distances  à l’origine  sont  deux  à deux 
égales  et  d’ailleurs  pareillement  inclinées  sur  cette  bissectrice , 
envers  laquelle  ils  se  trouvent  donc  symétriquement  disposés. 
Gomme  , en  outre , l’équation  actuelle  ne  change  pas  non  plus 
en  changeant^-  en  — x et  x en  —y,  un  semblable  raison- 
nement prouve  que  la  courbe  est  aussi  symétrique  autour  de 
la  seconde  bissectrice , conformément  à l’identité  générale  des 
deux  brandies.  Un  ne  peut  douter  que  cette  double  symétrie 
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ne  soit  particulière  à l’hyperbole  du  second  degré  : car,  d’après 
la  parité  nécessaire  qui  doit  toujours  exister  entre  les  deux 
asymptotes,  ces  deux  bissectrices  sont  évidemment  les  seuls 
axes  que  puisse  comporter  aucune  hyperbole  de  degré  pair  ; 
or,  elle  ne  saurait  certainement  les  admettre  qu’en  cas  d’égalité 
des  deux  exposants.  Ainsi , les  idées  de  symétrie  que  rappelle 
spontanément  cette  espèce  primitive  doivent  être  entièrement 
écartées  pour  s’élever  convenablement  à la  vraie  notion  géomé- 
trique du  genre  correspondant  (*). 

Examinons  maintenant  le  second  genre  d’byperbolcs , où  les 
deux  exposants  sont  l’un  pair  et  l’autre  impair,  en  sorte  que 
l’équation  est  alors  do  degré  toujours  impair,  suivant  le 


dans  le  second  cas  des  équations  paraboliques,  la  courbe 
se  composera  de  deux  branches  égales  et  adjacentes  , symé- 
triquement disposées  autour  de  l’axe  des  x.  De  même  que 
ci-dessus  , chacune  d’elles  aura  encore  pour  asymptotes  les 
deux  axes.  Quant  à la  marche  des  tangentes,  elle  n’olTrira 
évidemment  aucune  diversité  essentielle , d’après  la  formule 


(*)  Au  sujet  de  cette  espèce  exceptionnelle,  il  conyient  d’éclalrcIr  Ici  une 
contradiction  apparente , relative  au  nombre  de  points  déterminant , qui , 
d’après  l'équation  x*  2/”=  a,  doit  toujours  sc  borner  à quatre  dans  toutes  les 
courbes  hyperboliques,  comme  dans  les  courbes  paraboliques,  conrormément  k 
notre  théorie  fondamentale  ; tandis  que,  d'une  autre  part,  nous  l’avons  spé- 
cialement reconnu  égal  i cinq  pour  l’byperhole  ordinaire.  Mais  ce  défaut 
d’accord  tient  uniquement  à ce  que  nous  ne  considérons  ici  que  des  hyperboles 
à asymptotes  rectangulaires:  et,  si  les,  axes  étaient  obliques,  l’angle  des 
asymptotes  n'en  serait  pas  moins  donné  ; ce  qui  doit  naturellement  diminuer 
d’une  unité  le  nombre  des  conditions  déterminantes , qui  s’élèverait,  en  effet , 
à cinq,  envers  toutes  les  hyberboles , si  l’on  regardait  comme  Indéterminée 
rincllnaisofl  de  leurs  asymptotes. 

La  même  explication  dissiperait  aussi  la  contradiction  analogue  que  semblerait 
offrir  ici  la  théorie  de  ta  similitude. 


type  = a , qui  donne 


Comme 


\ 
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2/J  ^ V 

tane  « = ! — - 1 irai  conlinno  à «xclnrc  tonte  ainnosité, 

conformément  à la  figure  52.  Telles  sont  les  seules  diflërences 
fcmdamentales  qui  paissent  avoir  lien  entre  les  hyperboles  de 
degré  impair  et  celles  de  degré  pair  : leur  distinction  peut  se 
résumer  par  l’absence  ou  l’existence  d’un  centre. 

Mous  devons  remarquer  ici  que  ce  second  cas  des  courbes 
hyperboliques  ne  comporte  nullement  la  division  qu’a  exigée 
le  cas  analogue  des  courbes  paraboliques , d’après  l’ordre  de 
grandeur  des  deux  exposants.  Car,  celte  distinction  , sans  au- 
cune influence  sur  la  marche  générale  de  l’ordonnée , ne  se 
rapportait  qu’à  la  tangente  , dont  le  coeflicieul  angulaire 
devient  ici  toujours  décroissant , quel  que  soit  celui  des  deux 
cxp<»ants  , pair  ou  impair,  qui  surpasse  l’autre.  Ainsi , la  fa- 
mille des  hyperboles  ne  comprend  réellement  que  deux  genres , 
quoique  celle  des  paraboles  en  contienne  trois.  Dans  le  premier 
genre,  de  degré  pair  quelconque,  aucune  droite  ne  peut 
couper  l'hyperbole  en  plus  de  deux  points  ; dans  le  second , de 
degré  impair,  l’hyperbole  admet  trois  points  en  ligne  droite  -. 
il  faut  d’ailleurs,  en  chaque  cas,  avoir  égard  aux  restrictions 
nécessaires  relatives , d’une  part , aux  tangentes , de  l’autre  , 
aux  parallèles  aux  asymptotes. 

Envers  ces  deux  genres  d’hyperboles , il  convient , pour  en 
mieux  concevoir  la  forme , de  déterminer  le  point  le  plus  rap- 
proché de  l’origine  actuelle,  où  se  croisent  toujours  les  deux 
asymptotes.  Mais , au  lieu  d’appliquer  à la  fonction  qui 

exprime  le  carré  de  celte  distance  , la  méthode  générale  des 
minima , après  y avoir  réduit  les  deux  variables  à une  seule 
conformément  à l’équation  donnée , on  obtiendra  une  solution 
beaucoup  plus  simple  en  employant  id  un  principe  géomé- 
trique de  minimum  qui,  quoique  particulier  à ce  genre  de 
questions,  n’en  mérite  pas  moins  d’étre  soigneusemeut  ap- 
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pr^ciô , à cause  de  sud  utilité  pronoacée  en  beaucoup  d'occa- 
siuos.  C'est  le  principe  évident  que  le  plus  court  cheiniu  d’un 
point  à une  ligne  quelconque , d'abord  droite  et  puis  courbe  , 
lui  est  toujours  perpendiculaire  j ce  qui  ne  saurait  ccrtainenient 
olTrir  aucune  diflicuite  quand  le  point  appartient , comme 
dans  le  cas  actuel , à la  convexité  de  la  courbe.  D’apres  cela , 
le  caractère  analytique  du  point  cherché  oonsistera  simplement 
en  ce  que  le  coefficient  angulaire  do  la  tangente  et  celui  da 
rayon  y soient  réciproques  et  de  signe  contraire  , suivant 
la  loi  ordinaire  <u°  28).  Si  doue  jc’‘jr’‘=a  desiguo,  en  gé- 
néral , l’équation  d’une  hyperbole  quelconque , du  premier  ou 
du  second  genre , le  point  le  plus  rapproché  de  l’intersection 

fl  y 

des  .isymptotcs  y sera  déterminé  par  l’équation  — — =^,  d’où 

= y/— ; ce  qui  indique  aussilAt  la  direction  du  rayon 

correspondant , et  dés  lors  les  coordonnées  spéciales  du  point 
cherché.  On  voit  ainsi  que  ce  point  remarquable  ne  peut 
jamais  être  équidistant  des  deux  asymptotes , sauf  dans  l’hy- 
perbole du  second  degré , où  m = n : il  sera  toujours  plus  rap- 
proché de  l’asymptote  relative  au  plus  fort  exposant;  ce  qui 
est  pleinement  conforme  à nos  réflexions  antérieures  sur  la 
symétrie. 

Toutes  les  courbes  de  la  famille  des  hyperboles  sont,  comme 
celles  de  la  famille  des  paraboles,  exactement  quarrables 
d'après  nos  méthodes  actuelles.  £n  partant  de  l’équation  pré- 


l’aire  comptée  à partir  de  Il  est  digne  do  remarque  que 
celte  aire,  éteiHlue  jusqu'à  rliacune  des  deux  asymptotes  , est 
toujours  fliiie  d'un  cùté  et  infinie  de  l'autre.  Car,  en  faisant , 


cédente  æy’'=a,  on  trouve  ainsi  Sara 


, pour 
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dans  œttc  fonnqlc , les  deux  hypothèses  xsO,  xx=oo  , qui 
correspondent  à ces  limites,  le  terme  variable  y devient  d’abord 
nul  et  puis  inGni , ou  réciproquement , selon  que  son  exposant 
est  positif  ou  négatif,  c’est-à-dire,  suivant  que  m est  supé- 
rieur ou  inférieur  à n ; d’on  il  résulte  que  l’aire  indé&niment 
prolongée  a constamment  une  valeur  Gnie  vers  l’asymptote  re- 
lative an  plus  haut  exposant , tandis  que  sa  valeur  totale  est , 
au  contraire , inGnie  vers  l’asymptote  à laquelle  se  rapporte  le 
moindre  exposant.  Pour  l’hyperbole  ordinaire , où  les  deux 
exposants  sont  égaux , la  formule  devient  indéterminée , ce  qui 
tient  à un  changement  de  nature  de  la  fonction  correspondante, 
comme  je  l’expliquerai  spécialement  en  son  lieu  : nous  recon- 
naîtrons alors  que  ces  deux  segments  sont  pareillement  in&nis. 

Cette  première  classe  de  courbes,  paraboliques  et  hyperbo- 
liques , la  seule  jusqu’ici  où  les  condiGons  nécessaires  d’une 
classiGcation  vraiment  rationnelle  se  trouvent  suffisamment 
''  remplies,  doit  être  envisagée  comme  offrant  le  type  le  plus 
satisfaisant  de  la  discussion  géométrique  des  équations.  On  voit 
ainsi  comment  la  nature  des  termes  d’une  équation  binôme 
range  aussitôt  la  courbe  correspondante  dans  la  famille  des 
paraboles  on  dans  celle  des  hyperboles , et  comment  ensuite 
l’appréciation  comparative  des  deux  exposants  détermine  aisé- 
ment auquel  des  trois  genres  de  la  première  ondes  deux  genres 
de  la  seconde  appartient  le  lieu  proposé.  Une  telle  ébauche 
spontanée,  quoique  bornée  au  cas  le  plus  simple,  peut  déjà 
indiquer  au  lecteur  intelligent  ce  que  deviendra  sans  doute  un 
jour  la  géométrie  comparée , quand  cette  nouvelle  face  nniver- 
sdlc  do  la  science  géométrique , si  méconnue  maintenant , 
aura  été  réellement  constituée  d’après  les  conceptions  générales 
qui  lui  sont  propres. 
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CHAPITRE  ni. 

Courbes  trinômes. 

■ 81.  Le  principe  provisoire  qui,  à défant  de  tout  antre  fina- 
lement convenable,  nons  sert  ici  à classer  géométriquement  les 
équations  algébriques,  d’après  le  nombre  et  la  nature  de  leurs 
termes,  cesse  déjà  d’cÆir  une  suflBsante  rationalité  à partir 
même  des  équations  trinômes,  où  l'on  n’a  plus  la  certitude 
qu’il  conduise  à instituer  des  groupes  pleinement  naturels, 
comme  dans  le  chapitre  précédent.  Néanmoins,  sa  judicieuse 
, application  y ^t  encore  très-utile  pour  coordonner  et  varier 
les  divers  exemples  qui  doivent  y caractériser  les  principales 
difficultés  relatives , en  général , à la  discussion  géométrique 
des  équations.  Trop  peu  prononcées  envers  les  courbes  binômes, 
ces  difficultés  doivent  être  surtout  étudiées  dans  cette  seconde 
classe , dont  l'examen  complet  suffira  certaiuemenf  au  lecteur 
pour  apprendre  convenablement  à bien  discuter  les  équations 
à deux  variables  ; ce  qui  constitue  maintenant  le  but  essentiel 
de  cette  troisième  partie  de  la  géométrie  plane,  puisque  l’im- 
perfection actuelle  de  la  science  nous  oblige  d’ailleurs  à y 
renoncer  encore  aux  spéculations  supérieures  de  géométrie 
comparée  que  j’ai  dû  me  borner  à y faire  entrevoir. 

Comme  les  diverses  catégories  géométriques  sont  ici  à la  fois 
plus  nombreuses  et  plus  étendues  qu'à  l’egard  des  équations  à • 
deux  termes,  il  ne  nous  sera  pas  poæible  d’épuiser,  aussi  plei- 
nement qu’au  chapitre  précédent,  l’appréciation  détaillée  de 
chacune  d’elles.  Je  me  bornerai  à compléter  cet  examen  pour 
la  plus  simple  catégorie,  comprenant  un  terme  relatif  à chaque 
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variable  et  an  terme  constant.  Quant  aux  autres  plus  compli- 
quées, où  les  cas  se  multiplieraient  davantage,  j'indiquerai 
seulcmcntun  petit  nombre  d'exemples  caractéristiques,  laissant 
au  lecteur  à poursuivre  spontanément , d’après  les  mêmes  dis- 
tinctions, de  telles  séries  d’études,  dont  les  développements 
propres  nous  entraîneraient  beaucoup  trop  loin,  sans  compor- 
ter d’ailleurs  aucune  sulTisantc  utilité,  soit  scientillquc , soit 
logique.  Au  reste,  tous  les  exemples  considérés  en  ce  chapitre, 
quoique  relatifs  à des  exposants  déterminés,  afin  de  mieux  fixer 
les  idées  en  facilitant  les  calculs,  seront  toujours  traités  de 
manière  à constituer  autant  de  types  des  cas  analogues  que 
produiraient  d’autres  exposants  quelconques  assujettis  aux 
mêmes  conditions. 

Dans  la  première  classe  des  équations  trinômes,  sons  la 
forme  y*  + ax"  = , les  deux  exposants  peuvent  d’abord  être 
simultanément  impairs,et  alors  égaux  ou  inégaux;  considérons 
un  exemple  de  chaque  sorte. 

Premier  exemple.  Soit  l’équation  j'’-|-xS=l.  Pour  rendre 
cet  exemple  plus  intéressant , j’y  ai  supposé , outre  l’égalité 
des  exposants.  Telle  des  coellicients,  en  sorte  que  la  courbe 
devient  ainsi  symétrique  autour  de  la  première  bissectrice  ; 
mais  j’engage  d’avance  le  lecteur  à ne  pas  attacher  trop  d’im- 
portance à cette  particularité,  dont  l’absence  maintiendrait 
essentiellement,  à cette  seule  symétrie  près , la  figure  générale 
que  nous  allons  reconnaître;  comme  on  pourra  d’ailleurs  le 
constater  aisément  d’après  un  antre  exemple  comparatif  où  cet 
accident  n’ait  pas  lieu. 

La  formule^=V^l  — montre  d’abord  que,  l’ordonnée 
étant  toujours  réelle  et  unique,  la  courbe  sera  illimitée  en  tous 
sens  et  continue.  Quand  x est  positif,  rordonnéc  reste  positive 
et  décroissante  de  1 à 0 , tant  que  x ne  dépasse  pas  la  valeur 
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1,  aprt's  laquelle  l'ordonnoo  devient  négative,  et  dés  lurs 
indéfiniment  croissante  : x négatif  la  rend  constamment  positive 
et  la  fait  croître  sans  limite.  Ainsi  la  forme  la  plus  simple  com- 
patible avec  l'ensemble  de  la  discussion  de  l’ordonnée  serait 
la  courbe  ponctuée  de  la  figure  33. 

J?* 

D’après  le  cocfUcicnt  angulaire  de  la  tangente,  tang»= 


les  tangentes  en  A et  B sont  certainement  perpendiculaires  aux 
axes  correspondants,  en  sorte  qu'il  y a sinuosité:  en  C,  sur 
la  bissectrice  qui  sert  d’axe  à la  courbe,  on  a tanga= — 1 , 
et  ce  point  est  par  conséquent  un  sommet.  La  courbe  est  d'ail- 
leurs toujours  concave  vers  l'origine  depuis  A jusqu’q  B, 
puisque  celte  fonction  continue  évidemment  à croître  entre 
CCS  limites.  Au  delà , on  n’eu  peut  plus  apprécier  la  marche 
que  par  sa  réduction  à une  seule  variable,  sous  la  forme 


fang  a = 


. Or,  en  divisant  les  deux  termes  par  .t'. 


un  a tanga 


et  l’on  reconnaît  aussitAt  qne 


cette  fonction , nécessairement  d’abord  décroissante,  à partir  de 
x=\  , qui  la  rendait  infinie,  ne  cesse  jamais  de  diminuer,  en 
tendant  vers  la  limite  — 1 , qui  indique  la  direction  de  la  se- 
conde bissectrice.  Il  en  est  de  même , en  sens  inverse,  pour  x 
négatif,  en  sorte  que  cette  limite  est  commune  aux  deux  par- 
ties, qui,  après  les  inflexions  A et  B,  sont  dés  lurs  indéfiniment 
convexes  vers  celte  seconde  bissectrice,  où  il  est  aisé  de  recon- 
naître l’assinplote  de  la  éourbe,  comme  j’ai  déjà  en  l’occasion 
do  l’expliquer.  Ainsi  comprise  entre  une  tangente  et  une 
asymptote  parallèles,  celle  courbe  à double  inflexion  est  main- 
tenant assez  caractérisée,  outre  sa  symétrie  autour  de  ÜC.  Sa 
courbure  est  évidemment  beaucoup  plus  prononcée  entre  les 
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deux  sinnosités , qoe  dans  tout  le  reste  de  son  cours  ; pnisqne 
ce  faible  intervalle  fait  varier  de  90  degrés  la  direction  de  la 
tangente,  que  le  prolongement  indéfini  de  la  courbe  change 
qnsnite  seulement  de  45«.  En  y cherchant,  d’après  le  principe 
spécial  employé  au  chapitre  précédent,  le  point  le  plus  rappro- 
ché de  l’origine , d’où  partent  déjà  les  trois  normales  OA,  OC, 
OB,  0 est  clair  que  les  deux  extrêmes  doivent  correspondre  à 
nn  minimum  puisqn’au  delà  il  y a accroissement , et  celle  du 
milieu  à un  maximum,  comme  le  confirment  leurs  grandeurs 
respectives.  Cet  exemple  nous  offre  l’occasion  naturelle  de  com- 
pléter cet  utile  principe  géométrique,  en  y remarquant  qoe  le 
chemin  normal , toujours  minimum  quand  il  part  de  la  con- 
vexité, est,  au  contraire,  tantôt  minimum  et  tantôt  maximum, 
en  partant  de  la  concavité , suivant  la  position  du  point  de  dé- 
part sur  la  normale  correspondante  : cette  distinction , directe- 
ment évidente  envers  le  cercle,  présente  d’ailleurs,  à l’égard 
d’une  courbe  quelconque,  de  véritables  difficultés  que  l’analyse 
ordinaire  est  peu  propre  à surmonter  « et  dont  le  lecteur  doit 
ici  ajourner  la  solution  générale. 

Il  serait  superflu  d’établir  expressément  qoe  l’ensemble  de 
la  discussion  précédente  convient  essentiellement  à tontes  les 
courbes  du  geqre^“^-{-j:”*+’  = l,  avec  de  simples  nuances 
secondairoB  résultées  du  degré. 


Deuxième  exemple.  Supposons  maintenant  l’équation 
y'®-)- où  les  deux  exposants  impairs  sont  inégaux.  Celte 
différence  ne  saurait  influer  sur  la  marche  générale  de  l’or- 


3j.» 

donnée.  Quant  à la  tangente , on  a tang  a = — - ^ , et  de  A à 

H{pg.  la  fonction  procède  comme  ci-dessus,  avec  les  mêmes 
inflcxioiy|^uf  la  position  de  la  normale  intermédiaire.  Mais, 
au  delà  dnlLon  a ici 
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. — 3j:* 

Ung  a = — . = 

5 K (o:3_  i)« 


cette  fonction  s’annulant  pour  x infini,  la  courbe,  constaminent 
concave  vers  l’axe  des  x,  ne  eomporte  pins  d’asymptote  de  ce 
côté.  En  changeant  le  signe  de  x , on  obtient  la  même  valeur 
extrême  : ainsi,  après  l’inflexion  A , où  la  tangente  est  paral- 
lèle à cet  axe,  la  courbe,  d’abord  convexe,  fihit  aussi  par  deve- 
nir concave,  et  sans  asymptote  possible.  11  existe  donc  à gauche 
une  nouvelle  inflexion,  correspondante  an  minimum  de  la 


x" 


si  l’on  y applique  la  mé- 


thode que  noos  avons  établie,  on  trouvera  sans  difficulté 
1 ^ 

x=i/E,  pour  l’abscisse  de  ce  point  remarquable.  Cette  troi- 
sième inflexion  et  l’absence  d'asymptotes  distinguent  profon- 
dément  cette  courbe  d’avec  la  précédente,  en  caractérisant 
l’influence  irrécusable  de  l’inégalité  des  deux  exposants. 

Au  sujet  de  celte  première  comparaison,  je  dois  en  général, 
recommander  an  lecteur  de  ne  pas  se  borner , comme  on  l’a 
toujours  fait  jusqu’ici , à discuter  isolément  chacune  des  équa- 
tions qui  lui  serviront  successivement  d’exercices,  mais  de 
comparer  ensuite  judicieusement  les  résultats  de  chaque  dis- 
cussion avec  ceux  des  cas  antérieurs  qui  seront  suffisamment 
analogues.  Cette  appréciation  comparative  augmentera  beau- 
coup l’utilité  logique  d’une  telle  élude  géométrique , qui , ainsi 
conduite , pourra , d’après  un  petit  nombre  d’exemples  bien 
choisis,  faire  profondément  sentir  le  véritable  esprit  de  cette 
partie  essentielle  de  la  géométrie  plane.  Pour  garantir  la  pleine 
efficacité  de  semblables  comparaisons,  il  faut  toujours  les 
rendre  parfaitement  neltes,  en  s’y  assujettissant,  comme  dans 
les  expériences  physiques  bien  instituées,  h ne  jamais  compa- 


Digilized  by  Google 


S54 


GÉOHlhlUE  PLilNE. 


rer  entre  eux  que  des  cas  géométriques  difTcrant  sous  un  seul 
aspect  analytique,  dont  l’inlluoncc  Qnale  sera  ainsi  distincte- 
ment cnractérisce. 

'Troisième  exemple.  Considérons  maintenant  le  cas  dos  deux 
exposants  pairs,  en  les  supposant  d’abord  égaux,  suivant 
l’exemple^*  = t,  où  l’égalité  simultanée  des  deux  coeffi- 
cients entraîne  d’ailleurs  accidentellement  la  double  symétrie 
de  la  courbe  autour  des  deux  bissectrices.  D’après  la  formule 
— , la  courbe , déjà  symétrique  autour  d(S 

deux  axes  coordonnés,  est  évidemment  fermée  et  continue. 


entre  les  limites  1 et  — t suivant  diaque  axe;  de  manière  à 
être  contenue  dans  le  carré  ABA'B'  (fig,  55).  Quant  à la  tau- 

gento , son  coefficient  angulaire montre  clairement  que 

chacun  des  octants  identiques  dont  la  courbe  est  composée  es( 
toujours  concave  vers  son  centre , et  que  les  huit  points  où  elle 
rencontre  scs  quatre  axes  géométriques  constituent  autant  de 
sommets;  en  sorte  qu’elle  est  Gnalcment  inscrite  dans  un  octo- 


gone quasi-régulier.  Aux  deux  extrémités  de  chaque  octant , 
la  distance  au  centre  est  évidemment , d’après  le  principe  des 
normales,  maximum  suivant  ÜC  et  minimum  suivant  OB, 
puisque  d’ailleurs  on  peut  reconnaître  aisément  que  OC  sur- 
passe OB. 


Outre  la  comparaison  de  cet  exemple  avec  le  premier,  afin 
de  bien  saisir  la  grande  influence  géométrique  de  la  substitu- 
tion des  exposants  pairs  anx  exposants  impairs , il  est  naturel 
de  comparer  la  courbe  actuelle  avec  le  cerclc.y’4-j:*  = 1, 
dont  il  semble  d’abord  difficile  de  la  bien  distinguer  géométri- 
quement. Quant  à l’ordonnée , on  reconnaît  ainsi  sans  incerti- 
tude que  la  courbe  est  circonscrite  au  cercle , puisque  la  fonc- 
tion 1 — surpasse  toujours , entre  0 et  1 , la  fonction 
! le  maximum  d’écartement  est  sur  les  bissectrices. 
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La  marche  des  tangentes  con6rmc  cette  diversité,  en  montrant 
qnc  les  hait  sommets  sont  les  seuls  points  de  notre  courbe  où  se 
reproduise  le  caractère  constant  de  la  tangente  au  cercle,  d ètre 
partout  perpendiculaire  au  rayon  correspondant.  On  pourrait 
donc  SC  tigurcr  grossièrement  celte  courbe,  et  les  diverses 
courbes  analogues  -f-  x**  = 1 , 1 1 comme 

provenues  d’une  sorte  d'uniforme  dilatation  thermométrique 
d’un  cercle  métallique  encastre  dans  un  chAssis  non-dilatable 
ABA'B',  qui,  empêchant  l’éloignement  des  sommets  correspon- 
dants , produirait  un  écartement  croissant  jusqu’au  milieu  de 
chaque  intervalle.  ,>* . j. 

Quatrième  exemple.  Pour  avoir  complètement  apprécié  le 
cas  des  deux  exposants  pairs  égaux  entre  eux , il  faut  y conti- 
dérer,  comme  nouvel  exemple,  l’équation  — x<=l,  où 
l’opposition  des  signes  détermine  une  profonde  différence  géo- 
métrique , qui  ne  pouvait  exister  envers  des  puissances  im- 
paires, susceptibles  do  changer  ainsi  par  suite  d’une  simple 
transposition  d’un  côté  à l’autre  de  l'un  des  axes  coordonnés. 
Ce  contraste  doit  être  essentiellement  analogue  à celui  que  nous 
avons  vu , dans  la  première  partie  de  ce  traité , résulter  d’un 
pareil  motif  algébrique  entre  l’clIipsc  et  l’hyperbole.  11  consiste 
surtout  eu  ce  que  la  courbe,  au  lieu  d'élre  fermée  et  continue , 
devient  illimitée  et  discontinue  ; les  deux  bissectrices , au  lieu 
d’élre  des  axes , deviennent  des  asymptotes  : la  courbure  de 
l’ensemble  de  la  courbe  est  donc,  à tous  égards,  beaucoup 
moins  prononcée  que  ci-dessus. 

Cinquième  exemple.  Supposons  maintenant  que  les  doux  exa 
posants  pairs  soient  inégaux,  comme  dans  l’équation  ^’+x*=l, 
qu’il  faudra  naturellement  comparer  à^’+./  '=l  et  à^*-t-xî=l. 
L’ordonnée , dont  la  marche  générale  y sera  essentiellement 
conforme  à celle  de  ces  deux  cas,  y aura  d’ailleurs  une  valeur 
constauimcul  intermédiaire,  en  sorte  que  la  courbe  se  trouvera 
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circonscrito  au  ccrde  et  pourtant  inscrite  à celle  de  la  figwre  55. 
Quant  à la  tangente,  elle  ne  comporte  ici  d’autre  remarque 
esaentiellc  que  celle  relative  à la  normale  moyenne  entre  OA  et 
OB,  qui  cessera  dès  lors  de  coïncider  avec  la  bissectrice,  con- 
formement au  défaut  de  symétrie  selon  OC. 

Sixième  exemple.  Considérons  encore , à ce  sujet , l’équation  ‘ 
y — = 1 , qui  devra  être  géométriquement  comparée , 

d’une  part  à la  précédente , d’autre  part  = 1 . En- 

vers celle-ci,  la  différence  consistera  surtout  dans  l’absence 
d’asymptotes  rectilignes,  d’où  résultera  une  courbure  totale 
plus  prononcée.  II  serait  aisé  de  constater  ici  l’asymptotisme 
avec  les  deux  paraboles  ; mais  il  contribuerait  peu  à 

éclaircir  la  figure  générale  de  la  courbe. 

Septième  exemple.  Passons  enfin  au  cas  où  les  deux  exposants 
sont  l’on  pair  et  l’autre  impair,  en  supposant  d'abord  que 
celui-ci  l’emporte,  comme  dans  l’exemple  j-’ -j- .r^  = 1 , qu’il 
faudra  surtout  comparer  1 . La  formulc^=±;V/ 1 — 

indique  la  limitation  de  la  courbe  à droite  en  A (fig.  56) , où 
X = 1 , et  son  extension  indéCnie  à gauebe , en  restant  d’ail- 
leurs toujours  symétrique  autour  de  OX.  D’après  le  coefficient 


angulaire  de  la  tangente  — 


3x’ 
^ ’ 


la  courbe  est  évidemment 


toujours  concave  vers  l’origine  entre  A et  B ou  B'  : le  principe 
des  normales  apprendra  aisément  que  le  point  de  cette  partie  le 


plus  éloigné  de  l’origine  a pour  abscisse  cette  distance 

«f 


maximum  excède  si  peu  les  minima  i^aux  OA  et  OB,  que  de 
B en  B'  la  courbe  diffère  à peine  d’un  demi-cercle.  Mais,  au 

3 

delà , tang  a = — = . -,  or,  cette  fonc- 

tion,  d'abord  nulle  aux  inflexions  B et  F,  augmcnle  couünoel- 
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Icment  et  sans  limite  à mesure  que -r  croit  nêgalivcmcnt.  Ainsi, 
la  partie  gauche  iudérinic,  beaucoup  moins  courbée  que  la  par- 
tie droite,  quoique  dépourvue  d’asympü^^  est 'toujours  con- 
vexe vers  l’axe  des  abscisses. 

Huitième  exemple.  Il  ne  reste  plus , pour  avoir  rapidement 
. apprécié  tous  les  cas  essentiels  de  cette  première'  catégorie 
d’équations  trinômes  , qu’à  y supposer  un  exposant  pair  supé- 
■ ■ rieur  à un  exposant  impair,  suivant  l’exemple  qui 

' -.devra  surtout  être  comparé  an  précédent  et  au  premier.  La 
marche  générale  de  l’ordonnée  y ést  évidemment  la  même  que 
■ ci-dessus.  Quant  à la  tangente , clic  n’ofTrira  non  plus  aucune 
^dilTérence  importante  du  côté  des  x positifs.  Mais  , dans  la 
partie  gauche  indéfinie , on  aura 

— 3x*  —3 


tanga  = 


4i>(i+--)’  .\/,+4+4+ï; 

V X X^  X*  -I 


Or,  la  fonction  sous  le  radical,  d’abord  infinie  pour  x=0,  le 
devient  encore  pour  x = oo  ; en  sorte  que,  dans  l’intervalle, 
l’angle  acomm(^cc  par  augmenter,  mais  finit  bientôt  par  di- 
^ minuer  continuellement  jusqu’à  zéro.  Ainsi-  la  courbe  , primi- 
tivement convexe  à gauche , comme  dans  le  cas  précédent , ne 
tarde  pas  à devenir  toujours  concave,  et  enfin  parallèle  à l’axe, 
sans  comporter  d’ailleurs  d’asymptote.  Outre  le  couple  d’in- 
flexions B et  B',  il  en  existe  donc  un  second  , peu  éloigné  du 
premier,  et  provenu  du  degré  actuellement  jiair.  Pour  trouver 
sa  position  précise  , if  faut  obtenir  le  miniifium  de  la  fonction 
x»-f-3x‘-j-3x^-fl 


. • f 


. En  l’égalant  à une  ordonnée  auxiliaire  z , v*  . . 

il  faudra,  suivant  notre  méthode,  chércher  une  tangente 
parallèle  à l’axe  des  x dans  la  courbe  correspondante;  ' ■'/ 
ce  qui  fournira,  d’après  la  règle  ordinaire,  la  condition  * "'l 


17, 


"V- . . • f'  V ''M 

' '•■.  ■ •'  •'  ^ .-<•  -.  - a 

'•  . ■;  . * * ï.  -'•  ••..  ’W 

■ ^ **  W ••  • ' • 

...  ^ • »■>,  . • ' ’ , ' 5 ■ • 
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9x*-)- 9j:’  = Ayant  ôté  la  solution  x= O déjà 
connue , il  vient  , en  substituant  la  déünitkm  de  z , 

9^6+ 13^3  ^9  = Cette  équation  finale 


est  très-facile  à résoudre  , si  l’on  remarque  qu’elle  peut  être 
mise  sous  la  forme  9(.z~^-j-l)*  = — ^ — : car,  en  suppri-  *. 
maut  le  facteur  commua  inutile  à la  question  , elle  devient 
9 — jT • i résulte  aussitôt  x=2,  et,  par  suite. 


a = 150%  pour  le  point  cherché.  . ' 

82.  La  seconde  catégorie  des  équations  trinômes  comprend 
celles  où , les  deux  variables  restant  encore  séparées  , l’une 
d’elles  entre  à la  fois  dans  doux  termes  et  l’autre  dans  un  seul. 
Cette  coexistence  de  trois  exposants  doit  évidemment  y multi- 
plier bien  davantage,  les  distinctions  géométriques  qu’ envers  le 
groupe  précédent , borné  à la  comparaison  de  deux  exposants. 
Aussi  me  réduirai-je  ici  à caractériser,  par  quelques  exemples 
choisis  , un  petit  nombre  de  ces  cas  , laissant  au  lecteur  à dis- 
cuter spontanément  tous  les  autres  ; ce  qu'il  pourra  main- 
tenant exécuter  sans  guide  , d'après  l’ensemble  des  habitudes  . 
déjà  contractées  sur  la  discussion  géométrique  des  équations. 

.Premier  exemple.  Considérons  d’abord  la  courbe ^^=0:^ — x, . 
où  les  trois  exposants  sont  impairs.  Par  cela  mémo , l’ordonnée 
y étant  toujours  réelle  et  unique , lé  lieu  sera  illimité  et  con- 
tinu : ses  deux  bpnehes  auront  d’ailleurs  l’origine  à la  fois 
pour  rontre  et  point  d’inflexion,  cl  chacune, d’elles  coupera 
l’axe  de  j; , à droite  ou  à gauche,  à la  distance  1.  Entre  0 et  1, 
l’ordonnée , nulle  anx  deux  extrémités  de  cet  intervalle , sera 
d'abord  croissante  et  puis  décroissante , son  maximum  corres- 


pondant à x= 


suivant  la  règle  des  dérivées,  ici  immé- . 


Digitized  by  Google 


- 


. N 


i 


TROISIÈME  PARTIE,  CHAPITRE  TROISIÈME.  259 

diatomont  applicable  sans  difliculté:  an  delà,  l’ordonnée  change 
de  signe , et  croit  dés  lors  indéPinimenl  do  part  et  d’autre , con-  • 
formcmcnt  à la  Ggorc  57.  L’examen  du  coeflicient  angulaire  de  la 
tangente,  tanga=3jr’ — 1,  ne  laisse  aucun  doute  sur  lésons  ainsi 
assigné  partout  à la  courbure , ni  sur  l’absence  totale  d’asymp- 
totes ' la  tangente  au  centre  se  confond  évidemment  avec  la 
seconde  bissectrice  AA'. 

Une  comparaison'  peu  approfondie  pourrait  disposer  à con- 
fondre une  telle  forme  avec  celle  qui  convient  au  premier  genre 
des  paraboles.  Mais  un  examen  plus  attentif  fera  clairement 
ressortir  la  différence  essentielle  des  deux  cas',  d’abord  analy- 
tiquement, puis  géométriquement.  Il  suffît,  pour  cela,  dé  rap- 
porter la  courbe  actuelle  aux  deux  bissectrices,  qui  s’y  trouvent 
évidemment  placées  , d’après  l’ensemble  do  la  discussion  pré- 
cédente , comme  les  axes  propres  à ce  genre.  Les  formules  de 


transposition  seront  alors  x-- 


.•r'-f-y  _y-^ 

y y — 


— ) ce  qui 


l/i  ' ' V^2 

donnera  l’équation  x'*+3x'y'+3yy'’-l-y’— 2^'  = 0,  dont  la 
différence  très-prononcée  avec  celles  du  chapitre  précédeut 
interdit  aussitôt  tout -pareil  rapproclisment. 

Outre  cet  exemple , où  l’exposant  impair  do  l’ordonnée  est 
■ .égal  au  moindre  exposant  de  l’abscisse , il  faudrait,  pour  avoir 
vraiment  apprécié  tous  les  cas  à triple  exposant  impair,  en 
considérer  quatre  nouveaux  où  le  premier  exposant  serait  suc- 
cessivement égal  au  plus  grand  des  deux  autres  , puis  supé- 
rieur à celui-ci , ensuite  compris  entre  les  deux , cl  enfln  infé- 
rieur au  plus  petit. 

Devæiéme  exemple.  Supposons  maintenant  que.  Tunique 
exposant  de  l’ordonnée  demeurant  impair,  les  deux  exposants 
de  Tabsci^e  deviennent  .pairs,  eft  prenant,  comme  seul 
exemple,  parmi  tous  les  cas  divers  que  comporterait  cette 


condition,  l’équation  très-simple  Après  qvuirdi- 


« 

4 

* 
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rectcmcDt  reconnu  rilliœüalion  et  la  conlinuilé  du  lieu,  ainsi 
que  sa  symétrie  autour  de  l’axe  des^,  il  est  aisé  de  constater 
querordonncc  , nulle  pour  et  x=l , et  positive  dans  l’in- 
tervalle, y atteint  son  maximum  j pour  : quand  elle 

a traversé  l’axe  des  abscisses , la  courbe  s’en  éloigne  indéGni- 
ment.  Mais  sa  vraie  Ggurc  est  plus  compliquée  que  ne  l’indi-  . 
que  d'abord  celte  discussion  fondamentale.  Car,  en  examinant  ’ 
la  marche  des  tangentes , d’après  la  loi  lang  a=2x — 
on  aperçoit  que , outre  le  maximum  , la  tangente  est  aussi  di-  ' 
rigée  suivant  l’axe  à l’origine,  qui  est  donc  un  sommet,  et 
non  un  point  de  rebroussement  : par  suite,  il  doit  exister  une  * 
inflexion  dans  l’intervalle.  On  la  déterminera  en  cherchant  le 
maximum  de  tanga,  ce  qui  donne  immédiatement  l'équation 

2— Mv’=0,  d’où  .r=±Y/^,  et  tang«=?y/^| 

La  courbure  éprouve  ainsi  de  fortes  variations  dans  l’inter- 
valle ACBüB’C'A'  {fig.  58),  au  delà  duquel  la  direction  de  la 
tangente  ne  snhit.pas  jusqu’à  l’inflni  un  changement  total  de 
SO",  puisque  , en  A et  A',  on  a lang  a = 2 : il  n’existe  d’ail- 

leurs , évidemment , aucune  asymptote. 

Troisième  exemple.  Comme  exemple  unique  du  cas  où  les 
trois  exposants  sont 'pairs,  discutons  l’équation  — j-*. 

L’ordonnée,  réelle  seulement  de  0 à 1,  atteint  son  maximum 
; pour  la  même  abscisse  que  ci-dessus;  en  sorte  que  la  courbe, 
symétrique  autour  des  deux  axes  , et  ayant  sou  centre  à l'ori- 
gine, est  contenue  dans  le  rectangle  ABB'A'C'C  (fig.  59). 

i — 2x' 

Quant  à la  tangente,  d’après  la  loi  tanga= — , il  est 

Kl  — X' 

clair  que  tous  les  côtés  de  ce  rectangle  touchent  la  courbe , les 
uns  une  fois,  les  antres  deux  fois.  Il  faut  surtout  remarquer  , 
à CCI  égard,  ce  qui  concerne  le  centre  , où  tanga  =±t  indique 
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deux  tang,entes  distinctes , dirigées  suivant  les  bissectrices  ; 
comme  le  confirmerait  d’ailleurs  la  considération  spéciale  du 

y 

rapport-.  Cette  nouvelle  propriété  a fait  donner  lu  nom  de'"- 

X 

nœud  à ce  point  exceptionnel , déjà  doublement  remarquable 
ici , à titre  de  centre  et  de  point  d’inflexion.  L'ensemble  d’une 
telle  discussion  ne  peut  laisser  aucun  doute  sur  la  figure  gé- 
nérale de  cette  courbe , que  sa  forme  a fait  appelex  lemniscate. 
Sa  courbure  est  évidemment  beaucoup  moins  prononcée , en 
général,  du  nœud  O au  maximum  B que  de  là  au  sommet  A; 
puisque  le  *emier  intervalle  , quoique  supérieur  au  second , 
privduit  une  variation  totale  moitié  moindre  dans  la  direction 
de  la  tangente. 

En  substituant  , à cette  équation , l’équation  inverse 
y=x* — x’,  il  faudrait  surtout  remarquer,  outre  le  change- 
ment accoutumé  d’un  lieu  fermé  et  continu  en  un  autre  illi- 
mité et  interrompu,  le  nouveau  caractère  qu’y  prendrait  le 
centre,  toujours  placé  à l’origine.  On  voit  que  ce  point , loin 
de  réunir  plusieurs  branches  distinctes , se  trouverait  isolé  de 
tout  le  reste  de  la  courbe , dont  il  continuerait  cependant  à faire 
partie,  comme  le  point  conjugué  de  la  conchoïde.  Si  l’on  géné- 
ralise davantage  un  tel  contraste  géométrique,  il  est  aisé  de 
sentir  que , en  toute  équation  de  la  forme 

les  abscisses  propres  à confondre  les  deux  valeurs  de  y,  non 
par  l’annulation  de  la  fonction  placée  sons  le  radical , mais  par 
celle  du  facteur  qui  le  précède  , indiqueront  des  nœuds  ou  des 
points  isolés  selon  qu’elles  rendront  positive  ou  négative  la 
première  fonction  f (x) , puisque  les  ordonnées  voisines  seront 
dés  lors  tanldt  réelles  et  tantôt  imaginaires.  Ainsi , quelque 
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opposées  que  soient  géoniétriquemont  ces  deux  sortes  de  points, 
le  même  caractère  analytique  jwürra  leur  convenir,  avec  une 
simple  nuance  relative  seulement  au  sens  d’une  certaine  iné- 
galité. Léur  ditTcrcncc , quanta  la  tangente,  consistera  en  ce 
que  son  coeflicient  angulaire , toujours  double  en  l'ün  et  l’autre 
cas , restera  réel  pour  le  premier  et  deviendra  imaginaire  pour 
le  second  j comme  le  confirme  aisément  l’exemple  précédent. 
Quoique  le  type  analytique  que  je  viens  de  formuler  soit  loin 
d’offrir,  à cct  égard  , toute  la  généralité  convenable  , il  est 
pourtant  propre  à étendre  déjà  les  idées  du  lecteur  sur  l’oppo- 
sition de  ces  deux  points  singuliers , autant  que  l^comporte  et 
l’exige  ici  notre  initiation  géométrique. 


Quatrième  exemple.  Pour  signaler  les  cas  où , l’exposant  de 
l’ordonnée  restant  pair,  l’un  de  ceux  do  l'abscisse  devient  im- 
pair, considérons  enfin  la  seule  équation  ,y’=x^ — .r*.  La 
courbe , tout  entière  à droite , ne  s’y  étend  que  de  l’origine 
jusqn’à  x=l,  symétriquement  autour  de  l’axe,  au-dessus  du- 
quel sa  plus  grande  hauteur  correspond , suivant  la  règle  des 

dérivées , à x=-  , d’où  J V/3;  ce  qui  la  renferme  dans 
4 16 


le  rectangle  OBAB'(^ÿ.GO).  On  a ici  tanga 


3x’~ix^ 


iir 


5 


en  sorte 


'que  les  trois  côtés  BC , B'C',  et  CC,  touclient  la  courbe  : mais, 
quant  au  quatrième,  en  O la  direction  de  la  tangente  semble  d’a- 
bord indéterminée.  En  la  cherchant , soit  par  la  substitution  de 


l'ordonnée , qui  donne'  tang  a= 


.1— 

2 


v/ü 


soit  d’a- 


y 

près  la  considération  spéciale  du  rapport  il  est  aisé  de  recon- 
naître que  la  tangente  initiale  coïncide  avec  l’axe  des  abscisses. 
Si  donc,  des  deux  points  où 'cet  axe  coupe  la  courbe,  l’un  A est. 
un  sommet  proprement  dit , l’autre  O constitue  un  poiul  de  rc- 
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2G3 


broHSsonu'nt.  Ainsi , entre  O et  B ou  F,  il  doit  exister  nn 


double  point  d’inflexion 

• * 

au  maxiranm  de  tang  a , ou  à celui  de  la  fonction 


dont  l’abscisse  unique  correspondra 
jt(3— 4jt)*  , 


•t— X ’ 

suivant  l’esprit  des  transformations  propres  à la  tbéoric  des 
maxima  , où  l’on  a toujours  le  droit  de  modifier,  pour  plus 
de  simplicité  , les  fonctions  proposées , pourvu  que  les  maxima 
ou  minima  ne  cessent  point  de  correspondre  aux  mêmes  va- 
leurs de  la  variable  indépendante. 

83.  En  introduisant , dans  les  équations  trinômes , un  terme 
où  les  deux  variables  soient  mêlées , on  y forme  une  troisième 
catégorie  générale , qui  , pouvant  comporter  Jusqn’à  quatre 
exposants  simultanés,  doit  nécessairement  offrir  encore  plus 
de  diversité  que  la  précédente.  J’on  examinerai  seulement 
deux  exemples  très- simples , l’un  de  degré  impair,  l’autre  de 
degré  pair. 

Premier  exemple.  Soit  d’abord  la  courbe  — xy=i. 


D’après  la  formule  ^ 


=±\/ 


X*- , elle  s’étend  indéflni- 


meut  à droite , depuis  x = 1 , en  s’éloignant  sans  cesse  de  son 
axe  : à gauche  , l’ordonnée  , infinie  pour  x =0,  ce  qui  indique 
l’asymptotisme  de  l’axe  des  doit  premièrement  décroître  ; 
mais  elle  ne  tarde  pas  à augmenter,  puisque  les  accroissements 
du  terme  x^  l’emporteront  bientôt  sur  les  diminutions  do  terme 


-,  et  ensuite  elle  croit  jusqu’à  l’infini.  En  considérant  de  plus 


.V 


près  la  marcha  générale  de  cette  fonction  , on  aperçoit  aisé- 
mentj  suivant  la  méthode  subsidiaire  des  asymptotes , que  les 

deux  bissectrices  constituent  deux  autres  asymp-. 

totes , placées  au-dessous'  de  la  partie  droite  de  la  conrbe  et 
au-dessus  de  sa  partie  gauche.  L’ensemble  de  ces  documents 
ne  laisse  ici,  vu  le  degré,  aucune  incertitude  sur  l’absence 


. , I 


— w - - » m ^ ï ^ 

*■  4 V'  ' . il . •'  * ■*..  *' V : 


1 V'  . ■ 


.1 
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totale  de  sinuosités  et  de  rebroussements  , sans  qu’il  soit  réel- 
' lement  nécessaire  de  consulter  la  tangente,  sauf  pour  le 
maximum  d’^,  ainsi  déterminé  par  l’équation  B jï  ’ — .y’=0,  qui 
le  place  sous  un  angle  de  120°  autour  de  l’origine , au  point 

vr  Vi 

x=V-,  y=\  J.  Si  l’on  cherche  les pointsles  plus  rappro- 

chesde  l’origine,  où  concourent  les  trois  asymptotes , il  est  aisé 
de  constater,  d’après  le  principe  des  normales,  et  en  écartant  la 
■ solution  ^=0  correspondante  au  sommet  A , qu’ils  se  trouvent 

sur  les  rayons  dont  le  coefficient  angulaire  est  \^5,  un  peu 
au-dessus  des  minima  B et  B'  de  l’ordonnée.  Ainsi , la  flgurc 
61  caractérise  exactement  la  forme  générale  de  la  courbe. 

Deuxième  exemple.  Considérons  , en  second  lieu  , la  courbe 
* » 

' y — xy’=:x’,  oùy=±  — . Evidemment  comprise  entre 

V 1— 

' • 

les  asymptotes  x=l , et  x=— 1,  elle  est  illimitée  dans  le  sens 
vertical , d’ailleurs  continue , et  symétrique  autour  des  deux 

Y 

axes.  Au  centre,  cette  formule  indique,  d’après  le  rapport"-  , 

• l’existence  d'un  nœud , ou  la  courbe  touche  les  deux  bissec- 

* trices  ; en  sorte  qu’il  serait  encore  superlhi  ici  d’examiner  la 
marche  des  tangentes  pour  constater  la  justesse  de  la  figure  62. 
Quant  à la  courbure,  d'abord  croissante,  puis  déâ^issante,  de 
chaque  quart  de  courbe,  elle  doit  être , en  général , peu  pro- 
noncée , d’après  la  faible  variation  totale  qu’y  éprouve  la  direc- 
, lion  des  tangentes. 

8*.  La  dernière  catégorie  des  courbes  trinômes,  celle  dont 
la  discussion  complète  exigerait  la  plus  grande  diversité  de 
cas , comprend  les  équations  les  pin»  (impliquées , où  les  va- 
riables sont  mêlées  dans  deux  termes  , le  troisième  étant  dès 
lors  constant.  Je  m’y  bornerai,  comme  envers  la  précédente,’ 


« 
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; 

à deux  exemples  choisis,  l’un  de  degré  impair,  l’autre  de  degré 
pair. 

Premier  exemple.  Soit  l’équation  xy~\.^x'=i,  où  la  symé- 
trie des  deux  variables  indl(|ue  déjà  une  courbe  symétrique 
autour  de  la  première  bisseiflrice.  La  discussion  de  l’ordonnée 


■’4-  - 


ofTrc  ici  une  nouvelle  circonstance  préliminaire  qu’il  importe 

de  remarquer,  en  ce  que  la  partie  rationnelle — •-or,  qui  pré- 
• 2 * 

cède  le  double  radical,  appartient  à une  droite  qui,  à raison 
d’une  telle  relation  algébrique , doit  couper  en  leur  ipîjicu 
toutes  les  cordes  verticales  du  lieu  ; puisque , pour  obtcni^les 
doux  points  correspondants  à chaque,  abscisse , il  faudra  égale- 
ment porter,  de  part  et  d’autre  de  cette  droite  , la  valeur  du 
radical  commun.  Ainsi , outre  sa  symétrie  suivant  IlOB'  qui  la 

Vî 

coupe  en  C où  x=  V 5.  la  courbe  aura  pour  diamètre  la 

3 — 

droite  OA , qu’elle  rencontre  en  A où  a:  = — \/4,  et  dont  la 
considération  permettra  de  réduire  la  discussion  essentielle  do 
l’ordonnée  à celle  du  seul  radical,  ür,  ce  radical , infini  d’abord, 
do  manière  à indiquer  l’asymptotisme  de  l’axe  vertical,  no 
tarde  pas  à devenir  croissant , et  dès  lors  sans  limites,  puisque 

l’augmentation  do  terme  doit  bientôt  y surpasser  le  décroîs- 

scmçnt  do  terme  — , qui  influe  de  moins  en  moins  sur  la  valeur 

X 

totale.  En  ni^Iigcant  ce  dernier  terme , suivant  l’esprit  de  la 
méthode  subsidiaire  des  asymptotes,  on  trouve,  autour  de 

l’origine,  deux  nouvelles  asymptotes  j'ss — | jdb  ^x,  dont  l’ano 


»■ 

:l  ■ - ; 
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coïQcidc  avec  l’axe  des  abscisses  , et  l’autre  avec  la  seconde  bis- 


sectrice. A gauche,  le  radical  devient 


et  la  courbe 


se  trouve  interrompue  entre  l’asymptote  OY  et  la  verticale  en 
*.  A,  au  delà  de  laquelle  elle  s’etentf  indéfiniment  et  sans  discon- 
tinuité : mais  les  deux  valeurs  de  l’ordonnée  sont  alors  égale- 
ment positives , en  sorte  que  le  lieu  ne  pénètre  pas  dans  la 
troisième  région  du  plan , et  se  trouve  d’ailleurs  .au-dessous  de 
l’asymptote  oblique,  dont  l’ordonnée  y surpasse  la  sienne,  qni , 
à droite,  l’emportait.  Quoique  cet  exemple  soit  l’un  des  plus 
dillicilcs  que  puisse  offrir  la  discussion  géométrique  des  équa- 
tions peu  compliquées , le  lectenr  judicieux  ne  tardera  pas  à 
sentif  que  la  figure  63  indique  la  seule  forme  générale  propre  , 
à sdHsfaire  à feosemble  de  ces  renseignements  divers.  L’exa-  ,, 


men  de  la  tangente,  suivant  la  formule  tang  a= 


£'/.r+2x\ 

ar\2^-fxy’ 


n’est  indispensable  ici  qu’envers  quelques  points  remarquables. 
En  G , sur  l’axe  du  lieu , on  a tang  a = — 1 , ce  qui  confirme  que 
ce  point  est  un  sommet  ; en  A,  sur  l’autre  diamètre  rectiligne , 
la  tangente  est  verticale.  Pour  trouver  le  minimum  de  y dans 
la  partie  droite  et  inférieure , il  faut  poser  ^-f-2x=0,  d’où  ré- 
sulte aussitôt  la  direction  du  rayon  correspondant , et  ensuite 


V -, 


en  sorte  que  ce  point  D est  sur  la  même  vortkale 


que  le  sommet  G de  l’antre  branche.  Quant  an  point  le  plus 
rapproché  de  l’origine,  le  prmeipe  des  normales  fournit  aisé- 
ment l’équation 

relativement  au  coefficient  angulaire  de  son  raytm.  Quoique  du 
troisième  degré , cette  équation  est  facile  à résoudre , en  utili- 
sant la  connaissance  antérieure  de  Tune  des  trois  normales 
cherchées  , la  bissectrice  OC,  qni  y indique  la  racine  /»*=!, 
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dont  la  Térification  algébrique  est  d’ailleurs  évidente  , en 
écrivant  (m^ — 1)  — 1)=0.  Après  l’avoir  ôtée,  il  reste 

réquation  m'-|-3/»-f-l=0,  qui  détermine  sans  difficulté  les 
deux  autres  directions , OE  et  OF. 

Deuxième  exemple.  Considérons  enfin  , comme  dernière 
courbe  trinôme , celle  qui  résulte  de  l’équation  xy — xy =1, 

où  y=±—yz===.-  Adroite,  le  lieu  commence  à l’asymptote 
Vx(x—i) 

X— 1 , au  delà  de  laquelle  il  s’étend  indéfiniment , en  se  rappro- 
chant toujours  de  l’axe  des  abscisses , qui  lui  constitue  une 
seconde  asymptote,  aussi  bien  qu’au  axe.  Yers  la  gauche  , il 
. n’y  a aucune  interruption , et  les  deux  axes  sont  asymptote# 
L’ensemble  de  la  courbe  est  donc  nécessairement  conforme  à la 
figure  64,  puisque  le  degré  empêche  d’ailleurs  toute  sinuosité 
entre  les  asymptotes. 

Une  telle  discussion  conduit  naturellement  à soppçonner 
l’entière  identité  des  quatre  parties  de  la  courbe.  Pour  s’en  as- 
surer,, il  suffit  évidemment  d’examiner  si  le  point  G,  situé  au 
milieu  de  l’intervalle  où  l’axe  coupe  les  deux  autres  asymptotes, 
est  réellement  le  centre  du  lieu  ^ ce  qui  se  réduit  à y trans-^ 
porter  l’origine,  afin  do  voir  s’il  en  résulte  la  disparition 
spontanée  du  terme  de  degré  impair  i ce  qui  arrive  eilectivo- 
meut.  L’équation  devient  ainsi 


de  manière  à rentrer  dans  la  catégorie  précédente.  Celte  nou- 
velle équation  serait  donc  préférable  pour  l’étude  ultérienrc 
de  la  courbe.  En  l’appliquant  à la  recherche  du  point  le  plus 
rapproché  do  centre , le  principe  des  normales  y donne  la  con- 

....  4xjr  X 

dition  J = — , d’où  , après  avoir  ôté  ,1e  facteur  superila , 


I 
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il  résullc  y'=  jc' — et , par  suite,  ’ =t  ; ainsi,  en  ce 

point,  ona  x—  -\/5,  j=i,  et  tang»= — ^V/s.  OnconOr-, 

mcrait  aisément  ce  résultat  par  la  recherche  directe  du  mini- 
mum de  d’après  la  méthode  algébrique  la  plus  élé- 

mentaire , qui  serait  ici  très-praticable. 


CHAPITRE  IV. 

Courbes  polynômes 

85.  Dans  l’état  d’enfance  où  se  trouve  aujourd’hui  la  géo- 
• métrio  comparée , le  principe  provisoire  qui  nous  a précédem- 
ment servi  à classer  les  courbes  algébriques,  et  qui  ne  pouvait 
être  pleinement  satisfaisant  qu’envers  les  seules  équations 
' binômes,  cesse  d’offrir  aucune  véritable  importance  géomé- 
trique, quand  les  équations  contiennent  plus  de  trois  termes. 

^ Aussi , pour  ces  équations  plus  compliquées , faut-il  nous  bor-  ^ 
ner  ici  à quelques  exemples  choisis  indépendamment  de  tout 
^ classement,  et  uniquement  destinés  à faire  sentir  comment  le 
mode  de  discussion  géométrique  caractérisé  par  les  chapitres 
précédents  peut  s’étendre  à toutes  les  autres  équations  algé- 
briques. 


Premier  exemple.  Considérons d’abordla  courbe^ 


D’aprésla  formule  y =±:  JT  le  lieu,  symétrique 

antour  do  l’axe  des  abscisses,  est  limité  à droite  par  l’asymp-  « 
tôle  x=  i,  et  ne  dépasse  pas  à gauche  son  intersection  avec 
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l'axe,  à la  distance  1 de  l'originè.  Il  se  composé  donc  de  deux 
parties  qui  se  réunissent  à l’origine , l’une  à gauche , fermée 
de  toutes  parts  , l’autre  à droite  illimitée , verticalement. 
Le  coclGcient  angulaire  de  la  tangente  y est  finalement 

1 -j-J: — 07’ 


-V- 

“ I. 


tang  a = 


prend,  à l’origine,  la  double  valeur  db  1 , d’ailleurs  indiquée 


: ; il  devient  infini  pour  x = ±1 , et 


V 


d’avance  par  lerapporl—  : ainsi,  des  deux  points  A cl  0 (fig.  fi5), 

X 


• tr- 


où  la  courbe  rencontre  son  axe , le  premier  est  un  sommet , 
le  second  un  nœud , où  elle  louche  les  deux  bissectrices , au- 

dessus  desquelles  s’élève  ensuite  de  plus  en  plus  son  cours 

• 

indéfini.  Quant  au  point  culminant  de  la  partie  gauche , il 

1> 


correspond  à l’équation  l-f-x=x’,  qui  donne  x= — (\/ 5 — 1)> 

4B 


après  avoir  écarté  la  racine  positive,  comme  excédant  les 
limites  horizontales  du  lieu.  On  ne  peut  donc  plus  conserver 
aucun  doute  sur  la  forme  générale  de  la  courbe.  Sa  courbure, 
■trés-prononcéc  dans  la  portion  BAB',  l’est  beaucoup  moins 
dans  le  reste  de  la  partie  fermée,  et  diminue  encore  davantage 
dans  la  partie  indéfinie.  Comme  le  centre  devrait  être  sur  la  ’ 
coürbc,  en  vertu  du  degré  impair,  et  en  même  temps  sur  l’axe 
des.  abscisses , à cause  de  la  symétrie,,  il  est  clair  que  celte 
courbe  n’en  comporte  pas,  puisqu’il  devrait  être  placé  en  0 ou 
en  A , contrairement  à l'ensemble  de  la  discussion. 

2x — X* 


Deuxième  exemple.  Soit  maintenant  l’équation  y'= , 

x’ — 1 


d’où  y 


x(2 — x) 


cette  décomposition  en  fac- 


leurs  est  ici  destinée  à mieux  caractériser  la  marche  générale 
de  l’ordonnée.  A droite , chaque  terme  de  la  fraction  renferme 
un  facteur  positif,  en  sorte  que  .y  ne  sera  réel  qu’autaiit  que 


(.•  . 

.e  - 
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les  aulres  facteurs  2 — x et  i- — 1 auront  le  même  signe , ce 
qui  restreint  x entre  t et  2 , puisque  ces  facteurs  ne  sauraient 
d’ailleurs  devenir  simultanément  négatifs.  Cette  partie  de  la 
courbe  ne  commence  donc  qu’à  l’asymptote  CC'  [fig.  66J , et 
se  termine  à son  intersection  B arec  son  axe.  Vers  la  gauche , 


on  aurait^ 


=\Zt 


x(.r-f  2) 


et,  par  conséquent,  la 


(l+ar)(l-x)’ 
courbe  ne  s’étendrait  que  de  l’origine  jusqu’à  l’asymiitote 
x-=  — 1.  D’après  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente, 
X — .r’-f- 1 


tang  a : 


. , il  est  aisé  de  constater 


2 (1 — .z’)  \/(2j; — x’)  (a:’  — 1 ) 
que  les  points  B et  O sont  des  sommets  : ainsi , depuis  chacun 
d’eux  jusqu’à  l’asymptote  correspondante , chaque  partie  de  la 
coarbe  doit  offrir  une  infiexion , dont  le  calcul  serait  ici  très- 
laborieux.  La  courbe  ne  saurait  d’ailleurs  avoir  de  centre, 
puisqu'il  ne  pourrait  être  qu’en  A , milieu  entre  ces  deux 
sommets , ce  qui  est  évidemment  contraire  à la  discussion. 
Toutefois  les  deux  parties , droite  et  gauche , du  lieu  semblent 
jusqu’à  présent  fort  analogues.  Pour  en  mieux  saisir  la  vraie’ 
relation,  il  faut  y comparer  deux  ordonnées  placées,  sur  chaque 
portion , à la  même  distance  du  sommet  correspondant , en 
faisant  successivement  z = 2 — r,  x= — t-,  d’où  il  résulte  d’a- 


bord  y = 


(1— /)  (3  — 


, et  ensuite  y"  = 


(1 + 0(1-0 


traction  faite  des  facteurs  communs , la  seconde  fraction 


Abs- 
2 + < 
1+' 


surpasse  évidemment  la  première,  comme  ayant  à la  fois,  pour 
<<1,  un  plus  grand  numérateur  et  un  moindre  dénominateur: 
donc  la  partie  gauche  s’élève  davantage  que  la  partie  droite. 
Troisième  exemple.  Considérons  encore  la  courbe  y = x± 


l^5x' — 6x — x’.  Le  terme  rationnel,  placé  devant  le  radical 
carré,  y indique,  cooune  au  u° précédent,  pour  les  cordes  ver- 
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ticalcs , un  diamètre  rectiligne , coïncidant  ici  avec  la  première 
bissectrice , qui  coupe  le  lieu  aux  trois  points  x = 0 , x = 2 , 
j:=:3.  £n  décomposant  la  fonction  irrationnelle,  afin  d’en 

mieux  juger  la  marche , on  aj^=x±V^x(x— 2)(3 — x).  Dès 
lors,  la  courbe  ne  peut  s’étendre  à droite  que  de  la  seconde  à 
la  troisième  intersection  avec  son  diamètre,  de  A en  B [fig.  67). 
Mais  à gauche , les  deux  premiers  facteurs  étant  toujours  né- 
gatifs , et  le  dernier  toujours  positif,  la  valeur  du  radical  sera 
constamment  réelle  et  croîtra  sans  limites.  Ainsi  la  oonrhe  se 
compose  de  deux  parties,  l’une  à droite  fermée,  l’autre  à 
• gauche  indéfinie,  séparées  par  un  intervalle  vide,  de  O à A. 
Le  maximum  d’écartement  de  la  première  envers  son  diamètre 
sedètormineraaisémenten  annulant  ladérivéede5x’ — 6x— 
5+V/7 


■-V 


1 


ce  qui  donnera  x= 


, l’antre  racine  se  rapportant  à 


une  ordonnée  imaginaire  : en  construisant  la  valeur  corres- 
pondante du  radical , on  renfermera  cette  portion  du  lieu  entre 
deux  parallèles  an  diamètre.  Quant  à la  tangente , on  trouve 

. finalement,  d’après  nos  règles,  tang  a=  1 


■ ./•  < 


lOx — 6 — 3x’ 


|/5x’ — 6x — x^ 

ce  qui  confirme  la  position  de  ces  deux  tangentes,  et  la  verti- 
calité de  celles  en  Ô,  A et  B.  Cette  fonction  devenant  infinie 
pour  X = ao , comme  le  montre  la  division  des  deux  termes 
par  x',  on  reconnaît  ainsi  tout  à la  fois  l'absence  d’asymptote 
et  l’existence  d’une  double  iufiexion  à gauche,  dont  la  position 
précise  exigerait  un  trop  long  calcul , aussi  bien  que  celle  du 
maximum  on  minimum  de  l’ordonnée  à droite.  Pour  que  ces 
sinuosités  soient  conciliables  avec  le  degré , qui  interdit  ici  plus 
de  trois  points  en  ligne  droite , il  suffit  que  la  tangente  s'y 
trouve  dirigée  de  manière  à ne  pas  couper  la  partie  fermée  du 
lieu. 

Quatriémt  exemple.  Soit , en  dernier  lien , l’équation  . 

■ . : • . - - - X: 

' . ' •-  ' ' V**'*  * * . ■*  V -k  »*.*.'  .'  ■»►  • * ' 

. ....  . r ; <r  . . 

»■*. 


■ ^ 
i 

^ i 


,r  \ ^ 
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— .r*+l=0,  dont  la  forme  indique  anssUftt  une 
courbe  symétrique  autour  des  deux  axes , avec  l’origine  pour 

centre.  D’après  la  formule^=±;^x’rh\/  2a.’ — 1,  il  faudra 
d’abord  s’assurer  de  la  réalité  du  radical  partiel , ce  qui  exige  ' 


seulement  o:>  ^ ; mais  on  voit  ensuite  que  , si  le  premier  ■ 

signe  de  ce  radical  donne  toujours  une  ordonnée  réelle  et  in- . 
définimcnt  croissante  , il  n’en  saurait  être  de  même  du  signe  in-  . 
férieur,  qui  rendra  bientôt^  imaginaire  , à partir  de  la  valeur 
a-=l , correspondante  à ^=0.  Ainsi , le  très-petit  intervalle 

vr 

horizontal  de  V —àl  exige  ici  une  appréciation  spéciale,  puis- 
que l’ordonnée  s’y  trouve  quadruple , tandis  qu’elle  est  senle^ 
inept  double  dans  tout  le  reste  indéflni  de  la  courbe.  En  consi- 
dérant , pour  plus  de  clarté , cette  courbe  comme  naissant  en  A, 
à sa  rencontre  avec  son  axe  , il  faudra  donc  concevoir  le  point 
décrivant  s’avançant  d’abord  vers  l’axe  vertical  jusqu’en  B, 

d’où  il  s’en  éloigne  ensuite  à l’infini , conformément  à la  figure  . 

* « 

C8.  A mesure  que  x augmente , la  valeur  du  radical  partiel 

tend  à se  confondre  avec  x’  l/2j  ce  qui  indique,  autour  du 
centre,  deux  asymptotes  rectilignes,  dont  le  coefficient  angu- 


laire est  Quoique  leur  existence  décide  suffisam- 

ment du  sens  de  la  courbure  dans  la  majeure  partie  du  lien , 
l’examen  de  la  tangente  est  potrtant  indispensable,  surtout 

i37  “4“  ) 

envers  lapartic  BAB' . Or,  on  a ici  tanga =■  - - ■ , ; donc  la  tan-' 

gente  est  verticale  en  A où^=0ct  en  B où ^ a:;  en  sorte  que, 

dans  l’intervalle  , il  existe  une  inflexion , dont  le  calcul  serait 
d’ailleurs  trop  pénible.  En  rapportant  tout  à or , il  vient 


tang  a = 


\/  âx’ — 1 ^ 1/  2.r  i — ; I 


. Si  l’on  divise  les  deux 
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termes  par  x',  afin  de  sapposer  x infini , cette  formule  devient 


2+ 


V/^-: 


tang  a = 


sa  valeur  extrême  est 


2+\/2 


ce  qui  reproduit,  sous 


une  autre  forme , la  direction  déjà  trouvée  pour  l’asymptote , 
dont  le  coefficient  linéaire  serait  d’ailleurs  reconnu  nul  en  com- 
plétant l’opération,  quand  même  la  symétrie  ne  l’eût  pas  in- 
diqué d’avance.  Quant  au  point  le  plus  rapproché  du  centre,  le 

X v*\  X 

principe  des  normales  donnera  ici  la  condition^  » 


qui  n’admet  évidemment  d’autre  solution  quc.r=0 , ou  le  som- 
met A , à partir  duquel  la  courbe  s’éloigne  donc  continuelle- 
ment de  son  centre  , même  dans  la  partie  AB , où  elle  s’avance 
vers  l’axe  vertical  : il  est  aisé  de  vérifier,  en  effet,  que  la  dis- 
tance OB  surpasse  un  peu  OA. 


Cet  exemple  extrême  est  propre  à faire  sentir  la  nécessité 
d’accorder  quelquefois  une  attention  spéciale  à de  petits  inter- 
valles pour  discuter  convenablement  certaines  équations  : les 
principaux  accidents  géométriques  se  passent  ici  entre  A et  B : 
au  delà  , la  courbure  est  évidemment  très-faible , puisque  la 
direction  de  1a  tangente  ne  varie  pas  de  *5°  dans  tout  le  reste 
indéfini  de  la  courbe.  On  sent  toutefois  que  l’existence  de  tels 
intervalles  est  toujours  indiquée  par  une  judicieuse  apprécia- 
tion de  la  formule  qui  exprime  l’ordonnée;  en  sorte  que  de  pa- 
reils cas  n’autorisent  nullement  à contracter,  en  général , ces 
habitudes  aveuglément  minutieuses  qui  s’opposent  trop  souvent 
aujourd’hui  à toute  saine  discussion  des  courbes  algébriques. 

18 
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Il  serait  ici  saperfla  d’examiner  géoroêlriqaement  un  plus 
grand  nombre  d’équalions  polynômes  : je  laisse  au  leclcur  à en 
multiplier  spontanément  les  exemples , auxquels  chacun  pourra 
maintenant  appliquer  sans  diflicnlté  les  principes  que  nous 
avons  désormais  assez  caractérisés.  Afin  d’éviter  les  embarras 
algébriques  trop  supérieurs  à l’instruction  analytique  exigée 
dans  ce  traité , j’ai  considéré  exclusivement  des  équations  fa- 
ciles à résoudre  , au  moins  quant  à l’onc  des  variables.  Mais , 
après  avoir  assez  étudié  la  haute  algèbre , il  conviendra  de  pour- 
suivre , sur  quelques  exemples  bien  choisis,  la  discussion  géo- 
métrique des  équations  algébriques , sans  y dégager  aucune 
coordonnée.  Je  rcoommandmi  spécialement , à cet  égard , la 
courbe  remarquable  que  Dcscartcs  tira  de  l’équation 

Un  très-petit  nombre  de  cas  analogues  dans  les  di^rés 
supérieurs  caractérisera  sullisamment  les  nouvelles  difficultés 
géométriques  qui  nisultent  alors  de  notre  impuissance  algé- 
brique , en  évitant  d’ailleurs  avec  soin  de  susciter,  à ce  sujet, 
des  calculs  trop  compliqués  , dont  la  fastidieuse  influence  alté- 
rerait beaucoup  la  principale  utilité  logique  de  tels  exercices. 

86.  Quand  la  géométrie  comparée , jusqu’ici  à peine  entrevue 
par  quelques  esprits  philosophiques  , aura  été  rationnellement 
constituée  d’après  ses  véritables  principes , on  pourra  rendre 
bien  plus  profitable  la  discussion  géométrique  des  équations 
en  y introduisant  habituellement  les  questions  inverses  , au- 
jourd'hui trop  peu  accessibles , qui  consistent  à composer  des 
équations  correspondantes  à des  formes  générales  arbitraire- 
ment données.  Ces  nouveaux  problèmes , toujours  profondé- 
ment indéterminés  , ne  peuvent  être  maintenant  abordés  avec 
quelque  succès  que  dans  les  cas  les  plus  simples.  Je  crois  pour- 
tant devoir  ici  en  indiquer  un  exemple , afin  de  signaler  au  lec- 
teur intelligent  le  genre  d’exercices  le  plus  prppre,  sans  doute, 
à faire  promptement  approfondir  l’ensemble  de  la  géométrie 
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analytique.  Supposons  qu’il  faille  composer  une  équation  algé- 
brique dont  le  lieu  puisse  ressembler  à la  courbe  de  la  figure  (19. 
En  concevant  l’origine  placée  au  sommet  O et  l’axe  des  ab- 
scisses confondu  avec  l’axe  de  la  courbe,  il  sera  facile  de  former 
l’équation  de  manière  à satisfaire  aux  conditions  de  symétrie  et 

d’asymptotisme,  en  lui  donnant  la  forme pourvu 

? (•*') 

que  le  numérateur  s’annule  avec  jt  cl  que  le  dénominateur, 
devenant  infini  pour  <x  , soit  d’un  plus  haut  degré,  la  frac- 
tion devant  d’ailleurs  conserver  toujours  le  signe  de  l’abscisse. 
Toutes  ces  indications  seraient  simultanément  remplies  , par 
exemple,  d’après  la  formule 

, ax 


où  les  trois  coefiieients , supposés  toutefois  positifs  , demeurent 
encore  indéterminés.  Une  telle  fonction  assurera , du  reste , 
l’existence  d’un  point  culminant  , analogue  à B , et  dès  lors 
aussi  celle  d'une  inflexion  entre  B et  l’asymptote.  Ainsi , les 
diverses  conditions  essentielles  de  la  figure  sont  simultanément 
satisfaites  par  cette  équation , où  la  disponibilité  des  constantes 
a,  b,  c,  permettra  maintenant  de  remplir  les  indications  numé- 
riques relatives  à la  position  et  à la  hauteur  du  point  culmi- 
nant. Car,  l’indétermination  de  ces  coefiieients  n’empéche  pas 
d’appliquer  complètement  ici  la  régie  des  tangentes  , qui  don- 


nera tanga= 


aie  — bx')  , ,,  

_ - _ , ou  1 on  voit  d ailleurs 

2(ùj:’-}-c)  \/  ax  (ùx’-^C) 


que  l’origine  est , en  effet , un  sommet , suivant  l’exigence  do 


la  figure , et  comme  l’indiquait  déjà  le  rapport  On  trouve 


pour  les  coordonnées  du 


point  culminant.  Après  l’avoir  convenablement  placé , on 
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pourra  disposer  encore  d’une  constante , en  faveur  d’une  seule 
condition  relative  an  double  point  d’inflexion.  Si  l’on  adoptait 
l’équation  plus  compliquée 

4_ 

on  pourrait , outre  les  prescriptions  précédentes , remplir  aussi 
toutes  les  indications  propres  à l’inflexion  B , fi',  soit  quant  à 
ses  coordonnées,  soit  quant  à la  tangente  correspondante  : 
l’une  de  ces  nouvelles  constantes  resterait  même  disponible 
pour  quelque  autre  intention  géométrique. 


CHAPITRE  V. 


DiscusMon  spéciale  des  équations  du  second  degré. 


87.  Après  avoir  suffisamment  caractérisé,  dans  les  chapitres 
pré^’édents , l.T  discussion  générale  des  inpiatinns  algébriques, 
il  faut  maintenant  compléter  cette  étude  en  indiquant  spéciale- 
ment , par  un  exemple  convenable , la  manière  d’apprécier  tous 
les  cas  géométriques  que  peut  offrir  un  genre  particnlier  d'é- 
quations, suivant  les  diverses  hypothèses  relatives  aux  coeffi- 
cients indéterminés  qui  s’y  trouvent.  Tel  est  ici  le  principal 
objet  de  la  discussion  spéciale  à laquelle  nous  allons  soumettre 
les  équations  du  second  degré , et  qui  d’ailleurs  formera , pour 
l’ensemble  de  ce  traite,  une  transition  naturelle  de  cette  troi- 
sième partie  à la  quatrième , où  nous  devons  étudier  particuliè- 
rement les  courbes  de  ce  degré.  Quoiqu’une  pareille  analyse 
ait  été  aussi  opérée  par  Newton  envers  le  troisième  degré,  et 
même  par  Euler  à l’égard  du  quatrième,  ces  deux  cas  condui- 
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sent  à (les  distinctions  tellement  compliquées,  et  surtout  si  nom- 
breuses, qu’il  ne  convient  point  de  les  introduire,  à cette  Gn , 
dans  l’enseignement  élémentaire , où  le  second  degré  constitue, 
sons  ce  rapport , un  type  très-sulTisant  et  complètement  appré- 
ciable, qui  n’aurait  d’antre  inconvénient  que  de  donner  une  trop 
faible  idée  des  difficultés  propres  à cet  examen  complémentaire, 
si  sa  facilité  exceptionnelle  n’était  pas  d’avance  aisément  ex- 
plicable. 

Cette  appréciation  spéciale  serait,  par  sa  nature, ^trés-peu 
propre  à manifester,  suivant  un  vicieux  usage  scolastique , les 
vrais  principes  généraux  de  la  discussion  géométrique  des  équa- 
tions; car,  les  particularités  relatives  à ce  degré  y aplanissent 
spontanément  presque  tous  les  obstacles  essentiels  que  noos  ont 
offerts  d-dessus  les  autres  équations  algébriques.  Mais,  ayant  déjà 
appris , sur  des  exemples  convenables , à surmonter  ces  diffi- 
cultés fondamentales,  nous  pourrons  maintenant  utiliser  pleine- 
ment, sans  aucun  scrupule,  ces  simplifications  exceptionnelles, 
dont  la  judicieuse  introduction,  loin  de  compromettre  une  étude 
générale  désormais  assez  caractérisée , doit  ainsi  réagir,  au  con- 
traire , sur  son  perfectionnement  total , en  y indiquant  l’heu- 
reux emploi  des  circonstances  particulières  qui  avaient  dû  être 
précédemment  écartées. 

88.  Afin  que  le  nombre  des  coefficients  de  l’équation  géné 
raie  do  second  degré  se  trouve  exactement  conforme  aux  con 
ditions  de  la  détermination , je  supposerai  toujours  l’un  d’eux 
égal  à l’unité,  en  faisant  toutefois  tomber  cette  particularité 
sur  le  terme  le  moins  important , pour  diminuer  autant  que 
possible  l’inconvénient  de  ne  pouvoir  ainsi  représenter  immé- 
diatement le  cas  où  ce  terme  manque,  inconvénient  d’ailleurs 
bien  moins  grave  ipi’nne  fausse  insinuation  habituelle  sur  le 
nombre  de  points  déterminant.  L’équation  étant  donc 

ay  + lfjcj'+cx^-i-dj'-t-ex=si, 
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l’expression  de  l’ordonnée  y est 


y = _ i/(b‘-^ac)  jt’+2(W— 2ac)x+(<f+4<i). 

On  voit  d’abord  ici,  comme  en  plbsienrs  cas  antérieurs,  que 
la  partie  rationnelle  indique  un  diamètre  rectiligne  pour  les 
cordes  parallèles  à Taxe  des^'.  Mais  cette  indication  prélimi- 
naire acquiert  maintenant  beaucoup  plus  d’importance  qu’en 
aucun  autre  exemple , si  l’on  réfléchit  qu’elle  correspond  à l’é- 
quation la  plus  générale  de  ce  degré , tandis  que  jusqu’ici  elle 
ne  s’était  manifestée  qu’envers  des  types  algébriques  très-parti- 
culiers relativement  aux  degrés  respectifs.  Une  telle  équation 
no  pouvant  éprouver  aucun  changement  de  forme  d’après  un 
déplacement  quelconque  du  lieu,  qui  n’y  produirait  que  do 
nouveaux  coefficients , il  s’ensuit  que  cette  propriété  géomé-- 
triqne  doit,  au  fond,  convenir  alors  à tous  les  systèmes  de 
cordes,  puisque  les  ordonnées  pourront  toujours  leur  être 
supposées  parallèles  en  tournant  suffisamment  les  axes.  On 
jécouvre  ainsi , dès  le  début,  indépendamment  de  tonte  théorie 
des  diamètres , le  caractère  peut-être  le  plus  remarquable  qui, 
dans  l’ensemble  de  la  géométrie  comparée,  doive  distinguer  les 
courbes  du  second  degré,  comme  ayant , en  tout  senx,  des  dia- 
mètres rectilignes.  Par  un  raisonnement  inverse  convenable- 
ment approfondi , on  pourrait  d'ailleurs  K convaincre  qu’une 
telle  propriété  est,  en  effet,  pleinement  caractéristique,  en  tant 
qu'exclusivemcnt  relative  à ces  courbes.  • 

La  discussion  générale  de  l’ordonnée,  encore  plus  fondamen- 
tale ici  qu'envers  tout  autre  cas,  étant  ainsi  réduite  an  seul 
examen  du  radical , qui  indique  la  distance  verticale  de  la 
courbe  au  diamètre,  on  est  aussilét  conduit  à y distineuer  deux 
hypothèses  nécessairement  différentes,  d’abord  analytiquement, 
puis  géométriquement , selon  que  ce  radical  affecte  une  fonction 
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dp  degré  impair  ou  de  degré  pair,  c’est  à-dire  suivant  que  la 
coiistaufe  composée  à’  — 4acestou  n’est  pas  nulle.  Dans  la 
première  supposition,  la  courbe  ne  rencontrera  qu’une  seule 
fois  ce  diamètre,  et  par  suite  tous  les  autres;  puisque,  comme 
ci-dcssus,  cette  remarque  doit,  au  fond,  convenir,  d’après  la 
généralité  do  l’équation  actuelle , h un  diamètre  quelconque  : 
dans  la  seconde,  au  contraire,  le  diamètre  rencontrera  deux 
fois  la  courbe  ou  pas  du  tout.  Il  est  clair,  à priori^  que  la  marche 
générale  de  l’ordonnée  ne  saurait  être  la  même  en  ces  deux  cas. 
Considérons  d’abord  le  premier,  où  l’on  a 

r=-i— ±-V/2(W-2«c)ar-|-(^+4a).  . 

Le  seul  terme  variable  du  radical  devant  alors  changer  de  signe 
en  même  temps  que  x,  cette  fonction  sera  toujours  réelle  d’un 
côté  du  point  de  rencontre  de  la  courbe  avec  son  diamètre,  et 
toujours  imaginaire  de  l’autre  côté , suivant  le  signe  du  coeffi- 
cient bd — 2ae  ; dans  la  partie  réelle , sa  valeur  croîtra  indéfi- 
niment en  s’éloignant  de  ce  point.  Ainsi,  ce  premier  cas  cor- 
respond à on  lieu  limité  horizontalement  d’qn  côté  et  illimité 
de  l’autre,  sans  aucune  limite  parallèle  au  diamètre.  Nous  le 
désignerons  brièvement  sons  le  nom  de  parabole,  déjà  employé 
dès  le  deuxième  chapitre  do  cet  ouvrage,  envers  une  conrbe 
qui  appartient  évidemment  à ce  type;  sauf  à démontrer  bien- 
tôt , par  la  vole  ordinaire  de  la  coïncidence  des  équations,  que, 
Téciproquement , toute  courbe  dn  sedind  degré  bornée  dans  un 
sens  et  indéfinie  dans  l’autre  constitue  eCfectivement  une  para- 
bole proprement  dite , engendrée  par  un  point  tonjours  équi- 
distant d’un  point  fixe  et  d’une  droite  fixe. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  sous  le  radical  soit  du 
second  degré , et  imaginons  que,  pour  faciliter  la  discussion, 
on  l’ait  décomposée , comme  en  divers  cas  antérieurs , en  deux 
facteurs  du  premier  degré.  On  aura  alors 
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y = — ± :p  \/ (b'—  4ac)  (jr  — jr')  (jt— x") , 

x'  et  x"  désignant  les  racines  correspondantes  à l’annnlation  du 
radical , et , par  suite , caractérisant  les  deux  intersections  de 
la  courbe  avec  son  diamètre.  Ici  surgit  évidemment  la  né- 
cessité d’une  nouvelle  distinction,  selon  que  le  facteur  constant 
— 4ac  est  négatif  ou  positif,  ce  qui,  obligeant  les  deux  fac- 
teurs variables  à être  tantôt  contraires,  tantôt  conformes  de 
signe,  doit  nécessairement  affecter  beaucoup  la  marche  géné- 
rale de  l’ordonnée.  Dans  le  premier  de  ces  deux  nouveaux  cas , 
la  courbe  sera  certainement  comprise  entre  les  ordonnées  des 
points  où  elle  rencontre  le  diamètre,  et  d’ailleurs  continue, 
puisque  toute  valeur  de  x inférieure  à x"  et  supérieure  à x' 
rendra^  réel.  Son  écartement  du  diamètre  sera,  en  outre,  inévi- 
tablement limité;  et  le  maximum  du  produit  (x — x')  {x' — x), 
qui  le  détermine,  correspondra  au  milieu  de  ces  deux  inter- 
sections, d’après  un  théorème  familier  d’algèbre  élémentaire, 
relatif  aux  produits  dont  la  somme  des  facteurs  est  constante. 
Ainsi,  la  courbe  est  alors  renfermée  dans  un  parallélogramme, 
formé  par  deux  ordonnées  et  deux  parallèles  au  diamètre  : 
nous  la  qualifierons  d'ellipse , sauf  à justifier  ci-dessons  la  par- 
faite convenance  de  cette  dénomination,  en  ramenant  l’équa- 
tion actnelle  an  type  qu’elle  rappelle. 

Enfin,  quand  ô’ — 4ac  est  positif,  la  marche  générale  du 
radical  devient  essentiellcnent  inverse  de  la  précédente  ; puisque 
l’ordonnée  ne  sera  jamais  réelle  entre  j:= j:’  et  x= j/',  et  le 
deviendra  toujours,  an  contraire,  en  deçà  de  l’une  des  inter- 
sections ou  au  delà  de  l’autre  : la  courbe  pourra  d’ailleurs 
maintenant  s’écarter  à l’infini  de  son  diamètre.  Ce  lieu  sera 
donc  à la  fois  illimité  en  tous  sens  et  discontinu , comme  V hy- 
perbole proprement  dite , dont  nous  lui  appliquerons  déjà  le 
nom,  que  noos  reconnaîtrons  bientôt  rigotveusement  con- 
venable. 
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Telles  sont  les  distinctions  successives  d’après  lesquelles  la 
discussion  fondamentale  de  l’ordonnée  démontre  naturellement 
que  toute  équation  du  second  degré  représente  géométriiiuc- 
quement  une  parabole,  une  ellipse,  ou  une  hyperbole,  selon 
que  la  constante  composée  i»’  — iac  est  nulle , négative,  ou  po- 
sitive. Ce  caractère  analytique  doit  donc  toujours  persister 
quand  la  courbe  se  déplace  arbitrairement , quoique  les  coelli- 
cients  a,  b,  c puissent  alors  changer.  11  importe  de  remarquer, 
dés  l'origine,  que  le  premier  cas  s’offre  spontanément  comme 
plus  distinct  des  deux  autres  que  ceux-ci  ne  le  sont  entre  eux  : 
cette  comparaison  sera  confirmée , dans  la  quatrième  partie  de 
ce  traité , par  l’ensemble  des  propriétés  de  ces  trois  courbes. 

La  seule  considération  du  degré  suffit  ici , indépendamment 
de  tout  examen  de  la  tangente , pour  déterminer  le  sens  de  la 
courbure,  en  indiquant  que  le  lieu  doit  toujours  être  concave 
vers  son  diamètre , afin  de  no  jamais  présenter  pfiis  de  deux 
points  en  ligne  droite. 

89.  Complétons  maintenant  celte  appréciation  fondamentale, 
en  considérant  successivement  les  équations  du  second  degré 
sous  les  divers  aspects  généraux  propres  aux  théories  géomé- 
triques que  nous  avons  établies.  * 

Quant  au  nombre  de  points  déterminant , notre  distinction 
principale  sc  soutient  évidemment  en  indiquant  que  la  détermi- 
nation de  l’ellipse  ou  de  l’hyperbole  exige  cinq  points , tandis 
que  quatre  suffisent  envers  la  parabole,  puisque  l’une  des 
constantes  arbitraires  a,  b,  c,  peut  alors  disparaître  de  l’équa- 
tion, d’après  sa  subordination  spéciale  aux  deux  autres. 

Relativement  aux  tangentes , on  a ici 


tangar^ 


by  2cx  -}-  a 
2ay  -j-  bx^  d’ 


mais  la  discussion  de  cette  formule,  actuellement  inutile  pour 
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discerner  le  sens  de  la  courbure , ne  présente  quelque  intérêt 
qu’envers  les  points  propres  à annuler  son  numérateur  ou.  son 
dénominateur,  en  indiquant  les  tangentes  parallèles  aux  axes. 
Encore  le  résultat  ponrrait-il  même  en  être  aisément  prévu  ; 
car,  les  tangentes  verticales,  par  exemple,  correspondent  à 
2ay-\- bx  + d=0,  ce  qui  constitue  précisément  l'équation 
du  diamètre  relatif  à des  cordes  verticales;  il  s’ensuit  donc  que, 
à sa  rencontre  avec  la  courbe,  la  tangente  mt  parallèle  à s^ 
cordes.  Cette  remarque,  également  convenable  an  nomératenr, 
peut  être  facilement  étendue  à un  diamètre  quelconque,  d’après 
la  considération  lumineuse  que  nous  avons  déjà  employée  snr 
la  généralité  géométrique  de  l’équation  actuelle.  Or,  ainsi 
agrandie,  cette  relation  constante  des  tangentes  aux  cordes 
constitue,  sous  un  autre  aspect,  une  suite  nécessaire  de  la 
direction  de  la  courbure,  indiquée  par  le  degré;  puisque,  là 
où  le  lieu  coupe  un  diamètre , la  tangente  ne  pourrait  cesser 
d’être  parallèle  aux  cordes  correspondantes,  qu’autant  qu’il  y 
aurait  rebroussement , ce  qui  est  évidemment  impossible. 

En  appliquant  ici  l’une  quelconque  de  nos  deux  méthodes 
générales  pour  la  détermination  des  asymptotes  rectilignes  , on 
même  la  méthode  subsidiaire,  d’après  l’extraction  de  la  racine, 
on  trouvera , sans  difficulté , la  double  équation 


bd — 2ae 
±‘2a  \/ b' — kac 


Les  deux  coefficients  y sont  imaginaires  quand  b' — 4ac  est  né- 
gatif, comme  le  cas  l’exigeait  géométriquement.  Ils  sont  réels, 
mais  incompatibles  , si  b' — ^ac=Q  ; en  sorte  que  la  parabole 
n’a  pas  non.plns  d’asymptote  : toutefois , la  courbe  étant  alors 
indéfinie,  la  valeur  du  coefficient  angulaire  y indique , suivant 
nos  principes  généraux  , la  limite  constante  de  la  direction  des 
tangentes.  L’unité  d’une  teUe  limite  montre  que  les  (teux  bran- 
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chcs  de  la  coarbc  , autour  de  chaque  diamètre  , tendent  à de- 
venir parallèles  entre  elles  à mesure  qu’elles  s’en  écartent.  On  ^ 
doit  d’ailleurs  remarquer  que  cette  commune  direction  est  pré- 
cisément celle  du  diamètre  déjà  obtenu , d’après  le  coefficient 

angulaire — — , également  convenable  aux  deux  cas.  Mais  cette 

relation  pouvait  être  aisément  prévue , puisque  les  diamètres 
ne  rencontrent  alors  qu'une  seule  fois  la  courbe , ce  qui  est  ici 
le  caractère , en  un  point  quelconque , des  droites  parallèles  à 
la  limite  de  la  direction  des  tangentes.  Un  tel  rapprochement 
conduit  donc  à penser  que  tous  les  diamètres  de  la  parabole 
doivent  être  parallèles  entre  eux , comme  nous  le  vériflerons 
d'dessous. 

Quant  à l’hyperbole , l’équation  précédente  y indique  évi> 
deromeut  deux  asymptotes  toujours  distinctes  , dont  l’intersec- 
tion correspondrait  aux  coordonnées 

2ae—bd  2cd — be 

^ à’  — iflC  ’ ^ b' — 4flc’ 

que  nous  verrons  bientôt  convenir  an  centre , conformément 
aux  exigences  géométriques,  qui  ne  sauraient  permettre  de 
placer  ailleurs  une  telle  rencontre.  Cette  diversité  de  limite 
entre  les  directions  dos  deux  pft'ties  de  l’hyperbole  séparées 
par  chaque  diamètre  intérieur,  constitue  la  principale  diver- 
sité graphique  propre  à empêcher  de  confondre  jamais  l’aspect 
d'une  parabole  avec  celui  d’une  demi  - hyperbole  , quelque 
grossier  que  puisse  être  leur  tracé , pourvu  qu’il  soit  judi^- 
cieux. 

Si  maintenant  on  considère  les  courbes  du  second  degré  re- 
lativement aux  diamètres,  on  y trouvera  aisément,  d’après 
notre  seconde  métiiodc,  l’équation  générale 

. /bm-\-  2c\  / dm  + A ' 

^ il/ \2am-{-b)' 
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qui  indique,  en  tous  sens  , des  diamètres  rectilig^ncs.  Mais  celte 
commune  propriété  essentiello  avait  été  ci-dessus  prévue , in- 
dépendamment de  tonte  théorie  des  diamètres.  Nous  avons 
aussi  déjà  reconnu  le  parallélisme  nécessaire  des  diamètres  de 
la  parabole , que  cette  équation  confirme  facilement , en  y re- 
marquant que  , d’après  la  relation  b’=^nc,  le  coefficient  an- 
gulaire du  diamètre  devient  indépendant  de  celui  m des  cordes 
correspondantes.  Quant  à l'ellipse  ou  l’hyperbole , on  pourrait 
ainsi  constater  la  convergence  de  tous  leurs  diamètres  en  un 
point  unique  ; mais  elle  sera  mieux  annoncée  ci-dessous  par  la 
détermination  du  centre.  Le  plus  heureux  usage  que  l’on 
puisse  faire  ici  de  l'équation  précédente , consiste  à l’employer 
spécialement , d’après  la  nature  rectiligne  de  tous  les  diamètres, 
pour  trouver  les  axes  de  la  courbe , en  évitant  la  transposition 
d’axes  indéterminée  qu’exige  , en  tout  autre  cas  , une  telle  re- 
cherche , selon  nos  explications  générales.  Il  suffit , en  effet , 
de  disposer  de  m afin  que  le  diamètre  devienne  perpendicu- 
laire à ses  cordes,  suivant  la  condition  ordinaire 


m = 


2a/»-t~  b 
bm-\-2c  ’ 


ou  m 


’+KV) 


qui  indique  deux  directions  rectangulaires  constamment  pos- 
sibles, et  d’où  résultent  les  deux  droites  autour  desquelles 
toute  courbe  du  second  degré  doit  être  symétrique.  Cependant , 
en  achevant  le  calcul , on  remarquera  que , dans  le  cas  parabo- 
lique , l’une  de  ces  valeurs  est  inadmissible , en  tant  que  ren- 
dant infini  le  coefficient  linéaire  du  diamètre  correspondant  ; 
eu  sorte  que  la  parabole  n’est  symétrique  qu’en  un  seul  sens , 
comme  l’exigeait  évidemment  sa  figure  générale.  On  pourra 
egalement  constater  ainsi  que  l’ellipse  est  rencontrée  par  ses 
deux  axes,  et  l’hyperbole  par  l’un  seulement,  conformément 
aux  conditions  géométriques  de  continuité  ou  discontinuité. 
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La  méthode  des  centres  conduirait  ici  aux  coordonnées  rap- 
portées ci-dessus , qui  sont  toujours  réelles , et  d’ailleurs  finies 
pour  l’ellipse  ou  l’hyperbole.  Devenant  infinies  pour  la  para- 
bole, elles  y confirment  l’absence  de  centre  qu’indiquait  déjà 
sa  figure  générale,  et  vérifient  en  même  temps  le  parallélisme 
précédemment  reconnu  entre  tons  ses  diamètres. 

Enfin,  si  l’on  applique  à deux  courbes  quelconques  du  second 
dgré 

ay+bxy  ^cx'‘ ■\-dx-\-ex=:  \ 
dy'  + b' xy  + dx"  + dy +e'x=l 


notre  théorie  générale  de  la  similitude , il  faut  substituer,  dans 
la  première  équation , 


X cos  X' — y sin  X'+a  et  x'  sin  \'+y'  cos  X'+ê 


au  lieu  do  x et  y,  afin'de  l’identifier  avec  la  seconde , où  l’on 
aurait  d’abord  changé  x en  mx'  el^  en  my'.  Mais,  sans  qu’il 
soit  nécessaire  d’exécuter  ce  long  calcul , on  voit  aussitôt  qu’il 
ne  conduira  qu’à  une  seule  relation , comme  nous  l’avons  de- 
puis longtemps  remarqué.  Cela  pose,  la  recherche  de  cette 
unique  condition  de  similitude  qiourra , suivant  nos  principes 
généraux,  s’accomplir  directement  sous  diverses  formes  équi- 
valentes, soit  linéaires , soit  angulaires,  dont  la  plus  conve- 
nable me  semble  être  ici  relative  à l’égalité  d’inclinaison  des 
deux  asymptotes,  qui  , envers  chaque  lieu,  constituent  certai- 
nement deux  lignes  homologues.  L’équation  cl-dessus  rapportée 


, ^ ]/ù'—Auc 

donne,  pour  un  tel  angle,  la  formule  tang  V = — — 

ainsi  la  condition  de  similitude  est 


Wc')  (<ï-l-c)’  = 0. 


Elle  devient  constamment  idenliqee  dan«  le  cas  parabolique  ; 

# 

en  sorte  que  deux  paraboles  sont  nécessairement  toujours  sein- 
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blablcs.  La  similitude  sponianêe  de  deux  cercles  s’y  térifie  aussi 
aisément,  d’après  le  double  caractère  correspondant. 

Quoique  la  considération  géométrique  d’où  dérive  si  commo- 
dément cette  condition  semble  particulière  à l’iiyperbole,  le 
résultat  doit  éire  étendu,  sans  aucun  scrupule  raisonnable,  aux 
deux  autres  cas , puisque  celui  qu’on  avait  d’abord  en  vue  ne 
se  distingue  analytiquement  par  aucune  relation  précise  ten- 
dant à restreindre  la  généralité  de  l’équation.  Même  envers  les 
équations  elliptiques , où  les  coefBcients  angulaires  des  deux 
droites  considérées  deviennent  imaginaires,  si  l’on  interprète 
ces  coefficients  en  y changeant  le  signe  du  radical  commun,  ce 
qui  ne  saurait  altérer  la  relation  finale , ou  donnera  naissance 
à deux  droites , qui , pour  n’étre  plus  alors  des  asymptotes,  n’en 
constitueront  pas  moins  toujours , envers  les  deux  courbes,  des 
lignes  certainement  homologues,  dont  la'  vraie  destination  géo- 
métrique , indüTérente  à une  telle  appréciation , sera  d’ailleurs 
ultérieurement  expliquée. 

90.  Pour  compléter  la  discussion  spéciale  des  équations  du 
second  degré , il  nous  reste  à considérer  les  divers  cas  singuliers, 
spontanément  écartés  ci-dessuy,  où , quoique  offrant  le  carac- 
tère analytique  de  l’une  des  lignes  précédemment  examinées , 
elles  ne  représentent  réellement  aucune  conrbe.  Cette  appré- 
ciation complémentaire  est  ici  d’autant  plus  intéressante,  qn’ellc 
pourra  indiquer  les  anomalies  relatives  à tontes  les  autres  équa- 
tions algébriques , envers  lesquelles  nous  n'avions  pu  nullé- 
ment  ébaucher  auparavant  un  tel  examen. 

Envisageons  d’abord  les  équations  paraboliques,  où,  b'—^ac 
s’annulant , l’ordonnée  est  exprimée  par  la  formule 

y — — 4,  2(W — 2ae)  x +(fP  -H4rt). 

Tant  que  bd—2ae  n’est  pas  nul,  U en  résulte  une  parabole, 
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snlTOnt  noire  discussion  fondamentale.  Les  cas  exceptionnels 
doivent  donc  s’y  rappporter  à l’aunulation  do  cette  seconde 
fonction  des  coefficients , d’où  résulte , en  effet , une  formule  du 
premier  degré 


(bx+d)  1 

±— \/tf'  + 4a, 

2a  2a  ’ 


qui  ne  saurait  jamais  convenir  à une  courbe,  et  qui  indiquera 
deux  droites  parallèles,  ou  une  seule  droite , on  l’absence  to- 
tale de  lieu  géométrique,  selon  que  la  troisième  constante  com- 
posée if -f- 4a  sera  positive,  nulle,  ou  négative.  A ces  trois  cas 
singuliers , correspondent , pour  l’équation  primitive , les 
formes 

'jr+px-{-q)  r’=0,  (y+px  + rq)  ’=0,  {y+px+q)  ’-fr’=0, 


qui  sont  directement  caractéristiques',  comme  rappelant  la  dé- 
composition spontanée  du  premier  membre  de  l’équation  en 
deux  facteurs  du  premier  degré,  dont  les  termes  variables 
coïncident , et  dont  les  termes  constants  sont  tantôt  inégaux, 
tantôt  égaux , et  tantôt  imaginaires.  Tous  les  degrés  comporte- 
raient évidemment,  par  de  semblables  motifs  analytiques,  des 
exceptions  analogues,  sauf  les  modifications  plus  variées  rela- 
tives au  nombre  des  facteurs. 

Dans  les  équations  elliptiques,  où  b'—Kac  est  négatif,  nous 
avons  discuté  la  formule 


{bx-\-d) 

•xa 


àz  (x—x')  (x—x”) 


quand  les  deux  racines  auxiliaires  x'  et  x"  sont  réelles  et  iné- 
gales, c’est-à-dire  lorsque  le  polynôme 

a [ae^+ceP — bde+Hac  — ô”), 

formé  de  l’ensemble  des  coefficients , est  positif  : c’est  le  cas 
normal  de  l’ellipse.  Supposons  donc  maintenant  que  cette  coudi- 
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tion  ne  soit  pas  remplie , et  d’abord  que  ces  deux  constantes  de- 
viennent égales,  en  vertu  de  l’annulation  de  ce  polynôme.  On 
aura  alors 

V =_ 

2a  2a 

et  l’équation  ne  comportera  d’autre  solution  réelle  que  celle 
relative  à qui  fait  disparaître  le  radical  imaginaire  s en 

sorte  que  le  lieu  géométrique  se  réduira  au  seul  point 

{bûT^+d)  'i.ae—hd  Ücd—be 

x = jd,y  = 2^  ’ b'—\ac  b'—iac  ’ 

Suivant  les  explications  fondamentales  placées  au  début  de 
ce  traité , il  serait  plus  exact  de  regarder  l’équation  comme  ne 
pouvant  être  suflisamment  représentée , par  suite  du  défaut  de 
peinture  des  solutions  imaginaires  : car  ce  point  unique  pourra 
d’ailleurs  conserver  la  môme  position  dans  une  infinité  d’hypo- 
thèses différentes  sur  les  coefficients  a,  b,  c,  d,  e,  ainsi  assujettis 
seulement  à trois  relations  pour  chaque  situation  donnée  de  ce 
prétendu  lieu.  En  remontant  à la  composition  correspondante  de 
l’équation  primitive , on  y reconnaît  la  forme 

qui  borne  dircc  enienl  les  solutions  réelles  au  seul  point  com- 
mun aux  deux  droites et  j'-j-p'x-i-y'—O. 

Rien  de  pareil  ne  saurait  avoir  lieu  dans  aucun  degré  impair, 
d’après  la  notioq  algébrique  relative  à l’existence  nécessaire 
d’une  racine  réelle  en  toute  équation  de  degré  impair  à une 
seule  inconnue.  Mais  tous  les  degrés  pairs  comporteront  des 
accidents  analogues,  cl  avec  plus  de  variété,  d'après  le  type 
général 

. .r)  )'" + (?  (•*• , .r)  )’"  = ® > 

qni,manifestanirifflpossibililéde  détruire  l’un  par  l’autre  deux 
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groupes  toujours  positifs , indiquera , comme  seules  solutions 
réelles , les  coordonnées  communes  aux  deux  lignes  /(x,  ^)=0 
' et  f{x,  x)  = 0.  Dans  le  second  degré,  où  ces  lignes  doivent 
être. droites,  il  n’en  peut  résulter  qu’un  point  unique.  En  un 
degré  plus  élevé,  où  elles  pourront  devenir  courbes,  ces  points 
isolés  pourront  se  multiplier  davantage,  jusqu’à  une  limite 
toujours  déterminée  par  le  nombre  des  intersections  possibles. 
Ainsi,  par  exemple,  une  équation  du  quatrième  degré  pourrait 
( ne  fournir  géométriquement  qu’un  seul  point,  ou  bieu  en 
ÎA  ; donner  deux,  trois  et  même  quatre,  suivant  les  relations  des 
. Æ deux  courbes/'(x  ,y)  = o,f  (x , .y)  = O,  alors  du  second  degré, 
et  pouvant  offrir  jusqu’à  quatre  points  communs  sans  se  con- 
fondre..i 

...  1.  jf  . t ' " 

Nous  pouvons  ensuite  supposer  que,  dans  une  équation  ellip- 
tique, les  constantes  auxiliaires  x'  et  x"  soient  imaginaires, 
c’est-à-dire  que  le  polynôme  — t>de-{-\ac — b'), 

positif  pour  le  cas  normal , devienne  négatif.  En  reprenant  la 
formule 

y = — ^ (b^—ïae)  (X—  x')  (X— 

on  sait,  par  la  théorie  algébrique  des  équations  du  second  degré, 
que  la  fonction  (x — x')  (x — x")  reste  alors  constamment  po- 
sitive , quelle  que  puisse  y être  la  valeur  de  x.  Donc,  b’ — 4ac 
étant  négatif , on  voit  que  maintenant  l’ordonnée  sera  toujours 
imaginaire;  en  sorte  que  l’équation  n’aura  plus  aucun  lieu 
géométrique , mais  suivant  un  tout  antre  mode  analytique  que 
dans  les  équations  paraboliques  ci-dessus  assujetties  à la  même 
anomalie.  Ce  cas,  géométriquement  exceptionnel , pourra  être 
algébriquement  aussi  fréquent  que  le  cas  normal , en  prenant 
des  coeflicients  au  hasard , puisqu’il  n’exige  entre  eux  aucune 
relation  précise,  et  qu’il  se  distingue  seulement  par  le  sens, 
d’abord  imprévu,  d’une  certaine  inégalité.  La  composition  cor- 
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rcspondanlc  de  l’équation  primitive  est  nettement  représentée  • 
par  la  formule 

(>' + ^)’ + Cy +/>  .r +ÿ')‘ + A’ S=0 , 


qui  montre  directement  l'impossibilité  d’aucune  solution  réelle, 
même  en  annulant  les  deux  parties  variables. 

Toutes  les  équations  de  degré  pair  comporteraient  évidem- 
ment une  semblable  anomalie  géométrique,  suivant  le  type 

(/(^,  J')  r+(î(^,  r)r  + ('K-r,.y)  r + ele....-t- i’=0. 

Considérons  enfin  les  cas  singulier^  propres  aux  équations 
hyperboliques , où  b' — iac  est  positif.  D’après  la  même  formule, 

y — — ~ 


nous  avoi»  reconnu  l’byperbole  quand  les  constantes  j-'  et  a/' 
sont  réelles  et  inégales.  Supposons-les  maintenant  égales , selon 
l’hypothèse  aiae’-^-ctf — bde-\-^ac — b')  = 0.  La  formule  de- 
vient, comme  ci-dessus , 


Üa 


2a 


Mais  le  changement  de  signe  de  /;’ — %acj  produit  un  effet 
géométrique  très-différent, quoiquepareillement  singulier;  car, 
l’ordonnée  est  alors, au  contraire,  toujours  réelle;  en  sorte  que 
l’équation  admet  encore  un  véritable  lien  | à la  fois  continu  et 
indéfini.  L’anomalie  consiste  donc  ici  en  ce  que  ce  lieu,  cessant 
d’étre  curviligne,  se  compose  de  deux  droites,  qui  concourent 
nécessairement,  au  point  dont  l’abscisse  est  jc'.  En  remontant 
à l’état  correspondant  de  l’équation  primitive , on  y reconnaît 
la  forme 

(y+pX-{-qŸ^(T+p'y-\-^.)^=:0, 

qui  indique  aussitôt  une  décomposition  exceptionnelle  en  deux 
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fadeurs  du  premier  degré,  relalifs  à deux  droites  non  paral- 
lèles. Tous  les  autres  degrés , pairs  ou  impairs,  seraient  évi- 
demment susceptibles  d’accidents  analogues. 

Si  les  constantes  et  x"  deviennent  imaginaires,  en  suppo- 
sant négatif  le  polynôme  a[ae'-\-cd‘  — bde-\-^ac — b’)^  il  est 
aisé  de  reconnaître  que  ce  cas  n’est  nullement  singulier  envers 
les  équations  hyperboliques,  quoiqu’il  ail  dù  l’étre  j»our  les 
équations  elliptiques.  Car,  l'in  variabilité  du  signe  de  la  fonction 
placée  sous  le  radical  de  y constitue  alors  l’ordonnée  en  étal 
constant  de  réalité,  de  manière  à faire  également  nailre  uue 
courbe  indéfinie.  On  pourrait  seulement  craindre  d abord  que 
ce  lieu  ne  cessât  ici  d’étre  discontinu,  puisque  rinterruplion 
horizontale,  primitivement  constatée  entre  x=  xf  et  x~x", 
disparaît  ainsi  nécessairement.  Mais  il  suilil  de  penser  à la  si- 
gnification géométrique  des  constantes  x'  cl  ar"-  pour  reconnaître 
que  celte  diversité  n’indique  réellement  aucune  modification  . 
de  forme,  et  ne  lient  qu’à  un  simple  accident  de  situation.  £n 
effet , ces  racines  déterminant  les  intersections  de  la  courbe  _ 
avec  le  diamètre  correspondant  aux  cordes  verticales,  leur 
imaginarilé  actuelle  montre  que  ce  diamètre,  cl  par  consé- 
quent ses  parallèles  trop  rapprochées , cessent  de  rencontrer 
le  lieu , dont  la  discontinuité  se  retrouve  alors  suivant  les 
perpendiculaires  à celle  droite.  Il  n’cxislc  donc  géométrique- 
ment aucune  différence  effective  entbe  ç^tjas  et  celui  qui  nous 
a servi  de  type  fondamental.  On  voit  que  toute  leur  diversité 
consiste  en  ce  que  la  courbe  coupe  ou  ne  coupe  pas  un  certain 
diamètre.  Comme  la  forme  générale  de  I byperbule  indique 
évidemment  que,  du  centre  placé  dans  sa  convexité,  partent 
indifféremment  des  diamètres  propres  à rencontrer  la  courbe 
cl  d’autres  qui  nesauraiénl  rallfeindrc,  suivant  les  directions 
des  cordes  corrcspondaules,  il  est  clair  que  cette  distinction 

reste  purement  relative  à la  situation  de  l’hyperbole  envers 

, , .V  . .s 
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les  axes  actuels.  Ainsi , ce  troisième  cas  des  équations  hyper- 
boliques n’est  réeUeinent  pas  plus  singulier  que  le  premier. 
Leur  distinction  est  tellement  insignifiante,  qu’ils  pourront 
aisément  coexister,  en  comparant  les  deux  modes  de  résolu- 
tion de  l’équation,  où  x et  y peuvent  être  alternativement 
dégages.  Car , dans  la  formule  analogue , 

^ = ^ ^ ^ *ac)  [y— y)  {y— y'), 

il  est  aisé  de  constater  que  le  polynôme  d’où  dépend  la  réalité 
ou  l’imaginarité  des  nouvelles  constantes  auxiliaires^'  ety  ne 
diffère  de  celui  que  nous  avons  considéré  envers  x'  et  x"  que 
. par  le  changement  du  facteur  monome  a en  c , le  facteur  com- 
plexe n’éprouvant  aucune  modification  : or,  a et  c pourraient 
ici  être  opposés  de  signe , en  sorte  que  l’imaginarité  de  l’un  des 
couples  coïnciderait  avec  la  réalité  de  l’autre  ; tandis  que  , si 
l’équatioD  était  elliptique,  a et  c auraient  nécessairement  le 
même  signe , et  ces  deux  hypothèses  ne  sauraient  coexister, 
comme  l’exigeait  d’avance  leur  incompatibilité  géométrique. 

En  résumant  l’ensemble  de  cette  discussion  complémentaire, 
on  voit  que,  selon  des  caractères  déterminés  : 1°  les  équations 
paraboliques  comportent  trois  anomalies  distinctes,  où  elles 
représentent  deux  droites  parallèles , ou  bien  une  seule  droite , 
on  enfin  n’admettent  aucun  lieu;  2°  les  équations  elliptiques 
offrent  deux  cas  singuliers , suivant  que  le  lien  s’y  réduit  à un 
point,  ou  disparaît  totalement  ; 3°  enfin,  les  équations  hyper- 
boliques ne  présentent  qu’une  seule  exception  géométrique , où 
le  lieu  dégénéré  en  deux  droites  convergentes. 

91 . Il  ne  nous  reste  maintenant  qu’à  considérer  les  équations 
du  second  degré  sous  un  dernier  aspect  général,  en  y étudiant 
les  simplifications  qui  peuvent  y résulter  d’un  heureux  choix 
des  axes  rectangulaires.  Nécessairement  plus  prononcées  qu’en 
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aucun  autre  cas,  comme  je  l’ai  iniliqué , en' principe , au  0“  30, 
ces  réductions  constitueront  d ailleurs  la  préparation  iniinédiale 
de  l’élaboration  spéciale  à laquelle  doit  être  consacrée  la  qua- 
trième partie  de  ce  traité , envers  les  trois  courbes  que  ce  cha- 
pitre a caractérisées. 

r 

Pour  mieux  apprécier  ces  modiGcations  analytiques , il  faut 
les  partager  en  deux  classes:  Tune,  relative  au  déplacement 
des  axes  rectangulaires  autour  d’une  même  origine  quelconque, 
est  essentiellement  commune^  tous  les  cas;  l’autre,  qui  se 
rapporte  au  simple  changement  d’origine , produira  des  effets 

distincts  selon  que  l’équation  sera  ou  non  parabolique. 

« 

La  première  simplification,  qui  est  évidemment  la  plus  im- 
portante, comme  affectant  les  termes  du  plus  haut  degré,  doit 
surtout  consister  à séparer  les  variables.  Outre  que  le  terme  où 
elles  sont  mêlées  est  ordinairement  le  plus  gênant , il  pourra 
disparaître  sans  que  l’équation  cesse  de  représenter  indifférem- 
ment les  trois  courbes;  tandis  que,  si  l’un  des  carrés  manquait , 
b'  — \ac  étant  dés  lors  toujours  positif,  l’équation  ne  pourrait 
jamais  être  qu’hyperbolique.  Substituons  donc,  au  lieu  de 
X-  et^,  dans  l’équation  générale 

ay'-\-  cx'-^  tfy  -\-ex=  l , 

les  formules 

j:  = j/cosX' — ysinX,  j^=.r'8inX' -j-ycosX', 

aGn  de  disposer  de  l’angle  X'  de  manière  à annuler  le  coeificient 
total  du  terme  en  xy'.  Il  en  résulte  la  condition 

2 (a — c)  sin  X'  cos  X'  -j-  é cos’  X' — é sin’  X'=  0 , 

ou,  en  introduisant  la  tangente, 

tang’  X'  — 2 tangX'- 1 = 0. 

Cette  équation  montre  que  la  transformation  sera  toujours 
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possible , et  qnc  le  système  rectangalaire  propre  à y satisfaire 
sera  nécessairement  unique,  puisque  les  deux  valeurs  de 
tâng  X'  conviendront  évidemment  à deux  droites  perpendicu- 
laires entre  elles  : il  n’y  aurait  indétermination  que  dans  le  cas 
du  cercle,  où  le  double  caractère  6 = 0,  a — c,  rendrait 
l'équation  totalement  identique,  conformément  aux  exigences 
géométriques.  Si , sans  accomplir  immédiatement  cette  réduc- 
tion , on  en  voulait  seulement  constater  la  possibilité  constante, 
on  y pourrait  parvenir,  d’une  %ianièrc  moins  directe,  mais 
plus  commode , en  introduisant  d’abord  l’angle  2X',  à l’égard 
duquel  la  condition  primitive  donnerait  aussitôt 


tang  2X'  = 


formule  simple,  et  facile  à retenir,  qui  d’ailleurs  reproduirait 
aisément  celle  de  tang  X',  d’après  la  règle  trigonométrique 
ordinaire. 

Au  reste,  la  seule  appréciation  géométrique  d’une  telle 
transformation  suffirait  pour  la  représenter  d’avance  comme 
possible  et  déterminée.  Car,  quand  les  variables  sont  séparées , 
les  deux  diamètres  immédiatement  résultés  de  la  résolution  de 
l'équation  par  rapport  à ^ ou  a ar , et  qui  correspondent  à des 
cordes  parallèles  aux  coordonnées  respectives,  deviennent  né- 
cessairement parallèles  aux  axes  opposés,  et  dés  lors  perpendi^ 
culaircs  à leurs  propres  cordes.  Ainsi , les  axes  rectangulaires 
susceptibles  d’une  telle  propriété  doivent  être  parallèles  aux 
axes  géométriques  de  la  courbe , dont  l’existence  constante , au 
moins  pour  l’un  d’eux , et  la  détermination  unique , sauf  envers 
le  cercle,  garantissaient  à priori  qu’il  existerait  toujours , au- 
tour d’une  origine  quelconque , un  sculsystème  d’axes  rectan- 
gulaires susceptible  de  permettre  la  séparation  des  variables. 
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Toute  équation  du  second  degré  étant  ainsi  constamment  ré- 
ductible à la  forme 

considérons  les  simplifications  ultérieures  que  pourra  lui  faire 
éprouver,  envers  les  termes  inférienrs  , un  changement  con- 
venable d’origine , sans  altérer  désormais  la  nouvelle  direction 
des  axes.  11  faut , à cet  effet,  distingpier  deux  cas,  selon  que 
l’équation  est  parabolique  ou  non  parabolique , c’est-à-dire 
suivant  que  la  courbe  manque  de  centre  ou  en  admet  un.  Dans 
le  premier  cas,  le  caractère  invariable  b' — *ac  = 0 indique 
d’abord  que  le  terme  en  xy  ne  peut  s’annuler  sans  que  l’un  des 
carrés  ne  doive  spontanément  disparaître.  Envers  les  nouveaux 
axes  rectangulaires , l’équation  est  donc  alors , par  exemple , 

Le  déplacement  d’origine  n’y  peut  tendre  qu’à  supprimer  le 
terme  du  premier  degré  en  y et  le  terme  constant , afin  que 
les  deux  variables  continuent  à y coexister.  On  peut  aisément 
vérifier,  en  exécutant  cette  facile  opération  analytique,  qu’une 
telle  réduction  est , en  effet , toujours  possible , à moins  que  a 
ou  e ne  soit  nul , ce  qui  n’aurait  lieu  que  dans  l’un  des  cas  sin- 
guliers appréciés  aun"  précédent.  L’interprétation  géométriquei 
indique  clairement  cette  possibilité  permanente  : puisque  la 
disparition  du  terme  dy  suppose  qu’on  a pris  pour  axe  des  - 
abscisses  l’axe  géométrique  de  la  parabole  , et  celle,  du  terme 
coustant  que  l’origine  est  pla^e  sur  la  courbe  j en  sorte  que 
les  deux  conditions  seront  à la  fois  remplies  en  transportant 
l’origine  à l’unique  sommet  que  comporte  alors  le  lien.  C’est 
ainsi  que  toute  équation  parabolique  du  second  degré  est  fina^Q 
lement  réductible  à la  forme  ’ 
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en  assignant  aux  axes  rectangulaires  une  direction  et  une  posi- 
tion convenables.  Une  telle  réduction  constante  ne  saurait 
' maintenant  laisser  aucun  doute  sur  la  parfaite  identité  de  la 
' courbe  correspondante  avec  celle  que  nous  avons  spécialement 
qualifiée  de  para6o/e  dans  la  première  partie  de  ce  traité.’ 
Quand  l’équation 

sera  elliptique  on  hyperbolique , il  sera  facile  d’y  enlever  les 
deux  termes  du  premier  degré , en  transportant  l’origine  au 
centre , dont  l’existence  est  alors  reconnue  d’avance.  Ainsi , 
toute  semblable  équation  du  second  degré  pourra  prendre  fina- 
lement , envers  les  deux  droites  rectangulaires  autour  desquelles 
la  courbe  (»t  symétrique , la  forme 

ay-\-cjc’=i, 

qui  rend  désormais  irrécusable  la  coïncidence  des  lieux  géomé- 
triques correspondants  avec  les  courbes  introduites,  dès  le  dé- 
but de  notre  étude,  sous  les  noms  spéciaux  d’ellipse  et  d'hy- 
perbole. C’est  le  type  analytique  que  nous  devons  habituelle- 
ment préférer  pour  la  théorie  particulière  de  l’une  ou  l’autre 
figure.  Toutefois,  si  l’on  désirait  conserver  aux  équations  ellip- 
tiques ou  hyperboliques  la  faculté  de  devenir  aussi  parabo- 
liques, ce  qui , quoique  rarement  convenable , peut  néanmoins 
faciliter  certaines  opérations  communes  aux  trois  courbes  , il 
faudrait,  comme  ci-dessus,  transporter  l’origine  au  sommet, 
alors  tantôt  quadruple  et  tantôt  double;  ce  qui  ramènerait 
l’équation  à la  forme  * 

y=  mx  + njc', 

indiquant  la  parabole , l’ellipse , on  l’hyperbole,  selon  que  n 
serait  nul , négatif , ou  positif. 

Nous  avons  toujours  supposé  jusqu’à  présent  que  les  nou- 
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veaux  axes  dtineuraicul  reclangulnires , ainsi  que  Tcxlj^e  or- 
dinairi'uiciit  la  sinipliGcatiou  de  l'étude  géométrique , quoique 
cette  obligation  ôte  la  faculté  d’enlever  à l’équation  un  terme 
de  plus.  Mais , afin  de  rompléter  ici  l’appréciation  générale  des 
rédactions  que  comportent  les  équations  du  second  degré  d’après 
un  choix  convenable  des  axes  coordonnés,  il  faut  examiner 
enfin  les  modifications  plus  profondes  qn’y  pourrait  produire 
la  double  disponibilité  de  leurs  directions,  suivant  les  for> 
mules 

x=  x'cos  X'-f-^’cos  Y’,  y = jr'sin  X'+^sin  Y', 

qui  permettraient  d’annnlcr  simultanément  deux  des  trois 
termes  du  second  degré.  Ces  termes  ne  sauraient  être  que  les 
deux  carrés;  sans  quoi  l’équation  serait  parabolique,  auquel 
cas  une  telle  réduction  aurait  déjà  été  mieux  accomplie  , avec 
des  axes  rectangulaires.  Or,  quand  les  deux  carrés  auront  dis- 
paru , l’équation  présentera  nécessairement  le  caractère  hyper- 
bolique. Ainsi,  une  telle  réduction  est  impossible  pour  l’ellipse, 
dont  rinjoation  ne  peut  jamais  admettre  moins  de  trois  termes. 
Mais  elle  convient  évidemment  k l’hyperbole , à cause  de  scs 
asymptotes.  Car,  en  dirigeant  l’un  des  axes  coordonnés  paral- 
lèlement à l’nnc  d’elles , ou  sait  que  l’équation  doit  manquer 
du  carré  correspondant  ; en  sorte  qu’on  éliminera  siinnltané- 
roent  les  deux  carrés , en  prenant , autour  d’une  origine  quel- 
conque , des  axes  parallèles  aux  deux  asjmptotes.  Il  est  aisé  de 
vérifier,  en  effet , par  l’exécution  de  la  substitution  indiquée, 
que  les  doux  équations,  d’ailleurs  naturellement  identiques  , 
qui  détermineront  les  angles  X'  et  Y'  d’après  cette  double 
condition,  assigneront  à leurs  tangentes  des  valeurs -exacte- 
ment égales  à celles  ci-dessus  rapportées  quant  aux  coeffi- 
cients angulaires  des  asymptotes.  Si , en  outre , on  place  l’ori- 
gine au  centre , il’équation  de  l’hyperbole  sera  finalement  ré- 
ductible à^Ia  forme 
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annonçant  aussitôt  nnc  courbe  asymptotique  aux  deux  axes , 
qui  ne  seraient  rectangulaires  qu’autant  qu’on  aurait  eu 
d’abord  c = — a.  Quoique  leur  obliquité  ordinaire  doive  s’op- 
poser à l’emploi  habituel  d’une  telle  équation,  il  n’en  est  pas 
moins  très-remarquable  que  l’hyperbole  soit  susceptible , 
comme  la  parabole,  mais  suivant  un  tout  autre  mode  analy- 
tique ou  géométrique,  d’une  équation  simplement  binôme, 
tandis  que  l’équation  de  l’ellipse  doit  toujours  être  au  moins 
trinôme.  Celte  différence  nécessaire , imparfaitement  appréciée 
jusqu’ici,  conduira  peut-être  un  jour,  dans  la  constitution 
rationnelle  de  la  géométrie  comparée,  à rapporter  l’ellipse  et 
l’hyperbole  à des  familles  de  courbes  vraiment  distinctes,  mal- 
gré  la  grande  analogie  que  vont  nouÿ  offrir,  à beaucoup 
d’égards , leurs  propriétés  respectives. 
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QUATRIÈME  PARTIE. 

ÉTUDE  SPÉCIALE  DES  COURBES  DU  SECO.ND  DEGRÉ. 


92.  La  discussion  géométriquo  des  équations  n'étant,  par  sa 
nature , qu’une  première  ébauche  fondamentale  de  l’ensemble 
des  attributs  propres  aux  courbes  correspondantes,  la  troisième 
partie  de  ce  traité  vient  réellement  de  caractériser  l’application 
combinée  de  nos  diverses  théories  essentielles  à l’étilde  générale 
des  courbes  algébriques.  Mais,  pour  que  notre  appréciation 
graduelle  du  véritable  esprit  de  la  géométrie  analytique  puisse 
acquérir  enfln  toute  la  netteté  et  la  précision  convenables , il 
faut  maintenant  spécifier  davanlage  cette  application , envers 
quelques-unes  des  courbes  ainsi  considérées.  Ce  but  logique 
sera  sulTisanimeiil  atteint  par  une  étude  judicieuse  des  p/iuci- 
pales  propriétés  des  trpis  courbes  remarquables  qui  résult4‘ut 
des  équations  du  second  degré;  butre  la  haute  utilité  scienti- 
fique d'une  telle  connaissance,  d’après  l’usage  capital  de  ces 
figures  dans  les  parties  élémentaires  de  la  philosophie  natu- 
relle , et  surtout  en  astronomie. 

D’après  le  nouveau  plan  qui  caractérise  cet  ouvrage,  une 
pareille  étude  ne  saurait  y offrir  aucune  difficulté  essentielle , 
puisque  nous  n’avons  plus  qu’à  y appliquer  spécialement  des 
principes  généraux  pleinement  établis  ; ce  qui  permettra  ici 
d’abréger  beaucoup  ce  travail,  quoiqu’en  y comprenant  plus  de 
propriétés  de  ces  trois  courbes  qu’on  n’a  coutume  d’en  consi- 
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dorer.  Toute  l’attention  du  lecteur  devra  s’j  concentrer  sur  la 
simplilication  spontanée  de  nos  mélhodcs  universelles,  et  sur 
riioureuse  interprétation  de  leurs  résultats  particuliers.  C’est 
ainsi  que  cette  dernière  partie  de  la  géométrie  plane  doit  con- 
courir, à sa  manière , à développer  le  sentiment  fondamental 
de  l’harmonie  nécessaire  entre  les  conceptions  analytiques  et 
les  notions  géométriques,  qui  constitue  l’unité  philosophique  de 
notre  enseignement.  Sans  la  réaction  logique  qui  doit  résulter 
ici  de  ce  complément  spécial,  les  théories  générales,  dans 
lesquelles  consiste  surtout  la  géométrie  analytique,  resteraient 
aflectées  donc  sorte  d’uniformité  machinale,  qu’il  importe 
beaucoup  de  corriger,  en  manifestant,  sur  quelques  exemples 
caractéristiques,  le  genre  de  modifications  qu’elles  doivent 
subir  pour  s’adapter  le  mieux  possible  aux  convenances  de 
chaque  cas. 

Quelque  satisfaisant  que  soit,  à cet  égard,  le  choix  des 
courbes  du  second  degré , il’  faut  y reconnaître  franchement 
une  inévitable  imperfection  historique , consistant  dans  le  dé- 
faut radical  d'originalité  d'une  telle  application;  puisque  les 
principales  propriétés  que  vont  nous  offrir  analytiquement  les 
sections  coniques  ont  été  réellement  découvertes,  par  des  voies 
toutes 'différentes,  vingt  siècles  avant  que  <xUc  élaboration 
pût  y être  opérée.  Cette  considération  est  ici  destinée  surtout  à 
expliquer  d’avance  le  peu  de  spontanéité  que  le  lecteur  pourra 
renaarquer  envers  certaines  notions,  que  le  mode  moderne  eût 
difficilement  dévoilées,  et  qu’il  a dû  se  borner  essentiellement  à 
vériffer,  quand  l’ancienne  étude  de  ces  courbes  a été  reprise 
d’après  les  méthodes  analytiques  introduites  par  la  grande 
rénovation  cartésienne.  Au  reste,  ce  grave  inconvénient  didac- 
tique peut  être  aujourd'hui  suffisamment  évité  envers  les  plus 
importants  théorèmes,  que  l’analyse  ferait  naturellement  décou- 
vrir, s’ils  étaient  encore  ignorés  ; il  ne  reste  vraiment  inévi- 
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table  que  pour  quelques  propositions  accessoires , qui , quoique 
remnrquables , et  même  utiles , pourraient  presque  être  écar- 
tées sans  altérer  essentiellement  la  principale  destination  d’une 
telle  étude.  Toutefois,  cette  sorte  de  fausse  position  logique 
exigerait  peut-être,  afin  de  mieux  atteindre  le  but  propre  de 
celte  quatrième  partie  de  la  géométrie  plane,  qu’on  y comprit 
aussi  l’appréciation  spéciale  de  quelques  courbes  algébriques 
assez  compliquées  pour  n’avoir  pu  être  convenablement  exami- 
nées sous  l’ancien  régime  géométrique.  Un  traité  sommaire  de 
la  cissüïde  me  semblerait  pouvoir  sulTire  à cet  ofHcc  ; et  je  me 
réserve  de  le  joindre  h une  autre  édition  de  cet  ouvrage , si  ce  , 
nouveau  système  d’enseignement  de  la  géométrie  analytique 
obtient  l’assentiment  des  professeurs  judicieux. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Théorie  des  fayert  el  des  «lireclrices. 

93.  Avant  de  procéder  directement  à l’étude  spéciale  de 
chacune  des  trois  courbes  du  second  degré , il  faut  établir,  sous 
un  aspect  commun , la  seule  tliéorie  nouvelle  que  nous  n’ayons 
pas  encore  traitée,  et  qui , étant  réellement  particulière  à ces 
lignes,  ne  devait  point,  en  effet,  figurer  parmi  les  théories 
vraiment  générales  auxquelles  était  consacrée  la  seconde  partie 
de  cet  ouvrage.  Quand  ce  préambule  immédiat  sera  convena- 
blement construit,  l’appréciation  successive  des  principales 
propriétés  de  la  parabole,  de  l’ellipse,  et  de  l’hyperbole  n’exh- 
géra  plus  qu’une  simple  application  judicieuse  d’un  ensemble 
de  méthodes  pleinement  élaboré. 
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On  ignore  pssenlifllenicnt  quelle  fut , dans  l’étude  originale 
des  sections  coniques  , la  véritable  source  des  notions  relatives 
aux  foyers,  qui  durent  constituer  historiquement  l’une  des 
plus  anciennes  découvertes  sur  ce  sujet  et  la  base  de  la  plupart 
des  autres.  La  refonte  analytique  de  cette  étude  a fait  sentir  aux 
géomètres  modernes  le  besoin  d’un  point  de  vue  commun  pro- 
pre à lier  entre  elles  les  idées  , jusqu’alors  trop  diverses  , que 
présentaient,  à cet  égard  , la  parabole  d’une  part,  l'ellipse  cl 
l'hyperbole  de  l’autre.  Telle  est  la  principale  destination  de  la 
déiinition , d’abord  purement  algébrique,  qu’on  applique  main- 
tenant au  foyer  d’une  ligne  du  second  degré  , en  appelant  ainsi 
un  point  dont  la  distance  à un  point  quelconque  de  la  courbe 
est  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées  variables  de  celui- 
ci  (*).  Mais , quoique  cet  artincc  puisse  immédiatement  sullirc 
pour  procéder  uniformément  à la  détermination  des  foyers  dans 
les  trois  courbes,  il  ne  saurait  remplir  assez  les  conditions  es- 
sentielles d'une  véritable  définition,  si , suivant  un  usage  trop 
ordinaire,  on  ne  s’attachait  pas  à faire  convenablement  res- 
sortir l’interprétation  géométrique  de  ce  caractère  analytique. 
Comme  cette  corelation  générale  constitue  le  nœud  principal 
de  toute  la  théorie  des  foyers , il  importe  ici  de  l'établir  soigneu- 
sement 

Quand  la  formule  \/ {y — S)’-j-{x— , exprimant  la  ’ dis- 
tance du  foyer  cherché  à un  point  quelconque  du  lieu , sera 
devenue  une  fonction  rationnelle  des  coordunitécs  variables , 
cette  fonction  ne  pourra  être  que  du  premier  degré,  envers 


(*)  Cette  définition  est  souvent  altérée  par  une  restriction  vicieuse , consis- 
tant à Imposer  cette  obligation  de  rationalité  envers  l’ime  dos  coordonnées 
seulement;  ce  qui  ne  convient,  comme  on  le  verra  cl-des.sous,  qii’i  cortalncs 
équaUoQs  du  second  degré  : la  distance  no  peut  être  généralement  raUoiueUe 
qu’en  fonction  des  deux  coordonnées  i la  fois, 
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nne  courbe  du  second , sous  la  forme px-\-  qy  -f-  r.  Or,  une  telle 
expression  peut  toujours  être  envisagée  géométriquement 
comme  représentant  on  multiple  déterminé  de  la  distance  du 
point  variable  à une  certaine  droite  Oxc  hx-\-k.  Car,  celte 
distance  serait  exprimée , d’après  la  règle  du  n°  29,  par  la 


r ■ y ^ • . .. 

fonction  . qui,  multipliée  par  une  constante  m, 

1 

deviendrait  exactement  identique  à la  précédente , en  prenant 


m = Vp‘-\-q\  A = — k = 

en  sorte  que  l’équation  de  la  droite  ainsi  introduite  , étant  dès 
lors  px-\-qy-\-  r=^0,  sc  formerait  en  annulant  l'expression 
rationnelle  de  la  distance  au  foyer.  U’après  l’indispensable  in» 
troduclion  d’une  telle  droite , ordinairement  nommée  directrice, 
la  détinition  primitive  du  foyer  devient  vraiment  géométrique, 
et  consiste  à concevoir  toute  courbe  du  second  degré  comme  le 
lieu  d’un  point  dont  les  distances  variables  à un  point  lixe  et  à 
une  droite  fixe  demeurent  constamment  proportionnelles.  Ré- 
ciproquement , cette  notion  géométrique  reproduit  aussitôt  le 
caractère  analytique  primordial , puisque  cette  proportionnalité 
indique  évidemment  que  la  première  de  ces  deux  distances  est 
aussi  rationnellement  exprimable  que  la  seconde. 

Une  telle  explication  fondamentale  réduit  la  détermination 
générale  des  foyers  et  des  directrices  dans  les  courbes  du 
second  degré  à mettre  l’équation  du  lieu  sous  la  forme 

\/(x— = 

qui  résulte  immédiatement  de  cette  définition  , désormais  à la 
fois  analytique  et  géométrique.  Or,  cette  transformation  n’of- 
fre aucune  difficulté  en  la  concevant  en  sens  inverse  , c'est- 
à-dire  , en  ramenant  ce  nouvel  état  de  l’équation  an  mode  or- 
dinaire 

ay*-\-bxy-\-cx‘-^dy-^ex=i, 
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moyennant  les  cinq  conditions  de  coïncidence 

-fl 

r’  ’ a’  + 6>_/.'  ’ a’-fe’  — r'  “ ’ 

J ü[x-\-pr) 

=*» 

qui  détermineront  suffisamment  les  cihq  constantes  inconnnes 
“ » Z'*  7»  relatives  au  foyer  et  à la  directrice  , ainsi  qu'au 

rapport  qui  spécifie  la  courbe  proposée.  La  distinc- 

tion primordiale  entre  les  trois  courbes  du  second  defjré  offre 
des  symptômes  équivalents  dans  les  deux  formes  de  l’équation  ; 
car,  1e  coefficient  composé  i’ — 4 ac  équivaut  ici  à 4 ( 
en  sorte  que  le  lieu  sera  parabolique , elliptique  , ou  hyper- 
bolique , selon  que  le  rapport  spécifique  y'  sera  égal , 

inférieur,  ou  supérieur  à l’unité , conformément  à la  discussion 
directe  et  spéciale  du  n»  23. 

94.  Outre  ce  mode  naturel  de  la  double  théorie  des  foyers  et 
des  directrices,  il  importe  d’en  concevoir  un  second,  qui, 
quoique  moins  propre  ordinairement  à l’usage  effectif,  offrira 
ici  le  grand  avantage  logique  de  familiariser  déjà  le  lecteur  avec 
l’un  des  plus  puissantsarlifices  généraux  de  l’analyse  mathéma- 
tique, communément  réservé  jusqu’à  présent  aux  plus  hantes 
spéculations  géométriques  et  surtout  mécaniques,  sous  le  nom 
de  méthode  des  multiplicateurs,  essentiellement  due  à Lagrange. 

En  considérant  analytiquement  la  question  proposée  comme 
consistant  à rendre  un  carré  parfait  la  fonction 

(.r — a)’+{^  — 6)’ 

d’apres  la  relation  que  l’équation  primitive 

ay+  bâ'Y  q-  cx'+dy+ex  — 1=0 

établit  entre  les  deux  variables , la  principale  difficulté  provient 
de  ce  qu’on  ne  ^aurait  avoir  ordinairement  égard  à cette  liaison 
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parla  simple  substilulioa  de  en  x ou  x en^  ; puisque  la  con- 
dition proposée  ne  |>cut  être  remplie,  en  général,  qu’aulaut 
que  h formule  de  distance  continue  à renfermer  simultané- 
ment les  deux  variables , ainsi  que  j’aurai  lieu  d’ailleurs  de 
l’expliquer  spécialement  ci-après.  Cependant,  une  telle  substi- 
tution semble  d’abord  le  seul  moyen  de  prendre  en  suflisante 
considération  la  subordination  fondamcniab*  de  ces  variables. 
Dans  cette  perplexité , il  devient  indispensable  do  généraliser, 
à cet  égard,  les  conceptions  habituelles,  en  s’élevant  à la  no- 

a** 

tion  du  mode  analytique  le  plus  étendu  que  puisse  comporter 
l’appréciation  d’une  semblable  dépendance.  Il  consiste  ici  à 
ajouter  à la  fonction  (x  — «)’-f  — 6)’,  qui  doit  devenir  un 

carré  parfait , en  prenant  convenablement  a et  6,  un  multiple 
indéterminé  de  celle  qui  doit  être  nulle  en  vertu  de  la  liaison 
des  deux  variables,  cl  à traiter  ensuite  celles-ci  comme  si  elles 
étaient  pleinement  indépendantes , de  manière  à convertir  la 
question  proposée  eu  ce  simple  problème  d’algèbre  : rendre  un 
carré  parfait  le  polynôme  à deux  indéterminées 

(x — a)  *4-  (y—î)  ’+*  {ay'+bxjr+cx'+dy+ox  — I), 

d’après  certaines  valeurs  des  constautes  a,  6 et  k.  Cette  re- 
cherche algébrique  pourrait  s’opérer  de  plusieurs  manières , 
comme  dans  le  cas  analogue  très-connu  envers  un  polynôme 
en  X seul.  Mais,  au  lieu  de  procéder  par  l’extraction  de  la  ra- 
cine , il  est  préférable  d’employer,  surtout  ici , la  méthode  des 
indéterminées  dcDcscactcs,  en  assimilant  le  polynumc  proposé 
à un  carré  arliCcicl  {px+qy+rf.  ür,  si  l’on  développe  les 
six  conditions  ordinaires  d’une  telle  coïncidence , on  sentira 
aisément  que,  en  y éliminant  d’abord  le  multiple  auxi- 
liaire k,  géométriquement  superflu,  on  retombe  uéccssaircmenl 
sur  les  cinq  relations  directement  établie.s  au  n"  prérédentpour 
la  détermmaüoa  des  constantes  a , e,  et  p,  7,  r.  Ainsi , ce  sc- 

20 
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cond  mode  équivaut  finalement  an  premier , sauf  un  nouveau 
circuit  analytique,  étranger  h la  recherche  géométrique. 

Quoique , par  ce  motif,  cette  marche  ne  doive  pas  être  Ici 
employée  habituellement,  j’attache  beaucoup  de, prix  à l'occa- 
sion qu’elle  m’offre  de  caractériser,  en  un  cas  élémentaire  suflS- 
''samment  important , le  grand  artifice  d'analyse  qui  lui  sert  de 
base.  Cet  artifice , qoi  n’a  jamais  été  conçu  directement  jusqu’ici 
dans  son  entière  généralité , consiste  k ramener , en  tout  pro- 
blème analytique , le  cas  de  la  dépendance  des  variables  à celui 
de  lenr  indépendance , en  ajoutant , à la  fonction  qoi  constitue 
le  sujet  de  la  condition  proposée,  un  multiple  indéterminé  de 
celle  qui  doit  s’annuler  d’après  la  liaison  des  variables  considé- 
rées. D’abord  introduite  par  Euler  dans  la  plus  haute  théorie  des 
tnaxima  et  minima,  cetteconception  générale  est  ensni  le  devenue, 
pour  Lagrange,  l’un  des  plus  précieux  moyens  de  la  mécanique 
analytique.  Son  légitime  usage  reposera  partout,  œmme  ci-des< 
sus,  sur  ce  qu’une  telle  adjonction,  qui  alors  n’altére  pas  l’état  de 
la  funclion  proposée,  confond  en  un  scnl  mode  toutes  les  ma- 
nières possibles  d’avoir  égard  à la  relation  donnée , et  permet , 
en  conséquence , de  traiter  désormais  les  variables  comme  in- 
dépendantes. ' 

95.  Après  avoir  établi.  Sous  l’une  on  l’autre  forme  géné- 
^ raie,  la  théorie  fondamentale  des  foyers  et  des  directrices,  il 
faut  la  concevoir,  en  sens  inverse,  comme  propre  k formuler 
' toute  condition  géométrique  relative  soit  au  foyer,  soit  à la  di- 
rectrice,  soit  à leur  relation  mutuelle  : ce  qui  lèvera  d’avance, 
envers  les  courbes  du  second  degré , les  difficultés  essentielles 
*'  'que  peuvent  offrir  les  problèmes  quelconques  où  l’on  introduit 
de  telles  conditions! 

^ Si  la  courbe  doit  avoir  un  foyer  donné,  6n"tnipposcra  con- 

*ÎI**  **  ' ♦ 

nues  les  constantes  a et  S dans  les  cinq  équations  déterminantes 
du  n*  93 , où  l’élimination  de  />,  r conduira  dès  lors  aux  deux 
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relaUoDS  dtercbécs  uotre  lococIDcioDlsa,  b,  c,  d,  e,  cümiuunes 
à toutes  les  courbes  do  même  foyer,  et  propres  à déterminer 
chacune  d’elles  conjointement  avec  d’autres  prescriptions  quel- 
conques. Mais,  au  lieu  de  formuler  distinctement  ces  condi- 
tions , on  n’aura  souvent  besoin  que  du  type  analytique  qui  leur 
correspond  pour  l’équation  du  lieu,  ainsi  réduite  à ne  contenir 
que  trois  constantes  arbitraires.  Or,  ce  type  pourrait  être  direc- 
tement formé , sans  ce  long  calcul , d’après  l’équation  fonda- 
mentale 

(X—  Cr— 6)’  = + 

» 

relative  à la  propriété  focale  des  courbes  du  second  degré,  et 
où  il  suturait  alors  d’attribuer  les  valeurs  convenables  anx 
coordonnées  a et  6 du  foyer , en  concevant  indéterminées  les 
autres  constantes  p,q , r,  propres  à la  directrice  et  au  rapport 
spéeiflqnc. 

Quand  la  courbe  aura  une  directrice  donnée  y=hx-\-k , 
on  joindra,  anx  cinq  formules  du  n‘  93,  les  conditions  — 

— et  l’élimination  des  cinq  constantes  a , 6 , ^ , q ,r, 

fera  découvrir  les  deux  relations  coire^ondantes  entre  les 
ooefficieots  de  l'éqnation  proposée.  Si  on  veut  directement 
constitoer  celle-ci  d’après  cette  obligation  géométrique,  elle 
sera  naturellement 

(x  — «y  -f  (y  — 6)’  = OT*  (j' — Ax—  A)*, 

en  supposant  indéterminées  les  trois  constantes  a,  6,  /»,  rela- 
tives an  foyer  et  an  rapport  spécifique. 

Lorsque,  au  lieu  d'être  entièrement  donné,  le  foyer  devra 
seulement  appartenir  à une  iigneconnue/(x,^)=0,  il  suflira 
de  joindre  aux  cinq  égalités  fondamentales  la  condition  cor- 
respondante /(a,  6)  =:  0 , pour  que  l'élimination  des  cinq  con- 
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stantes  permette  d'obtenir  la  relation  convenable 

entre  a,h  , c,  e.  Dans  le  second  mode  de  solution,  on 
emploierait  la  liaison  proposée  entre  a et  6 à rapporter  l’nnc  de 
ces  constantes  à l’autre;  ce  qui  permettrait  de  restreindre 
suffisamment  l’équation  focale , de  manière  à n’embrasser  que 
les  courbes  susceptibles  d’un  tel  accident. 

Pareillement,  si  la  directrice />j:-|-y^+r=0,  sans  être 
totalement  donnée,  devait  toucher  une  certaine  courbe,  on 
remplir  telle  autre  condition  équivalente , aboutissant  à une 
relation  spéciale  entre ^ , r,  cette  nouvelle  égalité  rendrait 
possible  l’élimination  des  cinq  constantes  ordinaires,  de  manière 
à manifester  la  liaison  correspondante  des  coefficients  prinaitifs. 
Sous  la  seconde  forme , une  telle  égalité  permettrait  de  rappor- 
ter l’une  des  constantes p,  q aux  deux  autres,  de  manière 
à restreindre  convenablement  l’équation  fondamentale. 

On  procéderait  de  même  envers  des  conditions  qui , au  lieu 
de  SC  rapporter  isolément  au  foyer  ou  à la  directrice,  concer- 
neraient leur  dispositiew  mutuelle.  Quiill«  que  fût  la  prescrip- 
tion gf^métriqnc,  aussitôt  qu’elle  serait  directement  formulée 
entre  les  constantes  relatives  au  foyer  et  à la  directrice , elle 
pourrait  être  ainsi  convertie , soit  en  m»e  liaison  équivalente 
des  coefficients  primitifs,  soit  en  une  restriction  correspondante 
du  type  focal.  Il  est  superflu  d’avertir  que,  si  les  axes  sont 
disponibles,  leur  choix  judicieux  pourra  faciliter  beaucoup 
l’accomplissement  de  ces  diverses  opérations  analytiques. 

Au  sujet  de  ces  questions  composées,  qui  comportent  une 
grande  variété,  je  crois  devoir  seulement  m'arrêter  ici  à une 
mention  spéciale  envers  celles  qui  concernent  les  conditions  de 
similitude  ou  d’égalité  des  courbes  du  second  degré.  Suivant 
nos  principes  généraux,  la  définition  focale  indique  évidem- 
ment que  deux  courbes  de  ce  genre  ne  seront  semblables  qu’au- 
tanl  que  le  rapport  constant  \/' p‘~\~q'-^  aura  la  même  valeur; 
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et  c’est  pourquoi  je  le  qualiGc  tiabilucllcment  de  spécitique. 
L’ég^alité  des  deux  courbes  c-vigcra,  en  outre,  la  coïncidence  des 
distances  respectives  du  foyer  à la  directrice,  représentées  par 

la  formule — ■ D’après  cela,  si  on  voulait  formuler 

la  similitude  des  deux  courbes 


+ «•*:=  1. 


il  faudrait  identifier  les  deux  expressions  correspondantes  de 
y+y’j  préalablement  déduites  des  cinq  relations  du  n°  93,  et 
on  devrait  ainsi  reproduire  la  condition  que  nous  avons  déjà 
obtenue,  au  dernier  chapitre  de  la  troisième  partie  , par  une 
voie  beaucoup  plus  simple.  Quant  à l’égalité  des  deux  courbes, 
il  faudrait  d’ailleurs  exprimer  aussi  l’identité  des  deux  valeurs 

correspondantes  de  la  formule  . gj  qq  retrouveraiL 

+ ÿ’ 

mais  plus  péniblement,  les  deux  relations  que  fournirait  di- 
rectement la  méthode  générale  pour  la  superposition  analytique 
des  courbes  quelconques,  d’après  la  coïncidence  de  leurs  équa- 
tions par  une  transpontion  cTaies  convenable.  En  l’un  ou 
l’a\itre  cas , cette  méthode  spéciale  conviendrait  mieux  sons  sa 
seconde  forme,  par  une  juste  restriction  immédiate  de  l’équa- 


tion focale.  Car , en  posant  = » , et 

on  formerait  aussitôt  l’équation 


V7+7’ 


» 


(X— a)*-}-{^  - 8)>  = 5T* -f- 4- r), 

' relative  aux  courbes  semblables;  ou,  envers  les  courbes  égales, 
l’équation  plus  particulière 

6)’=(^V/ ip~q'+qy^{mn  ~oV^n^—q'—qz)  )’• 

96.  Pour  compléter  suffisamment  la  théorie  des  foyers  et  des 
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directrices , il  reste  à y apprécier  une  méthode  subsidiaire, 
qui  résulte  spontanément  d’une  judicieuse  modification  de  la 
méthode  fondamentale  envers  certaines  équations  du  second 
degré , d’autant  plus  importantes  à considérer  ici  séparément 
qu’elles  comprennent  les  cas  usuels  auxquels  nous  devrons 
spécialement  appliquer  une  telle  théorie  dans  les  chapitres 
suivants. 

En  considérant  l’équation  focale 

= [px-{.qy^r)\ 

on  voit  que  le  terme  en  xy  s’y  trouvera  communément  tant 
que  P fAq  ne  seront  pas  nuis,  c’est-à-dire,  géométriquement, 
quand  la  directrice  ne  sera  parallèle  à aucun  des  axes  coordon- 
nés. C’est  pourquoi  la  distance  au  foyer  ne  peut  être  générale- 
ment rationnelle  qu’envers  les  deux  variables  à la  fois , comme 
je  l’ai  ci-dessus  annonoé  aGn  de  prévenir  une  vicieuse  routine. 
Mais , pour  toute  équation  du  second  degré  où  les  variables 
sont  séparées,  on  voit  ainsi  que  la  directrice  est  toujours  per- 
pendiculaire à l’un  des  axes  géométriques  de  la  courbe , con- 
formément à la  discussion  directe  du  n°  23  , et  la  distance  de- 
vient rationnelle  en  fonction  d’une  seule  coordonnée.  D'après 
cela , on  pourra  procéder  alors  plus  simplement  à la  détermi- 
nation du  foyer,  et  ensuite  de  la  directrice,  en  ayant  égard  à 
l’équation  de  la  courbe  par  la  substitution  naturelle  de  ^ en  x 
on  X en  ^ dans  la  formule 

qu’il  s’agira  Qnalemcnt  de  rendre  un  carré  parfait,  quand  on 
l’aura  convenablement  développée  par  rapport  à l’unique  va- 
riable conservée.  Or,  cette  question  algébrique  ne  saurait  offrir 
aucune  difïïculté  essentielle,  ni  exiger  aurun  calcul  pi;niblc.  La 
fonction  ainsi  formée  sera  d’abord  irrationnelle  ordinairement  : 
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il  faudra  doue  y détruire  préalablement  un  tel  obstacle  analy- 
tique , ce  qui  tendra  à déterminer  l’une  des  deux  constantes 
a,  6 i l’autre  so  déterminera  ensuite  d’après  la  condition  élé- 
mentaire pour  les  carrés  trinômes. 

Cette  méthode  subsidiaire , dont  nous  ferons  naturellement 
un  grand  usage , n’a  d'autre  inconvénient  propre  que  l’incerti- 
tude primitive  sur  le  vrai  sens  de  la  directrice,  que  l’on  sait 
seulement  devoir  être  alors  parallèle  à l’un  des  deux  axes  coor- 
donnés. Il  en  résulte  algébriquement  l'obligation  d'exécuter 
alternativement  les  deux  substitutions  do^  en  x et  de  x en 
qui  doivent  d’abord  sembler  indifférentes,  et  dont  une  seule 
pourtant  convient  à la  solution  actuelle,  laquelle  pourrait  donc 
échapper  à l’adoption  arbitraire  d'une  substitution  unique. 
Mais , malgré  cette  double  opération  algébrique , une  telle  mé- 
thode n’en  constituera  pas  moins  habituellement,  envers  les 
cas  qui  s’y  rapportent , une  utile  simplification  de  la  marche 
générale. 


CHAPITRE  II. 


Tbéotie  de  >•  ptrabele. 

97.  L’équation  y'  — mx , la  plus  simple  de  toutes  celles 
dont  la  parabole  soit  susceptible,  est  d’abord  très-propre  à don- 
ner une  idée  fort  nette  de  la  forme  générale  de  cette  ligne.  Sa 
disonssion  directe  montre  que  la  courbe , symétrique  autour  de 
l’axe  des  x , s’éteud  indéfiniment  dans  le  sens  des  abscisses  de 
même  signe  que  la  constante  m , que  bous  supposerons  haM* 
tudkmenl  poeitîTeÿ  aans  Jamais  pénétrer  de  l'attire  cOté  dp 
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Taxe  dcs^,  et  en  s’écartant  de  plus  en  pins  des  deux  axes  à la 
fois,  mais  moins  rapidement  da  premier  qae  du  second.  Outre 
que  le  degré  indique  déjà  suffisamment  la  direction  effective  de 


la  courbure,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente,  tang  a = —, 

constate  évidemment  que  la  parabole  est  toujours  concave  vers 
son  axe,  auquel  elle  tend  graduellement  à devenir  parallèle, 
quoiqn’eUe  n’y  parvienne  jamais  exactement;  en  sorte  que  ses 
deux  branches  divergent  de  moins  en  moins  entre  elles  tout  en 
s’écartant  de  plus  en  plus , et  seraient  parallèles  à l’infini. 
Cette  tendance  continue,  et  l’absence  correspondante  d’asymp- 
totes rectilignes,  doivent  empêcher  de  jamais  confondre,  même 
à l’oeil , l’aspect  d’nne  parabole  avec  celui  d’une  demi-hyper- 
bole , quelque  grossier  que  soit  leur  tracé  respectif  : la  cour- 
bure totale  est , par  suite , plus  prononcée  dans  la  première 
figure  que  dans  la  seconde , puisque  l’ensemble  de  son  cours  y 
fait  varier  davantage  la  direction  de  la  tangente. 


Si  l’on  voulait  ainsi  construire  réellement  les  divers  points 
du  lieu , il  suffirait  de  combiner  avec  chaque  abscisse  une  or- 
donnée égale  à la  moyenne  proportionnelle  entre  cette  abscisse 
variable  et  la  longueur  constante  m,  qui  caractérise  indivi- 
duellement chaque  parabole , et  qui , à ce  titre , est  spéciale- 
ment qualifiée  de  paramètre.  Réciproquement,  on  peut  obte- 
nir, sur  une  parabole  déjà  tracée,  la  grandeur  effective  de  son 
paramètre,  presque  aussi  facilement  qu’on  trouve  graphique- 
ment le  rayon  d’un  cercle , en  le  concevant , d’après  l’équation 
fondamentale  y = mx , comme  la  distance  à l’axe  de  l’extré- 
mité de  la  corde  menée  do  sommet  sons  un  angle  de  45°.  Tout 
autre  point  du  lieu  déterminerait  également  cette  constante , 
y* 

suivant  la  loi  m = - ; mais  celni-ci  offre  l’avantage  d’une 


construction  beaucoup  plus  simple,  qui  mérite  de  devenir 
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familière,  pour  que  l’image  du  paramètre  ne  sc  sépare  jamais 
de  celle  de  la  courbe. 

Enfin , la  parabole  étant,  après  le  cercle,  la  plus  simple  do 
tontes  les  courbes,  il  convient  de  remarquer,  au  sujet  de  celte 
équation , le  mode  facile  d’après  lequel  on  pourrait  déduire 
l’nne  de  l’autre , en  se  rappelant  que  les  longueurs  des  diverses 
cordes  drculaires  menées  d’un  même  point  sont  liées  à leurs 
projections  sur  le  diamètre  correspondant  de  la  même  manière 
que  les  ordonnées  paraboliques  dépendent  de  leurs  abscisses.  Si 
donc  on  prolongeait  les  ordonnées  NP  d’un  cercle  relative- 
ment à un  diamètre  quelconque  OCA  ( fig.  70)  de  manière  à 
les  rendre  égaies  aux  cordes  correspondantes .OK,  les  points  M 
ainsi  obtenus  formeraient  une  parabole,  .dont  le  paramètre 
serait  égal  au  diamètre  du  cercle,  et  qu'un  tel  tracé  ètendndt 
seulement  jusqu’au  point  D , qui , suivant  l'Indication  précé* 
dente , sert  à marquer  commodément  le  paramètre.  On  conçoit 
d’ailleurs  qu’une  telle  relation  de  la  parabole  an  cercle , pleine- 
ment conforme  à la  commune  absence  de  cqpdition  de  simili- 
tude, ne  contredit  pas  réellement  notre  notion  sur  le  nombre 
de  points  déterminant  / puisque  la  position  de  la  parabole  doit 
alors  exiger  nnti  rl"“  Hy  ccrcliT,  afin  de 

fixer  le  point  d’où  procède  cette  construction. 

98.  Après  cette  Interprctation  directe  de  l’équation  simplifiée 
delà  parabole,  considérons  successivement  les  diverses  pro- 
p^tés  caractéristiques  qui , suivant  nos  méthodes  générales,  en 
constituent  des  conséquences  pins  lointaines,  en  commençant 
par  les  propriétés  focales. 

Les  variables  se  trouvant  séparées  dans  l’équation  y'—mx, 
il  faut  y appliquer  la  méthode  subsidiaire  expliquée  à la  fin  du 
chapitre  précédent , pour  déterminer  le  foyer  par  substitution 
ie  y &k  X ou,  réciproquement,  dans  la  fonction  (x — a)’ 
ou 
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æ=z  Jj'+y—  2 a X—  2 ej'  + («•+  6») 

qui  doit  ainsi  devenir  un  carré  parfait.  Par  la  première  sabsti- 
tutioD , on  a 

^T=x’+(/n— 2ï).r— 2S  V//»x+ (a’  + 6’), 

ce  qai  montre  d’abord  que  le  foyer  doit  être  sur  l’axe , aûn  que 
soit  rationnel  par  l'annulation  de  6.  Cela  posé , la  fonoüoa 
devient  — 2«)x-|-«’  ; et,  en  y appliquant  la  condition 

connue  pour  les  trinômes  carrés , on  trouve  a = \m.  11  existe 

donc , en  eflet , sur  l’axe  de  la  parabole  , nn  unique  foyer,  ^ 
une  distance  du  sommet  égale  au  quart  du  paramètre.  Sa 
distance  rationnelle  à un  point  quelconque  de  la  courbe  devient 

ainsi  d = x-\-\m  -,  et , en  l’annulant , on  v«t  que  la  direo- 
trice  est  une  perpendiculaire  à l’axe , pareillement  éloignée  du 

sommet,  mais  en  sens  inverse  : le  rapport  spécifique  V^p'-\-q' 
est  ici  évidemment  égal  à l’unité.  Tel  est  le  mode  pleinement 
naturel  suivant  lequel , la  notion  générale  de  foyer  une  fois 
admise , l’analyse  fait  graduellement  ressortir  de  l’équation  des 
courbes  du  second  degré  limitées  d’un  côté  et  illimitées  de 
l’antre  leur  conception  géométrique  comme  engendrées  par  un 
point  toujours  équidistant  d’un  point  fixp  et  d’une  droite 
fixe. 

Si , au  contraire , on  substituait  x en  y,  on  ne  pourrait  que 
confirmer,  sous  une  autre  forme,  les  résultats  précédents.  On 
aurait  alors , en  effet , 

m \ m / 

Quoique  cette  fonction  soit  spontanément  rationnelle , la  con- 
ditjon  préalable  ë=0  n'y  est  pas  moins  indispensable  pour 
qu’elle  puisse  devenir  carrée  : car,  sa  racine  déniant  être  da 
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second  degré,  doit  d’ailleurs  manquer  du  terme  du  premier 
degré , puisque  le  polynôme  lui-méme  n’en  contient  pas  du 
troisième-  D’après  cette  première  détermination , la  fonction  se 
/ * \ 

réduit  au  trinôme  + ( 1 — 2— W’+o’,  qui,  en  achevant 

m \ m J 

l’opération , reproduira  , aussi  clairement  que  ci-dessus , la 


condition  » = - m.  Ce  second  mode  algébrique  de  la  méthode 

4 


auxiliaire  des  foyers  n’aboutit  donc , comme  on  devait  le  pré- 
voir, qu’au  retour  du  premier  résultat,  sous  nne  forme  d’ail- 
leurs peu  convenable , puisque  la  fonction  d,  étant  alors  du 
second  degré,  ne  comporterait  plus  directement  l’interprétation 
géométrique  qui  oonstitno  la  principale  base  d’une  telle 
théorie. 

Pour  se  mieux  familiariser  avec  la  position  du  foyer,  et  par 
suite  de  la  directrice,  il  faut  remarquer  que  son  abscisse  con- 
vient à une  ordonnée  parabolique  qui  en  est  le  double , et 
d’ailleurs  égale  au  demi-paramètre.  De  là  résultent  de  noo- 
velles  manières  d’envisager  le  paramètre  d’une  parabole , soit 
comme  la  corde  perpendiculaire  à Taxe  men^  du  foyer,  soit 
comme  la  double  distance  du  foyer  à la  directrice. 

Il  serait  superflu  d’insister  ici  sur  les  facilités  évidentes  que 
procure  la  propriété  focale  de  la  parabole  pour  décrire  cette 
courbe  par  points  ou  par  on  mouvement  continu. 


99.  Parmi  les  nombreux  probités  relatifs  à la  détermina- 
tion de  la  parabole  d’après  des  conditions  propres  au  foyer  ou 
à la  directrice , et  dont  la  solution  analytique  ne  saurait  main- 
tenant offrir  aucune  difficulté  essentiello  au  lecteur  sufBsamment 
imbu  de  nos  principes  généraux , je  me  bornerai  à considérer 
spécialement , soit  à titre  d’exemple  caractéristique , soit  à 
raison  de  son  utilité  réelle , celui  ou  l'on  donne , avec  deux 
points  de  la  courbe , son  foyer  ou  sa  directrice. 
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Dans  lo  premier  cas , celte  question  de  géométrie  abstraite 
comporte  une  précieuse  destination  astronomique , pour  déter- 
miner le  cours  d’une  comète  d’après  deux  positions  observées  , 
en  adoptant  l’heureuse  approximation  parabolique  spéciale^ 
ment  appliquée  par  Newton  à la  seule  partie  de  l’orbite  qui 
poisse  être  habituellement  visible.  Supposons  donc  qu’il  s’agisse 
de  faire  passer  en  deux  points  donnés  une  parabole  ayant  un 
foyer  donné  , qui , en  une  telle  application  céleste,  serait  le 
soleil.  La  propriété  focale  fera  trouver  aisément  une  solution 
graphique,  consistant  à construire  d’abord  la  directrice,  comme 
tangente  commune  aux  deux  cercles  qui , ayant  leurs  centres 
respectifs  en  ces  deux  points  , se  couperaient  à ce  foyer  : cette 
droite  une  fois  trouvée,  l’axe,  le  sommet,  et  le  paramètre  de  la 
parabole  en  résulteront  sans  difficulté.  On  obtiendra  ainsi  deux 
paraboles,  ordinairement  très-différentes  de  position  et  même 
de  grandeur,  entre  lesquelles  les  indications  astronomiques  dis- 
siperaient facilement  toute  indécision.  Celte  construction  in- 
dique d’ailleurs,  conformément  à la  nature  du  problème  , que 
la  question  ne  saurait  offrir  d’autres  cas  d’impossibilité  que  ceux 
qui  tiendraient  à la  coïncidence  de  l’un  des  points  donnés  avec 
le  foyer  ou  h la  situation  des  deux  points  en  ligne  droite  avec  le 
foyer  et  du  même  côté. 

La  solution  analytique  ne  peut  présenter  aucun  embarras, 
puisqu’elle  se  rapporte  à des  conditions  déjà  spécialement  for- 
mulées. Si  les  axes  sont  disponibles , on  la  simplifiera  beaucoup 
en  plaçant  leur  origine  au  foyer  donné,  et  dirigeant  l’un  d’eux 
vers  l’un  des  points  donnés.  On  aura  alors  l’équation 

y+x'=  {px+qy+r)\ 

où  le  caractère  parabolique  donne  d’abord  la  relation  p'+q'=  l . 
Quant  aux  deux  autres  conditions  propres  à déterminer  les 
constantes  inconnues  p,  q,  r,  elles  seront,  d’après  les  deux  pas- 
sages. 
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Comme  les  premiers  membres  de  ces  équations , relatifs  aux 
distances  u'  et  u"  de  ces  points  au  foyer,  sont  entièrement  con- 
nus , on  pourra  ramener  ces  deux  équations  au  premier  degré, 
sous  la  forme 

/»^+yy  + r=w' 

^w''  + r=M", 

cl  dès  lors  on  y rapportera  facilement  et  7 à r,  qui  se  déter- 
minera finalement  par  une  équation  du  second  degré,  résultée 
de  la  condition  primordiale 

A l’occasion  de  ce  problème,  je  crois  devoir  établir  sommair 
rement  une  importante  notion  de  philosophie  mathématique , 
jusqu’ici  très-confuse,  sur  la  nature  des  divers  symptômes  ana- 
lytiques de  l’impossibilité,  qu’une  aveugle  routine  algébrique 
conduit  trop  souvent  à croire  indistinctement  annoncée  par  l’i- 
maginarité  des  inconnues,  quoique  le  mode  doive  nécessaire- 
ment varier  suivant  les  cas.  D’après  l’harmonie  fondamentale 
qui  doit  toujours  régner , en  mathématique,  entre  les  apprécia- 
tions concrètes  et  les  iadication»abstrattês  ,~()n' peut  constam- 
ment prévoir  de  quelle  manière  l’impossibilité  devra  être  ana- 
lytiquement manifestée,  suivant  une  judicieuse  discussion 
spéciale,  destinée  à discerner  si  les  conditions  qui  la  caractéri- 
sent sont  vagues  ou  précisc's  ; c’est-à-dire , en  d’autres  termes , 
si  elles  correspondent  à une  simple  inégalité  ou  à une  véritable 
relation  d'égalité.  L’analyse  conduira  nécessairement,  dans  le 
premier  cas , à des  valeurs  imaginaires,  à moins  que  les  valeurs 
négatives  ne  fussent  pareillement  inadmissibles , ce  qui  arrive 
rarement  en  géométrie.  Quaut  au  second  cas,  le  symptôme 
analytique  devra  changer  de  nature , et  consistera  en  certaines 
val(!urs  réelles  spécialement  exclues  du  sujet  ; le  plus  souvent 
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cette  exclusion  déterminée  se  bornera  aux  valeurs  nulles  ou 
infinies.  Tel  est  le  principe  philosophique  qui  doit  toujours  do- 
miner la  discussion  effective  des  solutions  analytiques  relatives 
à un  ordre  quelconque  de  recherches  concrètes. 

En  l’appliquant  à la  question  actuelle , on  reconnaît  aussitôt 
que  tons  les  cas  d’impossibilité  y sont  de  nature  précise,  et  que, 
par  conséquent,  leur  indication  algébrique  doit  résulter  de  va- 
leurs réelles  inadmissibles.  Si  l’inconnue  principale  est  r,  qui 
désigne  géométriquement  la  distance  du  foyer  à la  directrice,  il 
n'y  aura  d’exclusion  que  pour  les  valeurs  0 et  w . C’est  donc  par 
l’une  d’elles  queTimpossibilité  sera  toujours  annoncée,  et  jamais 
d’après  l’imaginarité , quoique  l’équation  en  r soit  du  second 
degré.  L’examen  do  la  solution  graphique  montre  d’ailleurs 
que  celle  indication  résultera  ici  do  valeurs  nulles , et  non  de  , 
valeurs  infinies.  J’engage  le  lecteur  à confirmer  algébrique- 
ment une  telle  prévision  rationnelle. 

Relativement  à ce  premier  problème , il  convient  de  remar- 
quer, mais  uniquement  pour  l’application  astronomique,  l’u- 
tile simplification  que  recevrait  la  solution  analytique,  si  l’on  y 
employait  l’équation  polaire  de  la  parabole  autour  du  foyer, 
établie  au  n”  et  qui  dispenserait  spontanément  de  formuler 
la  condition  la  plus  difficile.  Avec  les  notations  actuelles,  cette 
équation  serait 

i ni 

1— cos  (?  + »)’ 

en  la  modifiant , suivant  l’esprit  de  la  question , de  manière  à 
diriger  arbitrairement  l’axe  polaire.  Le  passage  de  la  conrbe 
aux  deux  points  donnés  fournira  aisément  la  détermination  des 
deux  constantes,  linéaire  et  angnlairc,  propres  à ce  type  analy- 
tique , et  qui  fixent , l’une  la  grandeur , l’autre  la  direction,  de 
la  parabole  cherchée.  En  conduisant  l’axe  polaire  vers  l’un  de 
ces  points,  on  aurait  ainsi  les  deux  relations 
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u'  — • " 1^'— 

1 — «»(?’+«)’  1 — cos«’ 

d’où , en  éliminant  m,  on  conclnra , ponr  l’angle  a , l’équation 
trigonomctrique 

1 — cos  » u" 

1 — cos  (y  + b)  «' 

dont  la  résolution  se  simpliGera  beaucoup  en  introduisant  les 
demi-an;,'lcs,  et  fera  connaître  la  double  indinaison  de  l’axe  de 
la  parabole  sur  un  tel  axe  polaire. 

Supposons  maintenant  que  le  foyer  donné  soit  remplacé  par 
la  directrice  ; la  solution  graphique  se  renversera  facilement , 
en  construisant  le  foyer  d’après  l’intersection  des  cercles  déjà 
considérés,  et  dont  les  rayons  seront  alors  les  distances  des 
deux  points  à la  directrice  donnée.  Il  en  résultera  enewe  deux 
paraboles  inégales,  quoique  parallèles.  Quant  aux  cas  d'iropos- 
sibHité  , ils  y consisteraient  d’abord  dans  le  passage  de  la 
directrice  à l’un  des  points  donnés,  ou  dans  sa  perpcndicnlaritc 
à la  droite  qui  les  joint  -,  mais , outre  ces  hypothèses  relatives  à 
des  conditions  précises , la  question  comportera  d’autres  excep- 
tions, de  nature  vague,  lorsque,  pa^e^mple,  la  directrice 
tombera  entre  ces  deux 'joints , ou , en  général , si  ceux-ci  sont 
trop  écartés. 

La  solution  analytique  sera  très-simple,  si  la  disponibilité 
des  axes  permet  de  prendre  la  directrice  donnée  pour  l’un 
d'eux , en  dirigeant  l’autre  vers  l’un  des  points  donnés,  l^ns 
cette  hypothèse , l’équation  focale  devient 

( — a)’ — 6)’ = X* , 

et  les  deux  passages  y détermineront  aisément  les  coordonnées 
inconnues  du  foyer  d’après  les  relations 

«’  + S’  — 2ax'  — 2e^'+y  ’ =0,  b’  -f  6’  - 26/'  -!-/'•=  0 J 
dont  la  soustraction  fournirait  une  équation  du  premier  degré 
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en  a et  6 , de  manière  à conduire  promptement  à une  équation 
finale  du  second  degré  en  a , par  exemple,  distance  du  fojer  à 
la  directrice.  La  première  classe  de  cas  d’impossibilité  s’y  an- 
noncerait naturellement  par  des  valeurs  nullœ , et  la  seconde 
par  l’imaginarité. 

En  supprimant  l’un  desdenx  points  donnés,  chacun  des  deux 
problèmes  précédents  deviendrait  indéterminé,  toutefois  suivant 
la  juste  mesure  qui  comporte  la  recherche  des  lieux  géométri- 
ques; en  assignant-,  non  des  positions  fixes,  mais  d’invariables 
trajets,  aux  divers  points  inhérents  à la  parabole.  Le  lecteur 
pourra  donc , à ce  sujet , s’exercer  à découvrir  des  lieux  plus 
ou  moins  remarquables,  surtout  ceux  du  sommet,  ou  du  point 
paramétrique. 

100.  Considérons  maintenant  les  propriétés  de  la  parabole 
quant  aux  tangentes.  En  un  point  quelconque  (.r',  y)  de  la 
courbe  y"'  = mx , la  tangente  aura  pour  équation , suivant  la 
théorie  générale , 


y-y 


Pour  en  déduire  sa  construction , il  suffit  d’y  chercher , en 
faisant  J' = 0,  l’abscisse  du  point  où  elle  rencontre  l’axe,  et 
on  trouve  x~  — x'  ; en  sorte  que  ce  point  T {fig.  71),  et  le 
pied  P de  l’ordonnée  sont  toujours  équidistants  du  sommet.  On 
énonce  communément  ce  résultat  en  disant  que , dans  la  para- 
bole , la  gous-tangente  TP  est  constamment  double  de  l’abscisse 
du  point  de  contact.  Mais  la  forme  la  plus  remarquable  sous 
laquelle  il  puisse  être  présenté , consiste  à reconnaître  que  la 
sous-nortiiale  PN  est  toujours  égale  à la  moitié  du  paramètre  : 
car,  en  toute  courbe,  le  triangle  rectangle  TMN  montre  que 
l’ordonnée  est  moyenne  proportionnelle  entre  la  sous-normale 

y’* 

et  la  sous-tangente , d'où  PN  = ,jTp  ; or  ici  TP  = 2x',  donc 
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NP  =-—j  = — . De  là  résulte  , en  sens  inverse , mie  nouvelle^ 

manière  d’envisager  le  paramétre  de  la  parabole , ainsi  rattaché 
à une  tangente  quelconque , comme  double  de  la  sous-normale. 


Au  sujet  de  ce  théorème,  il  convient  de  remarquer  une 
conséquence  spéciale , relative  à la  première  ébauche  spontanée 
d’une  importante  notion  géométrique,  que  l’analyse  transcen- 
dante peut  seule  d’ailleurs  convenablement  établir.  En  considé- 
rant une  normale  de  plus  en  plus  voisine  de  l’axe  de  la  para- 
bole, on  voit  ainsi  que  le  point  N où  elle  le  coupe , quoique  sc 
rapprochant  toujours  du  sommet , a pour  limite  le  point  G , 
deux  fois  plus  éloigné  que  le  foyer  F ; celte  extrême  position 
deviendrait  donc  ici  le  centre  du  cercle  qui , suivant  l’indication 
générale  du  n*  44  , aurait  en  O le  plus  intime  contact  avec  la 
courbe.  Sous  un  autre  aspect,  le  chemin  normal  dirigé  suivant 
l’axe,  à partir  d’un  point  situe  dans  la  concavité  de  la  parabole, 
serait  un  minimum  ou  un  maximum  selon  que  ce  point  de  dé- 
part se  trouverait  avant  ou  après  cette  limite  G. 

Le  théorème  fondaniciital  que  nous  venons  deremarquer,  sous 
diverses  formes,  pour  la  tangente  à la  parabole , acquiert  une 
nouvelle  importance  géométrique  quand  on  le  combine  avec 
la  propriété  focale.  Car,  celte  relation  OT=OP,  donne  aussitôt 
1 1 

FT  ou  OT  -j-  - w = FM  ou  a-'  -j-  - w : donc  les  angles  opposés 
4 4 

FMT  et  MTF  sont  constamment  égaux.  Ainsi , la  tangente  à la 
parabole  est  la  bissectrice  de  l’angle  formé  par  les  deux  droites 
menées  du  point  de  contact , l’une  an  foyer,  l'autre  perpendi- 
laircment  à la  directrice.  En  remarquant  d’ailleurs  que  ces 
deux  droites  MF  et  MQ  sont  constamment  égales  , il  s’ensuit 
'que  la  tangente  est  toujours  perpendiculaire  sur  le  milieu  de 
la  droite  FQ , qui  joint  le  foyer  à la  projection  du  point  de 
contact  sur  la  directrice  : ce  milieu  devant  sans  cesse  tomber 

21 
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CD  K,  on  voit  aussi,  comme  nouvelle  forme  de  la m<^me relation, 
que  les  projections  du  foyer  sur  les  diverses  (angonles  forment  * 
une  ligne  droite,  qui  est  la  tangente  au  sommet. 

Physiquement  envisagée,  d’après  la. lui  generale  de  la  ré- 
flexion de  ia  lumière  ou  de  la  chaleur,  cette  importante  pro- 
priété géométrique  explique  directemeut  l’idée  de  concentration 
ealorilique  que  rappelle  spontanément  le  nom  de  foyer.  Car , 
tout  rayon  de  lumière  ou  de  chaleur  qui  tomberait  sur  la  pa- 
rabole, parallèlement  à son  axe , devrait  ainsi  sc  réfléchir  tou- 
jours vers  le  foyer,  pour  maintenir  régalité  nécessaire  entre 
les  angles  de  réfli'xiun  et  d'incidence  formés  avec  la  tangente. 

De  la  parabole,  cette  propriété  s’étendrait  évidemment  au 
paraboluïde  résulté  de  sa  rotation  autour  de  son  axe  : en  sorte 
qu'un  tel  miroir  est  propre  à concentrer  en  un  |>oiul  unique 
la  chaleur  que  reçoit  sa  concavité  totale  .dans  une  même 
direction , sauf  l’inévitable  alTaiblisscment  qu’occasionne  toute 
réflexion^  En  sens  inverse,  un  semblable  rc^flccteur  est  souvent 
employé,  surtout  pour  les  phares , à rendre  parallèles  tous  les 
rayons  qui  divergent  d’un  même  point;  ils  peuvent  d'ailleurs 
être  ultérieurement  concentrés  en  un  antre  point,  d’après  une 
seconde  réflexion  analogue,  conloriuémenl à une  célèbre  expé- 
rience thermologiquc. 

Quant  à l’usage  purement  géométrique  d’une  telle  propriété, 
elle  offre  directement  l’avaulagc  de  s’adapter  indiiïércmment  à 
la  construction  de  la  tangente,  dans  k‘s  trois  cas  élémentaires 
qui  s’y  rapportent  communément,  selon  que  l’on  donne  le  point 
de  contact,  ou  la  direction,  ou  un  point  extérieur.  Pour  le 
premier  cas , il  suffit  d’élever  une  pi'rpendiculaire  sur  le  mi- 
lieu K de  la  droite  FQ  prccédcum;pnt  définie,  il  est  aisé  de 
vérifier  spécialement,  à la  manière  des  anciens,  qu’une  telle 
perpendiculaire  aura,  en  effet,  hors  de  la  parabole  tous  ses 
points  autres  que  N ; puisque  l’un  quelconque  M d’entre  eux, 


Digiiized  by  Google 


OCATRIÈME  PARTIE,  CHAPITRE  DEUXIÈME.  323 

se  Irouvant  ainsi  équidistant  de  F et  de  Q , sera  nécessairement 
plus  rapproché  de  la  directrice  que  du  foyer,  et  dès  lors  exté- 
rieur à la  courbe.  La  détermination  des  tangentes  à la  parabole 
ne  pouvait  donc , sous  cette  forme , offrir  aux  anciens  aucune 
difficulté  essentielle , aussitôt  qu’ils  ont  pu  |H‘Océdcr  d’après  la 
propriété  focale,  qui,  dans  leur  mode  d’étude,  a dû  consti- 
tuer, à tous  égards , le  principal  obstacle  propre  à la  théorie 
des  sections  coniques. 

Si  maintenant  on  veut  tracer  une  tangente  parallèle  à une 
droite  donnée,  la  droite  FQ  se  trouvera  immédiatement  déter- 
minable , et  par  suite  la  construction  précédente  s’appliquera 
également,  sans  même  que  l'intervention  graphique  de  la  pa- 
rabole soit  indispensable  pour  marquer  le  point  de  contact, 
qui  sera  suffisamment  assignable  d’apréÿ  sa  projection  Q sur  la 
directrice.  Quant  à la  solution  analytique  du  même  problème, 
elle  consisterait  d’abord  à trouver  rordonnée,  et  dès  lors 
l’abscisse,  du  point  de  contact,  en  renversant  la  lui  primor- 
diale tang  X = Mais  on  peut  aussi  traiter  directement  cette 

question , d’après  lu  principe  des  racines  égales , en  cherchant 
la  relation  du  coefficient  linéaire  au  coefficient  angulaire  qui 
rend  la  droite^  = ax b susceptible  de  toucher  la  courbe 

y'  — mx  ; OU  trouve  alors  ô = ^ ; d’où  résulte  l’équation  ' 


I "* 


qu’il  importe  de  remarquer  comme  la  plus  propre  à caractéri- 
ser une  tangente  quelconque  à la  parabole , quand  la  nature 
des  questions  exigera  que  cette  tangente  soit  surtout  considérée 
suivant  sa  direction  et  indépendamment  de  son  point  de  contact. 

Enfin , lorsque  la  tangente  doit  partir  d’un  point  extérieur 
N , la  droite  FQ  peut  encore  se  retrouver  aisément , puisque  1e 
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point  Q,  toujours  situé  sur  la  directrice,  est  d’ailleurs  à une 
distance  de  ce  point  N égale  à NF  ; en  sorte  qu'il  résultera  de 
l’intersection  de  la  dirccliice  par  le  cercle  décrit  du  centre  N 
avec  le  rayon  NP'.  Cette  rencontre,  nécessairement  double,  si 
le  point  donné  N est  vraiment  en  dehors,  déterminera  donc  les 
deux  droites  sur  les  milieux  desquelles  doivent  être  perpendi- 
culaires les  tangentes  cherchées , dont  la  construction  s’achè- 
vera dés  lors  comme  ci-dessus.  On  peut  remarquer,  à ce  sujet, 
que  si  le  point  M appartenait  à la  directrice,  ces  deux  droites 
auxiliaires,  et  par  suite  les  deux  tangentes,  seraient  nécessai- 
rement rectangulaires  ; ce  qui  permet  d’envisager  la  directrice 
comme  décrite  par  le  sommet  d’un  angle  toujours  circonscrit 
à la  parabole. 

La  solution  analytique  du  mémo  problème  ne  présente  aucune 
• difficulté,  d’après  les  explications  générales  du  n"  41 , pour 
trouver  les  coordonnées  du  point  de  contact , en  combinant  les 
deux  équations 

m , 

J'  — e = — (x— a),  J-  =wx. 

Mais  si,  sans  opérer  l’cliniination,  on  voulait  construire  le  ré- 
sultat en  coupant  la  parabole  donnée  par  le  lieu  qui  correspon- 
drait à la  preiiiièrc  équation  où  -r'  eiy  deviendraient  variables, 
il  faudrait  d'abord  la  transformer  à l aide  de  la  seconde,  afin 
d’éviter  le  lieu  parabolique  qu’elle  fournirait  spontanément. 
Ainsi  réduite  au  premier  degré , cette  équation 

mid — 2Cy+rm=0 

• 

représenterait  la  droite  qui  joindrait  les  deux  points  de  contact 
cherchés.  11  n’est  pas  inutile  d’y  remarquer  : 1°  que  le  point 
où  elle  rencontre  l'axe  de  la  parabole  resterait  invariable  si  le 
point  de  départ  des  deux  tangentes  se  déplaçait  perpendiculai- 
rement à cet  axe,  et  aussi  envers  une  autre  parabole  ayant  même 
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axe  et  même  sommet  ; puisque  l’abscisse  — a -.le  ce  point  est  iu- 
dépondante  de  6 et  dC  m\  2°  que  son  intersection  avec  1 axe  dos 
y ne  changerait  pas  si  le  point  de  départ  se  déplaçait  en  ligne 
droite  avec  le  sommet;  3“  que  ta  direction  de  cette  corde  des 
contacts  demeurerait  la  même  si  ce  point  donné  se  déplaçait 
parallèlement  à l’axe.  Ces  petites  remarques  offrent , intrinsè- 
quement , peu  d’intérêt , et  encore  moins  d’importance  : mais 
elles  peuvent  servir  à rendre  plus  sensible  aux  commençants 
l’exacte  interprétation  géométrique  des  résultats  algébriques  , 
considérés  même  relativement  aux  éléments  qui  n’y  entrent 
pas. 

Au  sujet  d’une  telle  construction  des  tangentes  menées  d’un 
point  extérieur  à la  parabole,  je  dois  signaler  une  propriété 
plus  essentielle,  commune  aux  trois  courbes  du  second  degré, 
et  tendant  à déterminer  directement  la  corde  des  contacts, 
d'après  deux  sécantes  quelconques  tirées  du  point  donné.  En 
joignant , d'une  part  latéralement , d'un  autre  part  diagonalc- 
ment,  leurs  quatre  intersections  avec  la' courbe,  il  en  résultera 
deux  couples  de  droites,  qui,  par  leurs  rencontres  respec- 
tives , détermineront  rinalerocnt  deux  poiots,  toujours  situés 
sur  cette  corde , et  dés  lors  suffisants  pour  la  tracer,  de  ma- 
nière à en  déduire  les  tangentes  cherchées  : ce  qui  constitue 
certainement,  à cet  égard,  la  plus  convénable  de  toutês  les 
solutions  graphiques  où  l’on  fait  intervenir  la  courbe.  Comme 
la  rencontre  des  lignes  transversales  ne  saurait  jamais  manquer, 
le  théorème  conserverait  toute  son  efficacité  si  lés  lignes  laté- 
rales devenaient  parallèles , puisque  la  droite  dierchée  aurait 
alors  la  même  direction.  Je  laisse  au  lecteur  l’exécution,  et 
même  l’institution , des  calculs  un  peu  longs  qu’exige  la  dé- 
monstration analytique  de  cette  proposition  remarquable,  dont 
l’origine  effective  est  peu  connue.  Le  principal  embarras  con- 
sistera k décider  si,  dans  le  choix  des  axes  les  plus  propres  à 
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simpliner  nne  telle  opération  , on  doit  préférer  la  pins  simple 
équation  des  trois  courbes  du  second  degré  j'*  = + 

sauf  à compliquer  les  équations  des  deux  sécantes  initiales;  ou, 
au  contraire,  aroir  essentiellement  en  vue  les  simpliriraiions 
relatives  à ces  deux  droites,  surtout  en  les  prenant  pour  axes,  à 
la  charge  d’employer  envers  la  courbe  l’équation  la  plus  géné- 
rale ay*-\-bxy-^cx'-\-dy-\-ex=z\.  Si  celte  délibération 
préalable  est  heureusement  accomplie , cet  exercice  analytique 
deviendra  peu  laborieux. 

101.  Parmi  les  nombreux  problèmes  auxquels  peut  donner 
lieu  la  considération  des  tangentes  à la  parabole,  je  me  bor- 
nerai à signaler  spécialement , comme  types , la  détermination 

I 

d’une  parabole  d’apres  deux  tangentes , ou  une  seule  et  un 
point,  conjointement  avec  le  foyer  ou  la  directrice.  La  solution 
graphique  consistera  surtout,  de  même  qu’au  n°  99,  à con- 
struire d’abord  la  directrice  ou  le  foyer.  Si  la  parabole , ayant 
un  foyer  donné , doit  toucher  deux  droites  données , il  est  aisé 
de  voir  que  chacune  d’elles  indiquera  nu  point  de  la  directrice, 
en  prenant,  par  rapport  à elle,  le  point  symétrique  du  foyer  ; si 
l’une  de  ces  tangentes  était  remplacée  par  un  point , la  direc- 
trice devrait  toucher  le  cercle  qui,  y ayant  son  centre , passerait 
an  foyer  ; on  aura  donc , en  l’un  ou  l’autre  cas,  la  directrice,  et 
par  suite  tout  ce  qui  concerne  la  parabole , en  joignant  deux 
points,  on  en  menant  d’un  point  une  tangente  à un  cercle; 
l’impossibilité  proviendrait,  dans  la  première  question , de  con- 
ditions précises,  tendant  à faire  passer  la  directrice  au  foyer, 
et,  dans  la  seconde,  elle  pourrait,  en  outre,  résulter  de  condi- 
tions vagues , relatives  à la  situation  du  point  intérieurement 
an  cercle.  Quand  la  parabole  desTait , au  contraire,  admettre 
une  directrice  donnée,  chaque  tangente  indiquerait  un  lieu  du 
foyer,  savoir  la  droite  formant  avec  elle  un  angle  égal  à celui 
qn’elle-mémo  ferait  avec  cette  directrice  ; et  dés  lors  le  foyer 


Digitized  by  Google 


QDATHlilMe  PARTIE,  CHAPITRE  DEUXIÈME.  327 

• Pésollerait  aisênu-nl  on  do  la  ronrontre  de  deux  pareilles  droiles,. 
ou  i^e  rinlersection  de  l’uiic  d’elles  par  le  cercle  tangent  à la  di- 
rectrice qui  aurait  pour  centre  un  point  donné  de  la  courbe.  . 

La  solution  analytique  de  ces  problèmes  ne  saurait  mainte- 
nant offrir  aucune  difficulté  d’institution , d'après  nos  principes 
généraux,  ni  même  aucun  embarras  d’exécution,  en  choisissant 
convenablement  les  axes  : les  indications  précédentes  y feront 
d’ailleurs  aisément  prévoir  la  nature  algébrique  des  divers 
symptômes  d’impossibilité , que  les  commençants  pourront  uti- 
lement vérifier.  Si,  par  exemple,  la  directrice  est  donnée , et 
qu’on  y placx;  l’axe  des^,  l’équation  de  la  parabole  sera,  comme 
ou  n"  99, 

y_2  8 «a:  + (8’+ «’)  = 0. 

Dés  lors,  pour  y formuler  le  contact  d’une  droite  y=ax  sur 
laquelle  on  aurait  choisi  l’origine,  le  principe  des  racines  égales 
fournira  la  relation 

2a6  = (a’— l)a. 

<r  En  écartant  toute  autre  condition  , la  parabole  serait  indéler- 
miiice , mais  susceptible  de  lieux , parmi  lesquels  cette  relation 
indique  spontanément  celui  du  foyer  : il  est  aisé  d’y  reconnaître 
la  droite  ci-dessus  introduite.  Ce  cas  est  remarquable  par  la 
nature  uniformément  rectiligne  de  tous  ces  lienx  ; comme  le 
lecteur  peut  facilement  le  constater  en  passant  analytiquement 
de  ce  lieu  immédiat  du  foyer  à ceux  qui  en  dériveraient , plus 
ou  moins  indirectement , pour  le  sommet , le  point  paramé- 
trique, etc.  Une  remarque  générale,  utile  à signaler  ici,  à ' 
cause  de  son  efficacité  en  divers  autres  cas  analogues , explique 
aussitôt  cette  particularité^  d’après  le  principe  géi^^tri^e 
qui  sert  de  meilleure  base  à la  théorie  analytique  de  la  simili- 
tude des  courbes  : car,  les  courbes  ici  comparées  étant  toujours 
semblables , d’ailleurs  placées  parallèlement  à cause  de  la  di- 
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rcctrice  commune,  cl  ayant,  en  outre,  pour  centre  évident  de 
similitadc  ou  d'homologie  l’intersection  de  cette  d|rccli;iceavec 
la  commune  tangente , tous  les  lieux  qui  s’y  rapporteront 
seront  nécessairement  des  droites  dirigées  vers  ce  point. 

Le  plus  intéressant , à tous  égards  , des  lieux  très-multipliés 
que  produirait  la  parabole  considérée  quant  à ses  tangentes  , 
consiste  dans  la  cissoïde , résultée  de  la  projection  du  sommet 
sur  les  tangentes.  En  discutant  directement  une  telle  déûuition , 
il  est  d’abord  aisé  d'y  reconnaître  une  courbe  nécessaii^ment 
symétrique  autour  de  l’axe  de  la  paratole,  commençant  an 
sommet  où  elle  touche  cet  axe , et  finissant  à la  directrice  qui  loi 
est  asymptote  ; cetle  dernière  condition  résulte  de  ce  que , la  ' 
projection  d’une  distance  étant  au  plus  égale  à sa  longueur,  la 
firojection  du  sommet  sur  une  tangente  quelconqué  ne  peut 
jamais  s’écarter  de  celle  du  foyer,  que  nous  savons  appartenir 
toujours  à la  tangente  au  sommet,  que  d’une  quantité  au  plus 
égale  à la  distance  du  sommet  à la  directrice  ; une  telle  prévi-  » 
sion  est  d’ailleurs  en  harmonie  avec  la  notion  de  la  directrice 
comme  lieu  des  intersections  des  tangentes  rectangulaires.  Sij| 
maintenant  on  cherche  l’équation  du  lieu  proposé,  soit  d’apres 
l’équation -de  la  tangente  relative  au  point  de  contact,  soit 
d’apres  celle  qui  se  rapporte  à sa  direction  , on  trouvera  très- 

y — JT* 

facilement  l’équation  — : , où  l’on  reconnaît  aussitôt 

la  cissoïde  annoncée.  En  renversant  cette  importante  liaison 
entre  deux  courbes  que  l’on  croit  d’ordinaire  fort  hétérogènes, 
ori  pourrait  déduire  la  parabole  de  la  cissoïde , comme  tangente 
an  système  des  perpendiculaires  menées , en  chaque  point  de 

Sllc-^aux  cordes  parties  de  l’origine  : mais  cettç  inversion , 
[il  ^drail  analytiquement  retenir  de  l’équajion  générale 
* m 

des  tangentes  paraboliques  y=ax-\-  — à celle  de  la  courbe 
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correspondante  •exigerait  n^ssairement  l’analyse  transcen- 
dante. Au  reste ^ une  telle  connexité  mntuelle  doit  peu  étonner 
entre  des  courbes  qui,  au  fond,  découlent  d’une  même  source 
géométrique  ; puisque  nous  avons  remarqué,  au  début  de  ce 
chapitre , que  la  parabole  peut  dériTCr  du  cercle  tout  aussi  di- 
rectement que  la  cissoïde , quoique  suivant  une  tout  autre 
loi.. 

Quant  aux  lieux , en  quelque  sorte  inverses , résultés , au 
contraire , dii  déplacement  de  la  parabole  elle-même  envers 
certaines  tangentes  , je  me  bornerai  à considérer,  comme  type, 
celui  qui  correspondrait  aii  sommet  d’une  parabole  invariable 
mue  de  manière  à toucher  constamment  deux  droites  fixes , 
, que  je  supposerai,  pour  simplifier,  rectangulaires.  L’apprécia- 
tion directe  d’une  telle  définition  indique  aisément  une  courbe 
symétrique  autour  de  ces  deux  droites  , et  même  de  leurs  bis- 
sectrices , surtout  en  considérant  que  la  directrice  doit , à raison 
de  la  perpendicularité  de  ces  tangentes  , passerdoujours  à leur 
intersection  : un  examen  plus  attcnlir  démontre  aussi  que  ces 
deux  droites  doivent  être  asymptotes  du  lieu  cherché,  puisque, 
leur  rectangularité  ne  permet  à chacune  de  contenir  le  sommet 
qu’autant  que  l’antre  s’en  éloigne  à l’infini.  Pour  trouver  l’équa- 
tion du  lieu  , la  marche  la  plus  analytique  consisterait  à partir 
de  l’équation  focale  de  la  parabole , afin  d’y  formuler  les  deux 
contacts  et  ensuite  le  paramétre.  On  abrégera  un  peu  l’opéra- 
tion si , plaçant  les  axes  selon  les  deux  droites  fixes , on  re- 
marque le  passage  nécessaire  de  la  directrice  à l’origine  : l’équa- 
tion sera  ainsi 

en  y supposant//-!- 9’=!,  vu  le  caractère  parabolique.  Il  suf- 
fira dés  lors  d’y  exprimer  le  contact  avec  l’un  des  axes  , ce  qui 
donnera  la  relation  (1 — p'“)ë'z=p\'.  Quant  au  paramètre  donné 
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wi,  en  le  concevant  double  de  la  dMance  dn  foyer  à la  direo- 
tricc,  on  aura  la  nouvelle  condition  = qui , com- 

binée avec  les  deux  précédentes  , permettra  d’éliminer  p et  7, 
en  conservant  a et  6/  Le  lieu  du  foyer  étant  ainsi  trouvé,  on 
en  déduira  celui  du  sommet,  en  regardant  ce  point  comme 
situé  à la  fois  sur  la  courbe  et  sur  la  perpendiculaire  menée  du 
foyer  à la  directrice. 

Un  autre  mode,  moins  complètement  analytique  que  le  pré- 
cédent , mais  plus  simple  , et  d'ailleurs  assez  général  pour  être 
imité  envers  toute  autre  courbe  invariable  mue  autour  de  deux 
droites  fixes,  cônsisler.iil  à procéder  par  inversion,  en  suppo- 
sant la  parabole  immobile , afin  de  chercher,  d’après  sa  plus 
simple  équation  , la  relation  consianle  entre  les  distances  de 
son  sommet , de  son  foyer,  ou  de  tout  autre  point  singulier,  à 
deux  tangentes  rectangulaires  quelconques.  En  prenant,  pour 
• ^ 

l’une  d'elles , l’équalion,y  = aar-j-  — alors  éminemment  cou- 

4a 

venable , celle  de  l'autre  serait  donc^  = — - x — Leurs 

ti  4 

distances  a/,  y,  à l’origine,  qui  deviendraient  finalement, 
envers  les  axes  déjà  indiqués , les  coordonnées  du  lieu  du 
sonniet , seraient  exprimées  par  les  deux  formules 

, m • ma 

~ - - - - 

te’ 

entre  lesquelles  l’élimination  du  coeflicient  variable  a fourni- 
rait aisément  l'équation  cherchée. 

Cette  seevide  solution  , dont  le  principal  avantage  consiste  à 
dispenser  spontanément  de  formuler  l’invariabilité  de  la  courbe 
mobile,  poufrail  être  présentée  sous  une  autre  forme  , essen- 
tiellement équivalente , d'après  les  formules  relatives  à la 
transposition  des  axes , en  exprimant , dans  l'cquatiou  mx 
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ainsi  généralisée,  les  deux  .conditions  de  contact  envers  les 
nouveaux  axes  ; ce  qui  permettrait , par  l’élimination  des  trois 
constantes  auxiliaires , d’obtenir  une  équation  Onalc  entre  les 
nouvelles  coordonnées  d’un  point  quelconque  dont  les  anciennes 
seraient  connues.  Mais  cette  transformation  analytique  du 
mode  précédent  diminuerait  sa  simplicité,  sans  pouvoir,  au 
fond , rien  ajouter  à sa  généralité  réelle. 

102.  Tous  les  problèmes  sur  les  tangentes  peuvent  suggérer  • 
autant  de  nouvelles  questions  envers  les  normales.  Quoique  ces 
dernières  rechercbcs  soient  nécessairement  assujetties  aux 
mêmes  principes  que  les  premières , ce  qui  dispense  d’y  insister 
beaucoup  ici , leurs  résultats  seront  cependant  plus  compliqués; 
ainsi , par  exemple  , tandis  que  le  lien  des  intersections  des 
tangentes  rectangulaires  est,  pour  la  parabole  , une  ligne 
droite,  celui  qui  correspond  aux  normales  respectives  est  une 
courbe,  que  j’engage  le  lecteur  h cbercher.  Je  me  bornerai  à 
considérer  spécialement  le  plus  important  de  ces  nouveaux 
, problèmes,  consistant  à mener  une  normale  par  un  point  quel- 
conque du  plan.  Sa  solution  analytique  revient  à déterminer  le 
point  correspondant  de  la  parabole , d’après  l’équation  de  cette 

courbe  combinée  avec  la  conditiony — 6 = (x' — a),  qui  * 

• fît 

exprime  le  passage  de  la  normale  au  point  donné  a,  g.  On 
trouve  ainsi  , pour  l’ordonnée  d’incidenoe,  l’équation  du 
troisième  degré 

/Tl  1 

y^+"»(2  — “)y — 

qui  indique  algébriquement  l’existence  d’une  seule  normale  ou 
de  trois,  selon  les  relations  des  données  «,  6.  Ces  deux  cas  or- 
dinaires seront  séparés  par  le  cas  exceptionnel  de  deux  nor- 
males, correspondant  à l'égalité  de  deux  des  racines  de  cette 
équation.  En  cherchant  la  relation  entre  a et  g nécessaire  pour 
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celte  égalité , soit  d’après  la  méthode  employée  aa  n®  43,  soit 
suivant  tout  autre  mode  algébrique,  on  trouvera;  plus  ou* 
moius  commodément , l’équation 


Sun  lien  géométrique  déterminera  une  courbe  d’un  côté  de  la- 
quelle il  pourra  partir  trois  normales , tandis  que  de  l’autre  on 
n’en  pourra  mener  qu’une  âfcule  : il  est  d’ailleurs  facile  d’éviter 
toute  méprise  à cet  égard , même  indépendamment  des  notions 
algébriqocs  spéciales , en  considérant  que  si  £ était  assez  petit, 
et  surtout  nul , on  pourrait  certainement  tirer  trois  normales. 
Ainsi , la  première  région  est  située  entre  les  deux  brandies  do 
cette  courbe  auxiliaire , et  tout  le  reste  du  plan  présentera 
l’autre  cas.  La  courbe,  aisée  à reconnaître , appartient  au 
troisième  genre  de  la  famille  générale  des  paraboles  (n”  79) , 
puisque  l'équation  devient  binôme  en  transportant  l’origine  en 
G (fiff.  71) , où  commence  nécessairement  le  lieu  HGH'  : il  est 
facile  de  constater  que  sa  rencontre  avec  la  parabole  correspond 
à une  abscisse  OL  octuple  de  celle  du  foyer. 

Une  suffisante  appréciation  de  la  déGnition  précédente  peut 
conduire  nalnrellement  à la  plus  importante  propriété  de  celle 
courbe  auxiliaire,  consistant  en  ce  qu’elle  touche  lonlcs  les  nor- 
males de  la  parabole,  comme  l’indique  déjà  l’équation  envers 
la  première  d’entre  elles , ou  l’axe.  Car,  si  l’une  d’elles  péné- 
trait dans  sa  concavité , il  partirait  évidemment  plus  d’une  nor- 
male de  tous  les  points  qui  s’y  trouveraient  compris  ; puisque , 
outre  celle-là,  il  en  existerait  au  moins  une  autre , correspon- 
dante à la  moitié  adjacente  de  la  parabole  ; or,  celle  coexis- 
tence deviendrait  directement  contraire  à l.i  deslinalion  géomé- 
trique d'un  tel  lieu,  de  la  concavité  duquel  nous  venons  de 
constater  qu'il  ne  saurait  émaner  jamais  qu’une  seule  normale. 
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Au  res(c , il  serait  aisé  de  vérifier  analytiquement  une  telle 
propriété  , en  cherchant  d’abord  la  relation  entre  a et  6 propre 
à rendre  une  droite  indéterminée^  normale  à la  pa- 
rabole d’après  l’assimilation  à l’équation  primitive  de 


la  normale  y — y= 


— 2y 


(x — x') , en  procédant  comme  an 


tn 

n°  43  pour  les  tangentes.  L’équation  générale  des  normales  à 
la  parabole  deviendrait  ainsi  finalement , envers  l’origine  G, 


, y=ax — - ma}  ; et  dès  lors  on  pourrait  sans  difficulté  consta- 


ter, par  les  voies  ordinaires , que , quel  que  soit  a , cette  droite 

1 6 

touche  constamment  la  courbe  auxiliaire  y = - - — 3}. 

lim 

*D’aprés  une  telle  propriété  , chaque  point  de  ce  lieu  pourrait 
être  conçu  comme  l’intersection  de  deux  normales  infiniment 
voisines , conformément  à ce  que  nous  savions  déjà  pour  le  seul 
point  initial  (n°  100).  11  eu  résulterait  donc  aussi,  envers  un 
point  quelconque  de  la  parabole,  la  détermination  du  cercle  le 
plus  tangent  possible  , précédemment  obtenu  à l'égard  du 
sommet  seulement.  C’est  ainsi  que  l’analyse  ordinaire  peut 
ébaucher,  en  certains  cas , une  éminente  recherche  géomé- 
trique, d’ailleurs  essentiellement  réservée,  par  sa  nature,  à 
l’analyse  transcendante , sans  laquelle  cette  question  ne  saurait 
ordinairement  acquérir  la  netteté  et  la  précision  qu’elle  a pu 
ici  présenter  exceptionnellement  an  sujet  de  la  parabole. 

103.  Il  faut  maintenant  apprécier  une  troisième  série  de 
propriétés  essentielles  de  la  parabole , celles  qui  concernent  ses 
diamètres  : les  principales  d’entre  elles  ont  déjà  été  signalées, 
dans  la  troisième  partie  de  ce  traité , d’après  l’équation  la  plus 
générale  ; en  sorte  qu’il  suffira  d’indiquer  ici  comment  elles 
ressortent , d’une  manière  plus  simple  et  plus  nette,  de  l’équa- 
tion spéciale En  y appliquant  notre  seconde  méthode 


i 


Digilized  by  Googlc 


334 


GÉOMÉTRIE  PLiVÜE. 


des  diamètres , oa  même  la  première , elle  conduit  très-aisé- 
ment  à l’équation  2 au  = m , pour  un  diamètre  quelconque  , 
correspondant  à des  cardes  dont  le  coefficient  angulaire  est  a. 
On  voit  ainsi  directement  que  tous  les  diamètres  de  la  parabole 
sont  des  lignes  droites , parallèles  à son  asc.  Réciproquement , 
toute  parallèle  à l’axe  est  un  diamètre , relatif  à des  cordes  pa- 
rallèles à la  tangente  meifèe  de  sou  unique  intersection  avec  la 

courbe  ; car  a = indique  le  coefficient  angulaire  de  la 

tangente  qui  œrrespond  à une  ordonnée  u.  L’axe  est  donc  le 
seul  diamètre  perpendiculaire  à scs  cordes , et  tous  les  autres 
sont  de  plus  en  plus  obliques  aux  leurs  à mesure  qu’ils  s’é- 
loignent de  Ini. 

Quand  il  s’agit  de  déterminer  la  parabole  d’après  des  condi- 
tions relatives  aux  diamètres , il  faut  considérer  que  chaque 
diamètre  donné,  isolément  de  ses  cordes,  indique  seulement  la 
direction  de  Taxe  ; en  sorte  que  la  mulliplicilè  de  tels  diamètres 
ne  saurait  constituer  aucune  restriction  nouvelle.  Mais  il  n’en 
est  plus  ainsi  lorsqu’on  donne  en  même  temps  la  direction  des 
cordes  correspondantes  : alors , chacun  de  ces  diamètres  fournit 

une  relation  distincte  tanga=:  ^ , entre  sa  distapce  4 à l’axe 

inconnu  et  l’obliquité  a de  scs  cordes;  une  seconde  relation 

semblable  tanga  = ^,  déterminerait  aisément  m, aussi  bien 

que  h et  h',  dont  la  difTércncc  est  connue , et  égale  à la  dis- 
tance des  deux  diamètres  donnés.  Apres  avoir  ainsi  obtenu  l’axe 
et  le  paramètre  de  la  parabole , il  ne  resterait  d’arbitraire  que 
la  position  spéciale  de  son  sommet , que  de  telles  conditions  ne 
sauraient  jamais  fixer  ; puisque  toutes  les  parabjles  égales 
placées  sur  le  même  axe  ont  nécessairement  tous  leurs  diamètres 
communs  envers  les  mêmes  systèmes  de  cordes  : si , dans  c«  cas , 
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on  donnait,  en  outre  , un  point  de  la  parabole  i ou  une  tan- 
gente, il  serait  aisé  de  compléter  sa  détermination. 

. Ün^ieut  facilement  prévoir  la  forme  que  prendrait  l'équalion 
de  la  parabole , en  eboisissant  pour  axes  un  diamètre  quel- 
conque et  la  tangente  correspoudanle.  Car,  cette  condition 
devant  exclure  tous  les  termes  contenant  la  première  puis- 
sance de  ronlonuce  , le  caractère  parabolique  b' — 
exigerait  d’ailleurs  que,  vu  1 absence  des  afy^  les..t'’  man- 
quassent aussi  ; enlin,  la  position  de  l’origine  sur  la  courbe 
supposerait’  la  disparition  du  terme  constant.  Parmi  les  six 
termes  propres  aux  équations  du  Kcond- degré  , il  n’en  pour- 
rait donc  subsister  que  deux  , et  1 équation  conserverait  né- 
cessairement la  même  forme  y"  = :n'x'  qu’à  l’égard  des  axes  , 
qui  ne  se  distinguent , à cet  égard  , que  par  leur  rectangularité. 
11  serait  d ailleurs  facile  de  prolonger  cette  prévision  jus<]u’û 
déterminer  d’avance  la  valeur  du  paramètre  varlbblc  m' d'après 
la  po.sitiou  du  diaii.être  correspondant,  ind<  pendamment  de 
tout  calcul  de  transpositiou  d'axes  : car,  il  suUirait  àiusi  de 
connaître  les  nouvelles  coordonnées  d'un  seul  point  ; or,  cela 
ne  présente  aucune  diiliculté  envers  le  sommet,  à l’egard 
duquel  la  consti  uctmu  des  tangentes  donne  aussitôt  x'=a,  et 

y=  \/ô*-f.  a et  à désignant  les  anciennes  coordonnées  de 
l’origine  actuelle;  d'où  m'=m+\a.  Toutes  ces  indications 
seront  aisément  vérifiées  en  exécutant , suivant  les  formules 
ordinaires,  le  passage  des  anciens  axes  aux  nouveaux,  dont 

l’un  donne  X'=0,  et  l’autre  taDgY'=^,  l.a  loi  relative  à la 

variation  du  paramétre  m'  revient  évidemment  à le  concevoir 
toujours  comme  quadruple  de  la  distance  de  l’origine  corres- 
pondante au  foyer  ou  à la  directrice  ; en  sorte  que  le  para 
mètre  principal  rn  est  le  moindre  de  tous , en  tant  qu’il  corres- 
pond à l’origine  la  plus  rapprochée  du  foyer  : U fallait  bien 
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d’aillcors  qae  l’augmentation  continue  de  ce  coefficient^  com- 
pensât robfiqulté  croissante  des  axes  qui  s’y  rapportent. 

Cette  nouvelle  équation  de  la  parabole  doit  néceidÉiirftnent 
conduire  aux  mêmes  résultats  que  l’ancienne  , pour  toutes  les 
déterminations  qui  n’exigent  pas  la  rectangularité  des  axes.  Il 
faut  surtout  le  remarquer  envers  la  tangente  , quant  à l’exten- 
sioiÜ^’acquicrt  ainsi  le  théorème  fondamental  : la  sous-tan- 
gente  est  double  de  l’abscisse.  La  possibilité  de  l'appliquer  dés-- 
ormais  à un  ^diamètre  quelconque*  facilitera  la  construction  de 
la  tangente  , d’abord  quand  le  point  de  contact  es(  donné  , et 
ensuite  dans  les  deux  autres  cas  élémentaires.  Mais  la  loi 
‘ remarquable  propre  à la  sous-normalc  ne  comporte  pas  une 
pareille  généralisation  , parce  qu’elle  suppose  des  ordonnées 
perpendiculaires. 

Afin  de  résumer  commodément  l’ensemble  des  principales 
propriétés  de  ta  parabole,  il  convient  de  les  appliquer  à une 
question  , d’ailleurs  utile , dont  toute  la  diflicultc  réside  dans 
leur  jucficieusa  combinaison.  Elle  consiste  à reconstruire  tous 
les  éléments  géométriques  d’une  parabole  d'apres  une  portion 
tracée  de  sa  circonférence.  Quel  que  soit  cet  arc , on  y pourra 
toujours  mener  denx  cordes  parallèles  , dont  les  milieux  dé- 
termineront d’abord  un  diamètre , et  par  suite  la  direction  de 
l’axe  , en  sorte  qu’il  suffirait  de  trouver  un  point  de  celui-ci. 
Or,  le  foyer  peut  être  aisément  obtenu  ; car,  la  parallèle  à ces 
cordes  menée  à l’intersection  de  ce  diamètre  avec  l'arc  donné 
devant  être  tangente , la  ])ropriété  caustique  de  la  parabole  in- 
diquera aussitét  une  droite  allant  au  fdycr  chcrclié  : une 
seconde  tangente  , et  dès  lors  un  second  lieu  semblable , sera 
facile  à construire  , soit  de  la  même  manière  , soit  par  la  sous- 
tangente.  Le  foyer  étant  ainsi  trouvé  , on  en  déduira  aisément, 
l’axe , le  sommet , la  directrice , et  le  paramètre. 

104.  Pour  compléter  l’étude  de  la  parabole , il  ne  reste  plus 
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qu’à  y considérer  ce  qui  concerne  sa  quadrature  , à laquelle 
nos  méthodes  conviennent  directement.  D’après  la  règle  géné- 
rale du  n"  71,  le  segment  parabolique  OMP  ( /îgr.  72)  sera  les 
deux  tiers  du  rectangle  OMPQ,  formé  par  les  coordonnées 
extrêmes,  et  le  segment  OMQ  en  sera  le  tiers.  Sous  cette 
dernière  forme,  ce  résultat  pourrait  être  directement  obtenu, 
sans  recourir  à la  méthode  analytique,  à l’aide  d’une  compa- 
raison spéciale  que  je  dois  signaler.  Elle  consiste  à remarquer 
que , les  abscisses  croissant  ici  comme  las  carrés  des  ordonnées , 
les  éléments  rectangulaires  du  segment  OIVIP  suivent  la  même 
loi  que  les  éléments  prismatiques  d'une  pyramide  d’égale 
hauteur,  pareillement  décomposée  en  tranches  équidistantes.  Il 
sufRt  d’étendre  cette  constante  analogie  aux  limites  respectives 
des  denx  sommes  élémentaires  , pour  en  conclure  que  la  qua- 
drature du  segment  parabolique  équivaut  numériquement  à la 
cubature  d’une  pyramide  de  même  hauteur  et  de  base  numéri- 
quement équivalente  : dès  lors , la  règle  connue  sur  la  mesure 
de  la  pyramide  conduit  aussitôt  à celle  de  ce  segment , d’après 
le  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur,  conformément  à la 
théorie  analytique. 

Archimède  a découvert  cet  important  résultat  sons  uue  forme 
qui  mérite  d’être  conservée , en  considérant  l’aire  ONM,  com- 
prise entre  l’arc  parabolique  OM  cl  sa  corde.  Celte  aire  se  dé- 

2 

doit  aisément  du  segment  OMP=  -x^,  en  retranchant  le 

ô 

triangle  OMP  ou  ~ xy.  Or,  au  lieu  de  comparer  le  reste 

J* 

g XJ'  au  rectangle  OMPQ,  Archimède  avait  été  naturellement 

conduit  à introduire  le  triangle  NOM,  de  même  base  OM  que  le 
segment,  et  dont  le  sommet  N était  placé  au  point  où  la  tan- 
geutc  est  parallèle  à cette  base  commune,  c’est-à-dire  à l'iulei-; 

22 
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sectioo  do  la  parabole  aroc  le  diamètre  correspondant  à la 
corde  OM  ; ce  point  N était  alors  assez  jastenicnt  nommé  le 
gommet  propre  du  segment  paraboliqueONM.  En  opérant  cette 
comparaison , le  lecteur  reconnaîtra  sans  difficnlté  qne  ce  seg- 

4 

ment  est  les-  du  triangle  correspondant.  L’utilité  permanente 

d’un  tel  énoncé  consiste  dans  son  extension  si)ontanée  à l’aire 
HIL  comprise  entre  un  arc  quelconque  de  parabole  et  sa  corde. 
Quelle  que  soit  l’origine  11  de  cel  are,  il  suflit , en  effet,  de  con- 
cevoir la  courbe  rapportée  au  diaraèire  et  à la  tangente  qui  y 
passent  : comme  l’équation  conserve  alors  la  forme  primitive 
y = mxy  le  rapport  déduit  de  celle-ci  reste  encore  applicable, 
puisque  la  méthode  des  quadratores  n’exige  d’ailleurs  nnlle- 
ment  la  rectangularité  des  axes.  Ainsi,  le  segment  parabolique 
4 

lllL  est  toujours  les  — du  triangle  HIL  de  même  base  jet  de 
même  sommet. 

Notre  théorie  des  quadratures  fournit  aisément  la  mesure  des 
principaux  volumes  produits  par  la  révolution  de  la  parabole, 
soit  que  le  segment  OMP  tourne  autour  de  OX , ou  le  segment 
OMQ  autour  de  OY.  Suivant  la  loi  de  réduction  = la  pre- 
mière cubaturc  dépend  de  la  quadrature  de  la  ligne  z = mx  ; 

d'où  11  résulte , d’après  la  règle  ordinaire,  V = En  compa- 
rant ce  volume  à celui  du  cylindre  produit  par  la  révolution 
du  rectangle  OMPQ,  on  énonce  géométriquement  ce  résultat 
en  disant  que  le  paraboloide  est  la  moitié  du  cylindre  de 
même  baie  et  de  même  hauteur.  Quant  au  volume  engendré 
par  le  segment  convexe  ÜMQ  autour  de  la  tangente  au  sommet, 
il  convient,  afin  de  ne  pas  altérer  sans  motif  la  notation  habi- 
tuelle de  notre  régie,  où  l'axe  de  révolution  était  supposé 
coïncider  avec  celui  des  x,  de  renverser  la  situation  et  l’éqoa- 
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tion  de  la  |>arabole.  Scs  lors,  d’après  l'cquation  la  loi 

de  rédaction  donne  ici  3 = —-  pour  la  courbe  auTiliairc,  dont 

nr 

la  quadrature  doit  déterminer  le  volume  cherché,  qu’on  trouve 

ainsi  exprimé  par  V =-^^-  Pareillement  comparé  au  cylindre 

circonscrit , il  en  est  seulement  le  cinquième. 

De  ces  deuxcubaturcs,  également  accessibles  à nos  méthodes 
actuelles , la  première  avait  seule  été  accomplie  par  Archimède, 
et  l’on  peut  assurer  que  la  géométrie  ancienne  ne  permettait 
pas  de^  trouver  la  seconde  : ce  qui  est  très  propre  à faire 
sentir  la  supériorité  de  la  marche  analytique , qui , mémo  avec 
des  ressources  aussi  bornées  que  celles  ici  employées  à cet 
égard , ccnsportc  ^nlanément  une  variété  d’applicatioa  géo- 
métrique, nécessairement  interdite  aux  plus  éminents  efforts 
du  génie  antique. 

La  combinaison  de  ces  deux  résultats  permettrait  de  déter- 
miner aisément,  d’après  la  régie  de  Guldin , le  contre  de  gra- 

3 

ritédu  segment  OMP,  dont  les  coordonnées  scrontainsix,  3= 

3 


CHAPITRE  III. 

Théorie  de  l’ellipse. 

105.  Une  ftds  ramenée  à la  forme  p a’  -|-  qy'  = 1 , /»  et  9 
étant  positifs , l’équation  de  l’ellipse  indique  très-dairemeiit 
la  figure  générale  de  celto  courbe , composée  de  quatre  parti» 
identiques,  s’étendant  d’an  axe  à l’autre,  en  se  rapprochant 
du  second  à mesure  qu’elle  s’éloigne  du  premier.  Entre  ces 
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deux  limites , la  distance  au  centre  augmente  ou  diminue  sans 
cesse  ; en  sorte  que  les  sommets  de  l’ellipse  sont  les  points  les 
plus  rapprochés  ou  les  plus  éloignés  du  centre , comme  le  con- 
firme d’ailleurs  la  marche  des  tangentes , d’après  le  coefficient 

px 

angulaire  tang  a = — — , nul  ou  infini  aux  extrémités  de  cha- 

«r 

que  quart.  Par  ce  motif,  les  diamètres  rectangulaires  correspon- 
dants à ces  sommets  sont  justement  qualifiées  de  grand  axe  et 
petit  axe.  On  facilitera  habituellement  l’interprétation  géomé- 
trique de  l’équation , en  les  y introduisant  comme  coefficients, 
à la  piacc  des  constantes  purement  abstraites  et  En  dési- 
gnant leurs  moitiés  par  a et  b,  qui  indiquent  donc  les  plus 

grandes  valeurs  des  coordonnées  respectives,  on  aura  p sa—, 
g , et  l’équation  s’écrira 

= l ou  ay-féV=a’i>. 

Ces  deux  dimensions  caractéristiques , dont  le  rapport  est  le 
même  dans  toutes  les  ellipses  semblables , sont  nécessairement 
inégales,  à moins  que  l’ellipse  ne  devienne  circulaire  : nous 
supposerons  communément  a'^b. 

Si  l’on  vonlait  déduire  de  cette  équation  la  description  de  la 

courbe  par  points,  il  suffirait  de  dégager^  s=  - a' — x' , pour 

construire  cette  formule  par  les  moyens  ordinaires.  Mais  cette 
construction  peut  s’accomplir  sous  une  forme  également  simple 
«t  lumineuse , qu’il  importe  d’apprécier,  en  comparant  l’or- 
donnée de  l’ellipse,  à abscisse  égale,  avec  celle  = du  cercle  cir- 
conscrit, dont  legrand  axe  serait  le  diamètre.  Car,  on  auraitains 
y:  zr.  b : a i 

d’où  il  soit  ouc  l’ellipse  dérive  du  cercle  en  y diminuant  propor- 
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lionnellpmenl  loulcs  les  ürdoauécs  rclalives  à un  mOme  tliniiiû* 
Ire.  Uuc  telle  réduction  s’opère  s|K>ntânéiuenl  quand  un  pro- 
jette  le  cercle  sur  un  plan , que  l’on  peut  toujours  supposer  , 
pejur  plus  de  facilite  , mené  du  centre  : puisque , en  rapportant 
les  deux  courbes  au  commun  diamètre , résulté  de  l’intersection 
de  leurs  plans  , les  ordonnées  de  la  seconde  seront  les  projec- 
tions de  celles  de  la  première  sous  une  même  obliquité , dont 
le  cosinus  indiquera  le  rapport  des  deux  axes  de  l’ellipse  ainsi 
produite.  Le  même  cercle  diversement  projetté  peut  donc  faire 
naître  des  ellipses  de  toute  forme,  mais  non  de  toute  grandeur, 
leur  grand  axe  étant  toujours  égal  à son  diamètre. 

Si  l’on  comparait  l’ellipse  au  cercle  inscrit , ayant  pour  dia- 
mètre le  petit  axe , on  trouverait  également , à ordonnée  égale, 
un  rapport  constant  entre  les  abscisses  x et  t : en  sorte  que 
l’ellipse  dérive  du  cercle  en  y augmentant  proportionnellement 
toutes  les  ordonnées  relatives  à un  même  diamètre, aussi  bien 
qu’en  les  diminuant. 

D’après  cette  double  comparaison , la  construction  de  l’ellipse 
par  points,  quand  ses  deux  axes  sont  donnés,  s'opère  facilement 
à l’aide  des  deux  cercles  correspondauls.  Il  suffit  de  prolonger 
chaque  parallèle  à l’un  ou  à l’autre  des  axes  jusqu’au  cercle  cir- 
conscrit, et  de  projetter  ensuite  sur  elle  l'intersection  du  cercle 
inscrit  avec  le  rayon  mené  de  cette  extrémité. 

Une  simple  transposition  de  la  proportion  précédente , 
— jc'  ::ù:a,  conduit  à une  autre  description  dcrdlipso, 
par  un  mouvement  continu  fort  simple.  Car,  en  l’écrivant 

\/a*— x’  : a, 

elle  indique  directement  que,  de  chaque  point  de  l’ellipse , on 
peut  mener , entre  les  deux  axes , une  droite  dont  les  deux 
parties  seraient  invariablement  égales  a b et  a.  Ainsi,  récipro- 
quement, quand  une  droite  invariable  glisse  entre  deux  axes 
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rectangulaires,  chacun  de  ses  points  décrit  an  quart  d'ellipse ^ 
dont  les  demi-axes  sont  respectivement  égaux  aux  parties  oppo- 
sées de  sa  longueur  : il  serait  aisé  do  vérilier  spécialement  que 
le  milieu  décrit , en  effet , un  cercle.  ” 

Celte  ancienne  génération  de  l’ellipse  doit  être  aujourd’hui 
envisagée  comme  nu  cas  particulier  d’une  description  re- 
marquable , qu’il  faut  ici  caractériser  sommairement.  Pen- 
dant qu’une  droite  invariable  glisse  entre  deux  axes  rectangu- 
laires, un  point  quelconque  qui  s’y  trouve  invariablement  lié 
décrit  aussi  bien  une  ellipse  (|ue  les  deux  points  mêmes  de  la 
droite.  Comme  on  peut  toujours  supposer  ce  point  générateur 
déterminé  par  ses  distances  aux  deux  extrémités  do  la  droite 
mobile , la  question  revient  à trouver  le  lieu  d'un  sommet  d’un 
triangle  invariable  dont  les  deux  autres  sonunets  décrivent  deux 
lignes  données , qne  nous  supposons  ici  consister  en  deux  droites 
rectangulaires , afln  de  nous  borner  au  seul  cas  intéressant  d’une 
recherche  analytique , d’ailleurs  facile  à généraliser.  En  prenant 
pour  axes  ces  deux  droites,  d’après  l’évidente  symétrie  de  l’en- 
semble  du  lieu  autour  do  chacune  d’elles,  et  introduisant, 
comme  coordonnées  uaturelles , ou  à titre  de  variables  auxi- 
liaires , l’ordonnée  B et  l’abscisse  a des  extrémités  de  la  base  a 
du  triangle  donné  on  aura  pour  équation  spontanée 
d’où  il  faudra  éliminer  a et?  d’après  les  distances  è et  c du 
point  décrivant  aux  deux  extrémités  de  cette  base , suivant  les 
conditions  évidentes  (a:— «)•-!- 11  ep 
résulte  sans  difficulté  l’équation  reclilignCi 

2x\/c’—y  + = ù‘+c’—a\ 

dont  le  second  membre  deviendrait  monomc  en  introduisant 
l’angle  au  sommet,  suivant  la  relation  Irigonométriquc  ordi- 
naire. Celte  équation  prend  ainsi  la  forme  la  plus  commode 

1 cos  A.  • 
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La  suppression  des  radicaux  l’ôlèvcrait  au  quatrième  degré  : 
mais,  comme  chacun  d’eux  n’afTcctc  qu’une  seule  variable,  il 
suffirait,  pour  la  discussion , d’en  écarter  un  seul , par  exemple 
le  premier,  ce  qui  donnerait  l’équation 

= c’6’  cos  ’ A + b'y — Übc  cos  ky\/b'—x^ , 
d’où  l’on  tire  aisément  la  formule  de  l'ordonnée 

ccos  k\/ It'  — ~x'dn\/ c‘x' — c’-r”  cos  '■'A 

• 

Il  importe  ici  de  remarquer  l’accident  analytique  survenu  au 
second  radical , qui  devient  évidemment  rationnel,  et  égal  à 
ex  sin  A . Cette  circonstance  indique  algébriquement  que  notre 
équation  du  quatrième  degré  est  réellement  décomposable, 
contre  la  nature  ordinaire  des  équations  à deux  variables , en 
deux  facteurs  du  second  degré  ; d’où  résulte  géométriquement  ' 
la  duplicité  du  lieu  cherché , qui , loiu  de  constituer  une  véri- 
table courbe  du  quatrième  degré , ne  se  compose  donc  que  de 
l’assemblage  de  deux  ellipses.  Un  tel  caractère,  où  réside  le 
nceud  principal  de  la  question  actuelle , y était  d’ailleurs  facile 
à prévoir,  en  pensant  à la  double  situation  que  peut  évidem- 
ment prendre  le  triangle  donné  autour  de  chaque  position  de  sa 
base  : en  sorte  que  cette  indication  nécessaire  eût  suffisamment 
annoncé  on  couple  d’ellipses , aussitôt  que  le  calcul  avait  pu 
signaler  une  équation  finale  du  quatrième  degré.  En  poursui- 
vant l’analyse  précédente , on  trouve  facilement 

b'y  +c'x'±2bc  sin  kxy  — b'c' cos  *A 
pour  la  double  équation  elliptique.  On  en  conclut , d’après  les 
règles  établies  dans  le  dernier  chapitre  de  la  troisième  partie, 
que  ces  deux  ellipses  concentriques  sont  égales  et  symétrique- 
ment placées  autour  des  axes  coordonnés , conformément  aux . 
exigences  géométriques  d’une  telle  génération  : la  formule 
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tang  2X'=  + 


2/>csinA  ...  . , 

— — qui  dclernnne  les  dircclions  rcspoc- 


ÜTes  de  leurs  axes  principaux , confirme  directement  cette  dis- 
position mutuelle,  en  montrant  que  les  deux  couples  de  direc- 
tions rectangulaires  qui  en  résultent  correspondent  à des  angles 
mutuellement  complementaires  ou  supplémentaires,  selon  le  sens 
de  la  comparaison.  Le  lecteur  y retrouvera  d’ailleurs  aisément 
les  indications  déjà  connues'  relativement  aux  deux  cas  extrê- 
mes, où  le  triangle  devient  rectangle  ou  bien  se  réduit  à sa  base. 


Enfin,  l’appréciation  géométrique  de  l’équation  fondamentale 
de  l’ellipse  conduit , sous  un  nouvel  aspect,  à une  relation  très- 
remarquable,  qui  la  caractérise  essentiellement,  entre  les  di- 
rections des  deux  cordes , dites  supplémentaires , qui , partant 
d’un  même  point  quelconque  de  la  courbe , aboutissent  à deux 
points  diamétralement  opposés.  Leur  rectangularité  constante 
dans  le  cercle  est  remplacée,  envers  une  ellipse  arbitraire,  par 
l’invariabilité  du  produit  des  tangentes  de  leurs  inclinaisons  sur 
l’on  ou  l’autre  de  ses  axes.  En  nommant  x',y  les  coor- 
données du  commun  point  de  départ,  et  x",  y' celles  de  l’un 
des  points  d’arrivée , ces  tangentes , estimées  quant  au  grand 
axe,  et  dès  lors  ^alcs  aux  coefficients  angulaires  des  deux 
cordes,  seront  exprimées,  suivant  la  règle  ordinaire,  par  les 

y» y/'  y'  + y"  y" y"' 

fracUons-^j^ef^j^,  dont  le  produit  est  Or, 

en  ayant  maintenant  égard  à l’équation  de  la  courbe,  qui  donne 
les  deux  relations  à‘y'  + b‘ar  = a'b',a'y"-\-b'x"'=a'b^^Qn 
reconnaît  aisément , d’après  leur  simple  soustraction , que  ce 

é’ 

produit  tang  6 tang  6'  est  toujours  égal  à — Il  y aurait  une 


sorte  de  pléonasme,  ou  du  moins  un  défaut  réel  d'élégance , à 
mentionner  expressément,  dans  l’énoncé  habituel  de  ce  théo- 
rème, cette  valeur  du  produit  constant  ; car,  aussitôt  qu’on  le 
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prodamc  invariable,  sa  valeur  effective  résulte  uéccssaircmeDt 
d’un  couple  quelconque  de  cordes  dont  la  direction  soit  facile- 
meot appréciable , et  surtout  de  celles  qui  joignent  entre  eux 
les  quatre  sommets.  Quand  l’cllipsc  devient  cquilatère,  on  a 
tang  6 tang  6'  = — t , conrormement  à la  rectangularité  connue 
des  cordes  supplémentaires  du  cercle. 

Bans  une  ellipse  quelconque , leur  inclinaison  varie  néces- 

...  , . xr  tang  6 — tang  G'  . ^ 

saircment,  suivant  la  formule  tang  V = - — - — - — dont 

” 1+tangGtangG' 

le  dénominateur  est  constant,  sans  que  son  numérateur  puisse 
l’étrc.  Les  facteurs  tang  G et  tang  t'  étant  ici  toujours  opposés 
de  signe,  le  numérateur,  et  par  suite  tang  V,  varie  proportion- 
nellement à la  somme  de  leurs  valeurs  numériques.  Or,  leur 
produit  étant  constant , le  minimum  de  leur  somme  doit  corres- 
pondre à leur  égalité , en  renversant  un  théorème  élémentaire 
d’algèbre  sur  le  maximum  d’un  produit  de  facteurs  à somme 
constante.  Comme  cette  égalité  convient  évidemment  aux  cordes 
qui  joignent  une  extrémité  de  l’un  des  axes  aux  deux  extré- 
mités de  l’autre , le  losange  des  quatre  sommets  indique  donc 
le  plus  grand  angle  obtus  ou  le  plus  petit  angle  aigu  que  puis- 
sent former,  dans  l’ellipse , deux  cordes  supplémentaires  quel- 
conques, dont  l’inclinaison  peut  ainsi  varier  d autant  plus  que 
la  courbe  s’écarte  davantage  de  la  figure  circulaire. 

106.  Appliquons  maintenant  à l’ellipse  notre  théorie  des 
foyers , sous  la  forme  subsidiaire  convenable  à l’équation  ac- 
tuelle, comme  pour  la  parabole.  En  substituant^  en  x dans  la 
formule  d'=y+x^ — 2S^  + 2ax+  (G’  -(-a’) , elle  prend  la  forme 

b'  b y 

æ=  - (a’  — j:*)  + .r’ — 26  - V/ a’  — x’  - 2xx+  ’) ; 
a a 

ce  qui  exige  préalablement  € =r0,  afin  qu’elle  soit  d’abord  ra- 
tionnelle. Ainsi  devenue 

= x’— 2«X+(G*+a’), 
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elle  ne  sera  carrée  qu’aalanl  que  l’on  fera  x=d=  \/â’ — b*.  U. 
existe  dune,  sur  le  grand  axe  de  l’ellipse,  deux  foyers  symé- 
triquement placés , dont  la  commune  distance  an  centre,  ordi- 
nairement qualiGée  d’excentricité,  et  commonemeut  désignée 
par  c,  forme,  avec  le  demi-petit  axe,  on  triangle  rectangle  ayant 
pour  hypothénuse  le  demi-grand  axe  ; çc  qui  permet  de  les 
marquer  aisément.  Si  l’on  eût,  au  contraire,  substitue  x eny', 
le  résultat  aurait  été,  par  une  évidente  analogie,  a = 0, 

e=  \/ — d‘,  qni  ne  serait  admissible  qn’aulantque  b sur* 
passerait  a ; en  sorte  que  les  foyers  do  l’ellipse  ne  peuvent  ja- 
mais être  situés  que  sur  son  grand  axe.  Ils  ne  coïncident  entre 
eux , et  avec  le  centre , que  dans  le  cas  circulaire. 

£n  achevant  l’opération  précédente,  leurs  distances  ration- 
nelles à un  point  quelconque  de  la  courbe  sont  exprimées  par 
les  deux  formules 

d — a X,  d=a-\--x, 

a a 

dont  la  confrontation  fait  aussitôt  ressortir  la  principale  pro- 
priété spéciale  de  l’cllipsc , en  montrant  l’invariabilité  de  la 
somme  do  ces  deux  distances  variables.  La  valeur  effective  de 
cette  somme  constante  est  d’ailleurs  inutile  à mentionner  ex- 
pressément , puisque  les  sommets  du  grand  axe , et  même  aussi 
ceux  du  petit , la  déterminent  immédiatement , dés  que  sa 
constance  est  reconnue.  11  serait,  du  mte,  suparflu  de  s’ar- 
rêter ici  aux  moyens  évidents  que  fournit  spontanément  un  tel 
théorème  pour  décrire  commodément  l’ellipse , soit  par  points, 
soit  par  nn  mouvement  continu , qui  peut  ainsi  recevoir  di- 
verses formes  géométriques. 

Quant  aux  directrices  correspondantes  à ces  deux  foyers , 
l’annulation  de  cette  double  formule  leur  assigne , suivant  nos 

règles  générales,  la  double  équation  , qui  indique 


Digitized  by  Google 


QÜATBIKME  PAKTIB,  tHAPITBE  TROISIÈME.  3W 

deux  perpcndicalaircs  au  grand  axe , au  delà  des  sommcta  , en 

e 

nne  position  facile  à construire.  Le  rapport  spédOque  est  ici  -, 

et  par  conséquent  inférieur  à 1 , conformément  à la  théorie 
fondamentale. 

On  voit  que  la  principale  différence  entre  l’ellipse  et  la  pa- 
rabole relatirement  aux  foyers  ou  aux  directrices  consiste  dans 
leur  dualité  actuelle  opposée  à leur  unité  primitive  ; ce  con^ 
trasle  est  naturellement  en  harmonie  i^cessaire  avec  l’existence 
on  l’absence  d’un  centre  on  d’un  second  axe. 

En  étendant  à l’ellipse  le  problème  déjà  résolu  an  n”  99 
envers  la  parabole  , et  consistant  ici  à déterminer  une  ellipse 
d’après  un  foyer  et  trois  points , il  y acquiert  encore  plus  d’im- 
portance astronomique  , comme  directement  relatif  à la  véri- 
table figure  moyenne  des  orbites  planétaires.  Sa  solution  gra- 
phique , consistant  toujours  à construire  d’abord  la  directrice 
correspondante , résultera  de  ce  que  les  distances  de  cette  droite 
aux  trois  peints  donnés  sont  alors  proportionnelles  à leurs  dis- 
tances connues  au  foyer  donné.  Or,  chacune  de  ces  deux  pro- 
portions , isolément  envisagée , détermine  l'intersection  de  la 
directrice  avec  la  droite  de  jonction  des  points  respectifs  ■ il  est. 
aisé  de  reconnaître , d’après  un  théorème  élémentaire,  déjà 
employé  au  n°  21,  que  cette  rencontre  se  trouve  sur  la  bissec- 
trice du  supplémcot  de  l’angle  des  deux  droites  qpi  vont  de  ces 
points  au  foyer.  La  dlrectricn  étant  ainsi  obtenue  d'après  deux 
do  ses  points , il  sera  facile  d schover  l>i  construction  , en 
traçant  d’abord  l’aRO  focal , puis  ses  deux  sommets  et  le  centre, 
d’où  résulloront  aussitôt  l’autre  foyer,  l’autre  directrice,  et 
l'autre  axe.  Quant  aux  cas  d’impossibilité , ils  ne  pourraient  ic| 
tenir  qu’à  la  confusion  du  foyer  avec  l’un  des  points , ou  à ki 
disposition  de  ceux-ci  eu  ligne  drqjte,  soit  entre  tous  trois , soit 
enlrc  deux  3enlentpq|a»lc  fpyer  du  ipéme  ct^té.  Çette  constrpe- 
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tion  l.îs  manifesterait  par  le  passage  de  la  directrice  obtenue , 
tantôt  au  fojrcr,  tantôt  à l’un  des  points. 

La  solution  analytique  de  ce  problème  s’instituera  aisément, 
comme  dans  la  parabole , d’après  l’équation  focale 

y'+^'=^p^+qy-\-r)', 

si  l’on  place  l’origine  au  foyer  donné.  En  dirigeant  d’aillenrs 
l’axe  des  x vers  l’un  des  points , on  aura , pour  déteiminer  les 
trois  inconnues  p,  q,  r,  les  trois  relations 

qy-\-  r)\  y "+x"*=(  qy+  r)‘, 

qui  pourront  aussi  être  ramenées  au  premier  degré , sous  les 
formes 

px'+qy+r=:u',  px"+qy+r=u",  pu'"+r=u"\ 

OÙ  u',  tt",  h'"  désignent  pareillement  les  distances  du  foyer  aux 
points  donnés.  Si  l’on  choisit  comme  inœnnue  principale  r, 
d’on  résulterait  encore , quoique  moins  directement  qn’envers 

P 

la  parabole,  la  distance du  foyer  à la  diretrice,  les 

V p’-f  q' 

divers  cas  d'impossibilité , étant  tous  de  nature  précise , ne 
pourront  également  se  manifester  que  d’après  des  valeurs 
réelles  inadmissibles,  que  l’examen  de  chacun  d’eux  ferait 
aisémeut  prévoir. 

J’insiste  peu  d’ailleurs  sur  la  discussion  spéciale  , soit  gra- 
phique, soit  algébrique,  d’un  tel  problème,  qui  doit  naturelle- 
ment être  repris  et  complété  au  sujet  de  l’hyperbole.  C’est  alors 
seulement  que  sa  nature  deviendra  pleinement  appr^iable,  en 
le  concevant  comme  nécessairement  commun  aux  trois  courbes 
du  second  degré. 

L’emploi  de  l’équation  polaire  relative  au  foyer  y doit  pour- 
tant être  meuUonné  ici , comme  enverAà^arabole , à cause  de 
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son  importance  astronomique.  D’après  le  n*  23  , celte  équation 
sera 


« = 


rt(t— e’) 


1 — ecos(Ÿ+«)’ 
en  comptant  les  angles  à partir  d'un  axe  incliné  de  a sur  l’axe 
focal  de  l’ellif^,  et  nommant  e,  selon  l’asage  astronomique , 

c 

le  rapport  spécifique  - ; car,  la  distance  d (')  du  foyer  à la  di- 
a 

rectrice  est  ici  , en  tant  qu’égale  à la  différence  de  leurs 


distances  respectires  — et  c au  centre.  Si  l’on  a égard  aux  trois 

C 

points  donnés , dont  l’un  peut  être  supposé  sur  l’axe  polaire  , 
cette  équation  permettra  aisément  de  déterminer  d'abord  a , 
puis  e , et  enfin  a , qui  caractérisent  la  direction  , la  forme , et 
la  grandeur  de  l’ellipse  cherchée , sauf  les  embarras  de  l’exé- 
cnlion  trigonométrique. 

En  remplaçant  le  foyer  donné  par  la  directrice , le  problème 
précédent  ne  sera  pas  plus  difficile  à résoudre,  soit  analytique- 
ment , ce  qui  est  évident , soit  même  graphiquement , que  dans 
la  parabole.  Car,  afin  de  trouver  le  foyer  correspondant, 
chacune  des  deux  combinaisons  binaires  des  trois  points  donnés 
fournira  encore  spontanément , quoique  d’une  autre  manière, 
un  lien  circulaire , d’après  la  proportionnalité  de.s  distances  res- 
pectives du  foyer  cherché  à ces  divers  points,  comparées  avec 
leurs  distances  connues  à la  directrice  donnée  ; la  construction 


( * ) Par  analogie  avec  la  théorie  de  la  parabole , le  double  de  cette  distance 
est  quelquefois  qualifié  aussi  de  paramétre  de  l’ellipse , comme  constituant  le 

Si»  i» 

coelDdent  du  terme  du  premier  degré  dans  l'équation  y»=  - x as», 

a a» 

oh  Porigine  est  placée  au  sommet.  Ce  paramètre  est,  de  part  et  d’autre,  toiqours 
égal  h la  double  ordonnée  relative  au  foyer.  Scs  deux  caractères,  analytique  et 
géométrique , conviennent  pareillement  i l’hyperboic. 
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indiquée  à ta  fin  du  n"  21  dédaira  ainsi  des  deux  peints  com- 
binés un  cercle  ayant  pour  diamètre  la  partie  de  la  droite  de 
jonction  comprise  entre  la  directrice  et  le  point , aisément  as- 
signable , qui  divise  leur  intervalle  proportionnellement  àleurs 
distances  respectives  à cette  ligne.  Le  foyer  une  fois  obtenu  par 
la  rencontre  de  deux  pareils  cercles,  la  construction  s’achèvera 
aussi  facilement  que  ci  dessus.  Outre  les  cas  précis  d’impossi- 
bilité tenant  au  passage  de  la  directriceà  l’un  des  trois  points, 
ou  à la  disposition  rectiligne  de  ceux-ci , cette  solution  indi- 
querait d’ailleurs , comme  dans  la  parabole , des  cas  vagues 
correspondants  à la  non-intersection  (te  ces  cercles  : la  solntioa 
analytique  devrait  reproduire  les  uns  et  les  autres,  suivant 
leur  nature  respective. 

107.  Considérons  maintenant  les  propriétés  de  l’ellipse  quant 
aux  tangentes , d’après  l’équatum 

, U'x' 

que  notre  théorie  générale  assigne  ici  à la  droite  qui  touche  la 
courbe  en  un  point  ai.  y.  On  en  déduit  aisément  a:  » 

X 

pour  l’abscisse  du  point  où  la  tangente  rencontre  l’axe;  d’on 
résulterait  une  construction  facile,  que  l’on  rendra  plus  simple 
encore , et  surtout  plus  élégante , si  l’on  remarque  que  cé 
résultat , indépendant  de  !»  et  de  ^ , resterait  identique , envers 
toutes  les  ellipses  de  même  grand  axe , en  y considérant  des 
points  de  contact  situés  sur  la  mémo  ordonnée  : l’une  d’elles 
étant  nn  cercle , la  constmetioA  spéciale  de  sa  tangente  con  ■ 
duira  à celle  de  tontes  les  autres.  Ainsi , en  prolongeant  l’or- 
donnée MP  ( fig.  73  ) du  pnintdonné  jusqu’au  cercle  circonscrit, 
et  menant  de  cette  extrémité  M la  pea-pendiculaire  IVT  au  rayon 
correspondant , le  point  T où  clic  rencontrera  l’axe,  conviendra 
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également  à la  tangente  cherchée  ]>IT  : la  figure  confirme , en 
effet , que  la  distance  OT  équivaut  a 
De  cçtle  première  détermination  , résulteront  la  sous-tan- 

fl*—  b' 

gente  TP= — , et  la  sous-normale  PQ=  — x'.  Au  lieu 

d’étre  constante , comme  dans  la  parabole,  celle-ci  est  mainte- 
nant proportionnelle  à l’abscisse  du  point  de  contact  i sa  limite 

b" 

— sera  toujours  la  moitié  du  paramètre:  elle  indiquera  pareil- 

a 

lement  le  rayon  du  cercle  qui  aurait  en  A le  plus  intime  con- 
tact possible  avec  l’ellipse  ; on  trouverait  de  même  pour  le 

rayon  d’un  tel  cercle  à l’autre  sommet  B , où  l’on  voit  ainsi  que 
la  courbure  est  moindre. 

. L’appréciation  géométrique  du  coefficient  angulaire  de  la 
tangente  conduit  à on  théorème  remarquable  , eu  généralisant 
envers  une  ellipse  quelconque  la  loi  relative  au  cercle.  Car , la 

— y' 

simple  confrontation  du  coefficient  — à celui  -,  du  rayon 

a y >■ 

correspondant  montre  aussitôt  que  leur  produit  est  toujours 

égal  à — ^ : ici  l'indication  de  constance  nu  suffirait  pas  , et 

il  convient  de  mentionner  habitnellement  la  valeur  effective  du 
produit,  qu’aucun  cas  particulier  n’indiquerait  aisément,  truand 
l’ellipse  est  équilatère , ce  théorème  reproduit  spontanément  la 
perpendicularité  connue  de  la  tangente  au  rayon. 

Cette  relation  devient  à la  fois  plus  importante  et  plus  lumi- 
neuse , si  on  la  rapproche  de  la  loi  analogue  relative  aux  cordes 
supplémentaires.  Le  produit  constant  ayant , des  deux  parts , 
la  même  valeur , il  s’ensuit  que  les  deux  couples  ainsi  formés, 
soit  par  deux  cordes  snpplcmentaircs  quelconques , soit  par  une 
tangente  et  son  rayon , peuvent  toujours  être  rendus  paraHèles, 
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et  doivent  offrir  d’cfralrs  variétés  d'indinaison.  Il  en  résulte 
aussitôt  un  moyen  trés-facilc  pour  tracer  la  tangente  d’apres  i 
le  point  de  contact  ou  d'après  si  direction , du  moins  en  faisant 
intervenir  l’ellipse  dans  la  construction. 

Au  sujet  de  ce  rapprochement , il  convient  de  remarquer  que 
le  théorème  propre  à la  tangente  ne  constitue,  au  fond , qu’un 
simple  cas  particulier  de  celui  des  cordes  supplémentaires,  qu’il 
suiGl,  en  effet,  de  pousser  jusqu’à  sa  limite  naturelle.  Que  les 
points  d’arrivée  des  deux  cordes  demeurant  fixes , on  fasse  indé- 
finiment rapprocher  de  l’un  d’eux  leur  commun  point  de  départ;  . 
le  produit  des  coelficients  angulaires  devant  rester  invariable , 
sa  valeur  ne  saurait  changer  lorsque,  par  la  coïncidence  finale, 
l’une  dos  cordes  se  confondra  avec  la  tangente  et  l’autre  avec 
le  ra}un.  On  voit  ainsi  comment  le  théorème  des  cordes  sup- 
plémentaires , dont  l'importance  spéciale  est  communément 
trop  peu  sentie,  conduirait  sans  peine  à l’équation  de  la  tan-' 
gente  à l’ellipse , indépendamment  de  toute  méthode  générale. 

la  relation  de  la  tangente  aux  foyers , éminemment  natu- 
relle pour  les  anciens , ne  ressort  pus  ici  de  l’équation  aussi 
directement , à beaucoup  près , qu’euvers  la  parabole  ; et  si 
notre  étude  analytique  de  l'ellipse  était  historiquement  origi- 
nale, peut  être  ignorerait-on  encore  celle  propriété,  faute  d'avoir 
été  conduit  spontanément  à la  combinaison  algébrique  corres- 
pondante, que  les  modernes  n’emploient  réellement  qu’à  la  véri- 
fier. Cette  vérification  est  du  reste  aisément  exécutable  , sous 
les  trois  formes  géométriques,  essentiellement  équivaleutes , 
que  comporte  un  tel  théorème.  Son  acception  la  plus  connue,  et 
la  plus  directe  chez  les  anciens , consiste  en  ce  que  la  tangente  à 
l’ellipse  est  également  inclinée  sur  les  deux  droites  qui  joignent 
le  point  de  contact  aux  deux  foyers.  Il  est  aise  de  le  constater 
d’aprcsles  coelficients  angulaires  de  ces  droites  : car,  on  trouvera 
ainsi,  réduction  faite , |K>ur  l’une  des  inclinaisons,  l’expression 
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lang  V = ^ , qui , changeant  de  signe  et  non  de  valeur  envers 

l’aulre  foyer  par  le  changement  de  c en  — c , indiquerait  très-  • 
naturellement  une  telle  relation,  si  un  tel  rapprochement  était 
assez  motivé.  Comme  dans  la  parabole,  ce  théorème,  physique- 
ment interprété , explique  aussitôt , quant  à la  lumière  ou  à la 
chaleur,  ou  même  ici  au  son,  la  propriété  de  concentration  par 
réflexion  que  rappelle  spontanément  le  nom  de  foyer  ; les  éma- 
nations de  l’un  des  foyers  seront  ainsi  réfléchies  vers  l’autre, 
soit  sur  l’ellipse , soit  sur  l’ellipsoïde  allonge  résultant  de  sa 
rotation  autour  de  l’axe  focal. 

Sous  sa  seconde  forme , celte  propriété  consiste  en  ce  que  le 
lieu  des  propriétés  des  foyers  d’une  ellipse  sur  ses  tangentes  est 
un  cercle.  Il  est  aisé  de  saisir  la  filiation  géométrique  des  deux 
relations , en  considérant  que , d’après  la  notion  précédente,  une 
tangente  quelconque  MT  {ftg.  74),  devant  être  la  bissectrice  de 
l’angle  INMF  formé  par  l’un  des  rayons  vecteurs  avec  le  prolon- 
gement de  l’autre  , sera  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FN  , 
qui  joint  l’un  des  foyers  au  point  N obtenu  en  prolongeant  le 
rayon  vecteur  MF'  d’une  longueur  égale  à MF.  Or,  la  propriété 
mutuelle  des  deux  foyers  indique  aussitôt  que  la  projection  K du 
foyer  F sur  la  tangente  tombe  à une  distance  constante  du 
centre , puisque  cette  distance  ÜK  est  évidemment  la  moitié  de 
F'A,  ainsi  toujours  égale  à 2 a. 

Comme  cette  seconde  forme  constituerait,  sans  doute , du 
point  de  vue  moderne,  la  source  la  plus  naturelle  du  théorème 
dont  il  s’agit,  je  crois  devoir  en  indiquer  distinctement  l’expli- 
cation analytique.- Il  convient  d’y  préférer , pour  la  tangente, 

1 équation  y=mx-\-  \/ que  fournit  directement  le 
principe  des  racines  égales  , et  qui , indépendante  du  point  de 
contact , est  mieux  adaptée  que  notre  équation  primitive  à toute 
spéculation  étrangère  à la  position  s^iale  de  ce  point.  La 

23 
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perpendiculaire  menée  du  foyer  sera  donc  représentée  par  l’é- 

. quation  ^ = ^ (x — c),  qui  penucltra  d'éliminer  aisément/», 

de  manière  à former  l'équalion  du  lieu  des  projeclion»  du  foyer 
sur  les  tangentes.  On  la  trouvera  ainsi  du  quatrième  degié, 
mais  bicarrée;  en  y d.  gageant .r’,  on  y recoiinaitra , après  les 
réductions  convenables  , le  produit  de  deu\  équaiions  do  se- 
cond degré  y + — a’  = 0,  et  y ’ -f  { jt  — c)’  = 0 ; celle-ci  ne 
fournissant  aucune  ligne,  l'autre  indique  seule  la  courbe  chor- 
ebée,  qui  est  évidemment  le  cercle  circonscrit  à l’ellipse. 

Enfin , la  troisième  forme  géométrique  de  cette  relation  des 
tangentes  aux  foyers  consiste  en  ce  que  les  distances  des  deux 
foyers  à une  tangente  quelconque  sont  inversement  proportion- 
nelles, sans  qu’il  faille  mentionner  expressément  la  valeur 
effective  de  leur  produit  constant,  spontanément  évidente  aux 
quatre  sommets,  snrtout  à ceux  du  petit  axe,  où  les  deux  fac- 
teurs sont  égaux.  Pour  voir  comment  ce  théorème,  d’ailleurs 
facile  à constater  analytiquement , dérive  du  précédent,  il  suffit 
de  mener  du  centre  une  parallèle  01  et  une  perpendiculaire  OH 
ou  7 sur  la  tangente  ; alors , en  nommant  />  et  //'  les  distances 
FK  et  FR' des  deux  foyers  à celte  tangente,  une  proposition 
élémentaire  bien  connue , suite  immédiate  du  théorème  de 
Pythagore , donnera  aussitét , dans  le  triangle  OF'K',  envers  le 
côté  O F ou  c,  la  relation 

c*  =//’  + «’— 2/7, 

puisque  le  côté  OK'  est  maintenant  reconnu  toitjours  égal  à a : 
or,  la  distance  auxiliaire  7 étant  la  moyenne  entre  p et />',  cette 
relation  devient  finalement  pp'z=a' — c' = b' , suivant  l’énoncé 
d-dessus. 

De  ces  trois  formes  équivalentes  d’une  même  loi , la  première 
est  la  mieux  adaptée  à la  construction  deJa  tangente,  soit  d’a- 
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près  le  point  de  contact,  soit  d’après  sa  direction,  soit  enfin 
d'après  un  point  extérieur.  Quant  au  premier  cas , il  suffit , 
comme  on  l’a  ru  plus  haut,  de  mener  du  point  donné  M une 
perpendiculaire  sur  la  ligne  FN,  précédemment  définie.  On 
peut  aisément  constater,  é la  manière  des  anciens,  que  tous  les 
autres  points  de  cette  droite  seront  extérieurs  à l’ellipse,  en 
tant  qu’équidistants  de  F et  N ; puisque  la  somme  de  leurs  dis- 
tances aux  deux  foyers,  ainsi  équivalente , pour  chacun  d’eux 
K',  à K'F'-|-KN,  surpassera  évidemment  le  grand  axe,  que 
cette  construction  représente  par  FN.  Celte  conséquence  est 
tellement  spontanée  que,  dans  l’ellipse  comme  dans  la  para- 
bole, la  découverte  d’une  pareille  propriété  des  tangentes  a dû 
être  facile  aux  anciens,  une  fois  qu’ils  ont  connu  le  théorème 
fondamental  sur  les  foyers. 

S'il  faut  mener  une  tangente  parallèle  à une  droite  donnée,  le 
renversement  dccette  construction  fera  retrouver  sans  difficulté 
le  point  N , d’où  tout  découle , comme  situé  sur  nne  perpendi- 
culaire menée  à cette  droite  de  l’un  dt^  foyers  et  sur  le  cercle 
décrit  de  l’autre  avec  le  rayon  2a.  De  même,  quand  on  donnera 
un  point  extérieur  K',  ce  cercle  servira  pareillement  à déter 
miner  ce  point  N,  par  l’intersection  d’un  autre  cercle  décrit  de 
K' avec  le  rayon  K'F.  En  ces  deux  cas,  la  construction  pourra 
s’achever,  y compris  même  la  détermination  des  points  de  con- 
tact , sans  aucune  participation  de  la  courbe. 

La  solution  analytique  de  ces  deux  problèmes  ne  mérite  pas 
de  nous  arrêter.  J’y  indiquerai  seulement,  quant  au  dernier, 
une  transformation  analogue  à celle  déjà  remarquée  envers  la 
parabole , et  tendant  aussi  à déterminer  la  corde  qui  joint  les 
deux  points  de  contact  cherchés.  Si,  dans  l’équation 
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qui , combinée  avec  a'y>'  + = tCh',  doit  alors  fournir  les 

coordonnées  inconnues  .r' et, y' d’après  les  cordonnées  connues 
a et  S,  on  considérait  les  premières  comme  variables,  le  lieu 
correspondant  serait  naturellement  elliptique,  et  dès  lorsra- 
phiqnement  inadmissible.  Mais , en  ayant  égard  à la  seconde 
condition,  la  première  peut  s’abaisser  au  premier  degré,  et 
devient,  soas  la  forme rt*6y-}-6’oy=a’l>’,rutilc  équation  de 
la  corde  de  contact , dont  la  construction  conduirait  aisément 
à la  solution  grapliique  du  problème , si  on  y admettait  la  par- 
ticipation de  l’ellipse.  La  direction  de  cette  corde  et  scs  ren- 
contres avec  les  axes  peuvent  suggérer  diverses  propositions 
secondaires , analogues  à celles  déjà  signalées  envers  la  para- 
bole , et  que  le  lecteur  développera  aisément. 

108.  Parmi  les  nombreux  problèmes  relatifs  aux  tangentes 


de  l’ellipse,  il  convient  spécialement  de  remarquer  ici  celui 
qui  concerne  le  lieu  du  sommet  d’un  angle  invariabledont  les 
côtés  touchent  constamment  la  courbe , surtout  quand  cet  angle 
est  droit.  VéqaaÜon  est  très-propre  à 

cette  recherche,  en  y considérant  les  deux  valeurs  de  ni  qui 
correspondraient  à des  valcursdonnécsdc  a:et^,  ce  qui  lui  fait 
prendre  la  forme 


m'  — 2 ■ 


X — a 


. y'~^' 

=0. 

X' — a 


Si , d’après  scs  racines , on  formule  l’inclinaison  des  deux  tan- 


gentes, suivant  la  loi 


-7,  =taDgV,  on  en  déduira  aisé- 


1 -j-m'm" 

ment  l’équation  du  quatrième  degré  qui  convient  au  lieu  de- 
mandé. Dans  le  cas,  seul  utile  à spécifier,  où  les  tangentes  sont 
rectangulaires , le  dernier  terme  de  l'équation  précédente  con- 
duit aussitôt  à à’,  qui  indique  un  cercle,  dont  le 

rayon  est  d'ailleurs  superflu  à retenir,  puisque  les  tangentes 
aux  sommets  l'annoncent  spontanément. 
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La  considération  de  ce  lieu  circulaire  rendrait  très-fàciTé  la 
déterminatiou  spéciale  des  rectangles  maximum  et  minimum 
circonscriptiblcs  à l’ellipse , et  dès  lors  inscriptiblcs  à un  tel 
cercle.  Car,  sous  ce  dernier  aspect , le  maximum  correspon- 
drait évidemment  au  carré,  si  toutefois  celui-ci  peut  être  cir- 
conscrit à l’ellipse  : pour  s’en  assurer,  il  suffit  de  remarquer 
que,  d’après  une  symétrie  nécessaire,  ses  côtés  doivent  être 
inclinés  de  45'  sur  les  axes  ; or,  en  faisant  m = rtl  dans  l’équa- 
tion de  la  tangente , son  coeflicient  linéaire  coïncide  , en  cfTct , 
avec  le  rayon  du  cercle  précédent , ce  qui  décide  la  convenance 
de  cotte  solution.  Quant  au  minimum  , il  faut  discerner,  entre 
tous  les  rectangles  circonscrits  à l’ellipse  et  inscrits  au  cercle, 
celui  dont  les  côtés  différent  le  plus,  ce  qui  rev  ient  à combiner  les 
tangentes  les  plus  éloignées  ducentrcavec  les  plus  rapprocljées; 
d’où  résulte  aussitôt  le  rectangle  construit  sur  les  deux  axes. 

Pour  résoudre  ce  double  problème  d’une  manière  vraiment 
analytique , susceptible  d'imitatiou  envers  toute  autre  courbe  , 
il  faudrait,  à l’équation  ^=r«jr-f- ô’  d’une  tan- 
gente quelconque , joindre  les  trois  autres 


qui  représentent  celle  qui  lui  est  parallèle  et  les  deux  qui  lui 
sont  perpendiculaires.  Dés  lors  , par  un  calcul  facile , quoi- 
qu’un peu  long  , on  formulerait , d’abord  les  intersections  mu- 
tuelles des  quatre  côtés  du  rectangle  correspondant  ^nsui te 
leurs  longueurs  , et  enfin  l’aire  de  cette  figure  , rclative^Btnt  à 
la  seule  constante  indéterminée  m.  Cette  formule  une  fois  ob- 
tenue , l’application , sons  telle  forme  qu’on  jugera  conve- 
nable , de  la  théorie  des  maxima  et  minima  y conduira  aisé- 


y = mx — \/  rt’m*  -j-ô* , 
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menR  la  solation  demandée.  La  fonclion  sc  trouvant  être  ici 
du  quatrième  degré , mais  bicarrée , on  y pourra  même  ap- 
pliquer la  métbodcalgébrique primordiale,  en  résolvant  d'abord 

la  question  plus  étendue  qui  consiste  à circonscrire,  à une 

«■ 

eUipse  donnée , un  rectangle  équivalent  à un  carré  donné. 

Quelques  autres  lieux  intéressants  peuvent  être  déduits  de  la 
considération  des  tangentes  à l’ellipse,  en  y projetant,  soit 
sur  les  tangentes , soit  aussi  sur  les  normales , les  divers  points 
singuliers , tels  que  le  centre , les  foyers  , les  sommets  , etc.  Je 
m’arrêterai  seulement  au  cas  de  la  projection  du  centre  sur  les 
, normales.  On  y formerait  aisément  l’équation  du  lieu , d’apres 

l’équation  ordinaire  de  la  normale^ — y=-^,  (j — x) , com- 

b JC 

b^  JC* 

binée  avec  celle  du  rayon  perpendicnlairc  —,  x,  en 

o-y 

éliminant  les  variables  auxiliaires  x'  et  y par  la  relation  a'y" 
-j-éV*=a’i’.  Mais  il  convient  mieux  d’y  employer  une  nou- 
velle forme  générale  de  l’équation  de  la  normale,  analogue  à 
celle  qui  vient  de  nous  servir  pour  la  tangente , c’est-à-dire 
relative  à son  seul  coeSBcient  angulaire.  En  procédant  par  assi- 
milation , comme  je  l’ai  indiqué  déjà  envers  la  parabole  , on 
trouvera  aisément  que  l’équation 


: mx  ■ 


cm 


représente  ainsi  une  normale  quelconque  à l’ellipse.  Si  l’on  y 
élimine  m,  d’après  l’équation  rayon  perpendicu- 

laire. m obtient  aussitôt,  pour  le  lieu  cherché , l’équation  du 

sixi^negré 

^ (ay+o’x’)  (y+xy=c*xy, 

(kmt  la  discussion  directe  serait  embarrassante,  mais  qui 
devient  {wikmeat  apjaêciable  par  l’introdoctioa  des  ooor- 
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données  polaires.  On  trouve  ainsi  finalement  l’équation  po- 
laire 

c*sin’Ÿa)s’f 
sin’  ? + i»’  cos’  f’ 


très-propre  à caractériser  nettement  la  forme  générale  de  cha- 
cune des  quatre  parties  symétriques  qui  composent  ce  lieu 
remarquable.  Le  rayon  vecteur,  nul  pour  y=0  et  f=90°,  ce 
qui  indique  au  centre  deux  tangentes  confondues  avec  les  axes 


de  l’ellipse,  atteint  son  maximum  a — 


comme  l’indiquo  la  résolution  de  cette  équation  en  sens  in- 
verse. 

109.  Nous  devons  maintenant  considérer  les  propriétés  de 
l’ellipse  relativement  aux  diamètres.  £n  appliquant  ici  l’une  ou 
l'autre  de  nos  doux  méthod(*s  générales  à ce  sujet , on  trouve 

aisément  l’équation  ^=— r-j—  x , envers  un  diamètre  quel- 

a rn 

conque,  correspondant  à des  cordes  dont  le  coefficient  angu- 
laire est/n  Cette  équation  montre  aussitôt , confmrmément  & 
nos  indications  antérieures , que  tous  les  diamètres  d'une  ellipse 
sont  des  lignes  droites  qui  convergent  au  centre;  Mais  sa 
spéciale  appréciation  géométrique  fai^  , en  outre  , découvrir 


une  propriété  remarquable,  résultée  do  la  liaison  mm'= 

ein.si  établie  entre  les  coefficients  angulaires  simultanés  d’un 
diamètre  quelconque  et  de  ses  cordes.  La  symétrie  analytique 
d’une  telle  relation  indique  géométriquement  que  les  diamètres 
de  l’ellipse  sont  réciproques  les  uns  des  autres , ou , suivant 
l’expression  usitée,  d’ailleurs  un  peu  vague,  conjugués  : car,  si 
l’on  mène  do  centre  deux  droites  dont  les  coefficients  angulaires 
soient  ainsi  liés,  chacune  d’elles' passera  aux  milieux  des  cordes 
panülèks  à l’autre.  Cette  oonstante  réciprocité  ooostitoey  quaot 
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aux  diamètres , la  principale  différence  entre  l’ellipse  ou  l’hy- 
perbole et  la  parabole  : elle  est  évidemment  en  harmome  né- 
cc»aire  avec  l’existence  ou  l’absence  d’un  centre. 

• Plus  spécialement  envisagée,  cette  liaison  fondamentale  des 
diamètres  conjugués  de  l’ellipse  reproduit  de  nouveau  la  rela- 
tion d’abord  observée  quant  aux  cordes  supplémentaires,  et 
étendue  ensuite  à la  subordination  de  chaque  tangente  à son 
rayon  ; en  sorte  que,  d’après  ce  rapprochement,  ces  trois  couples 
de  droites  peuvent  toujours  devenir  parallèles,  et  comportent  les 
mêmes  diversités  d inclinaison,  déjà  appréciées  envers  le  pre- 
mier. 11  en  résulte  surtout  une  construcüon  fort  simple  pour 
dclerminer , à l’aide  de  l’ellipse,  deux  diamètres  conjugués  for- 
mant un  angle  donné,  en  cherchant  des  cordes  supplémen- 
taires qui  leur  soient  parallèles,  au  moyen  d’un  cercle 
capable  de  cet  angle  et  décrit  sur  un  diamètre  quelconque. 
Son  intersection  avec  l’ellipse  donnée,  ailleurs  qu’aux  ex- 
trémités de  celte  base-,  marquera  le  point  de  départ  des 
cordes  cherchées,  do  manière  à indiquer  aisément  'les  dia- 
mètres demandés.  Cotte  rencontre  ne  sera  possible  qu’antant 
que  l’inclinaison  proposée  tombera  entre  les  limites  con- 
venables, qui,  suivant  la  loi  précédente,  correspondent  aux 
diamètres  parallèles  aux  cordes  des  quatre  sommets,  et  dès  lors 
dirigés  selon  les  diagonales  du  recUngle  des  axes  : l’angle  donné 
ne  pourra  donc  s’écarter  de  90“  que  jusqu’à  l’angle  aigu  ou 

obtus  dont  la  moitié  aurait  ^ pour  tangente  ou  pour  cotongente. 

Dans  cet  intervalle , la  construction  indiquera  toujours  deux 
systèmes  symétriquement  placés,  qui  ne  coïncideront  que  lors 
des  deux  cas  extrêmes,  dont  l’un  se  rapporte  aux  axes  de 
l’ellipse,  et  l’autre  à ce  dernier  couple  de  diamètres, offrant  le 
maximum  d’obliquité. 

La  correspondance  générale  des  diamètres  conjugués  aux 
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cordes  supplémentaires , quoiqu’elle  ne  soit  communément  en> 
visagée  que  comme  le  simple  résultat  d’un  rapprochement  algé- 
brique, n’ülTrc  pourtant  rien  d’accidentel,  et  comporte  direc- 
tement une  explication  géométrique  qu’il  importe  d'apprécier, 
parce  qu’on  y peut  voir  la  vraie  source  spéciale  de  l’ensemble 
des  notions  relatives  aux  diamètres  de  l’ellipse,  indépendamment 
de  toute  théorie  générale.  11  suffit  de  remarquer , d’apres  la 
déCnition  des  cordes  supplémentaires , que  la  parallèle  menée 
du  centre  à une  corde  quelconque  passe  nécessairement  au  mi- 
lieu de  sa  conjuguée  : or,  le  théorème  primitif  des  cordes  sup- 
plémentaires nous  apprend  que , si  des  cordes  sont  parallèles , 
leurs  supplémentaires  doivent  l’étre  aussi  -,  donc  la  droite  menée 
du  centre  parallèlement  à une  corde  arbitraire  passe  toujours 
aux  milieux  de  toutes  celles  qui  sont  parallèles  à sa  supplémen- 
taire; d’où  résulte  aussitôt  la  démonstration  simultanée  de  la 
nature  rectiligne  des  diamètres  de  l’ellipse,  de  leur  convergence 
au  centre,  et  de  leur  réciprocité  nécessaire.  Ainsi , le  théorème 
des  cordes  supplémentaires,  qui,  sous  un  aspect,  nous  avait 
déjà  fourni  la  base  essentielle  de  la  théorie  spéciale  des  tangentes 
à l’ellipse,  est  également  propre,  d’un  autre  point  de  vue,  à 
y fonder  entièrement  la  théorie  des  diamètres.  Ce  double  rap- 
prochement , inaperçu  jusqu’ici , tend  à représenter  une  telle 
notion  comme  étant  peut-être  la  plus  fondamentale  de  toutes 
celles  qui  concernent  particuliérement  l’ellipse  : son  office  réel, 
dans  l’ensemble  de  l’étude  de  cette  courbe , est  au  moins  aussi 
important  que  celui  de  la  propriété  focale. 

En  rapportant  l’équation  de  l’ellipse  à un  couple  quelconque 
de  diamètres  conjugués,  il  est  aisé  de  prévoir  qu’elle  conser- 
vera nécessairement  la  même  forme  qu’envers  les  axes  primitifs, 
qui  ne  se  distinguent,  à cet  égard,  que  par  leur  rectangularité 
caractéristique;  car,  l’équation  ne  pourra  dés  lors  contenir  la 
première  puissance  d’aucune  des  deux  coordonnées,  alin  que 
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chacane  d’elles  poisse  admcllre  deux  valcors  égales  et  con- 
traires ponr  one  même  valeur  de  l’autre,  conformément  à lenr 
commun  attribut  géométrique.  On  vérifie  effectivement  cette 
prévision,  par  la  substitution  des  formules  ordinaires  de  trans- 
position, 

x=jc'  cos  X'-f-y  cos  Y' , J"  = j:'  sin  X'-J-y  sin  Y', 
pourvu  qu’on  y ait  égard  à la  relation  nécessaire 

tang  X'tang 

a 

sans  laquelle  les  deux  diamètres  ne  seraient  pas  conjugués,  et 
qui  annulera  spontanément  le  coefficient  total  du  seul  terme 
contenant  à la  fois  la  première  puissance  de  l’une  et  de  l’antre 
variable.  Quant  aux  coefficients  des  termes  restants,  ils  peuvent 
toujours  devenir  analogues  à ceux  de  l’équation  primitive 

a'y  + b'jc’=a'b% 

en  introduisant  aussi  les  distances  do  centre  aux  intersections 
de  la  courbe  avec  les  nouveaux  axes , sous  les  noms  semblable 
de  a'  et  b' , de  manière  à former , envers  un  système  quelconque 
de  diamètres  conjugués,  l’équationfinale 
L’exécution  du  calcul  de  transposition  déterminerait  spontané- 
ment les  expressions  de  ces  constantes  linéaires  à et  b'  en  fonc- 
tion des  constantes  angulaires  correspondantes. 


» 

a’  sin’  X'-f-  b'  cos’X'  ’ ~ a’  sin>  Y'+  b'  cos’  Y’’ 


Mais  ces  formules , nécessairement  similaires , peuvent  d’ail- 
leurs être  directement  obtenues , comme  devant  coïncider , par 
leur  nature,  avec  l’équation  polaire  de  l’elli[»e  relative  au 
- centre. 

• • 
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' ‘ b* 

D’après  la  relation  fondamentale  tang  X'  tang  ¥'  = — - , 

tandis  que  l’un  des  diamètres  conjugués  se  raccourcit  en  s’éloi- 
gnant du  grand  ave.  l’autre  s’allonge  en  s’écartant  du  petit  axe  ; 
en  sorte  qu'il  existe  une  situation  intermédiaire  où  leurs  lon- 
gueurs sont  égales  : elle  correspond  évidemment  au  cas  où  les 
deux  angles  X'  et  Y sont  supplémentaires;  les  deux  diamètres 
s’y  trouvent  symétriquement  placés , et  dès  lors  dirigés  suivant 
les  diagonales  du  rectangle  des  axes;  c’est  à-dire  (^’ils  coïnci- 
dent avec  ceux  où  nous  avons  déjà  reconnu  le  maximum  d’obli- 
quité. Ce  système  remarquable,  le  plus  important  de  tous  après 
celui  des  axes  proprement  dits , présente  donc,  envers  celni-d, 
un  parfait  contraste,  soit  quant  à l'inclinaison,  soit  quant  au 
rapport  des  longueurs.  Sa  position  dans  l’ellipse  représente 
exactement  celle  des  asymptotes  dans  1,’hyperbole , comme  on  le 
confirmera  spécialement  au  chapitre  suivant,  quoiqu’il  n’existe 
d’ailleurs  aucune  analogie  géométrique  entre  les  deux  couples 
de  droites.  Le  seul  rapprochement  analytique  auquel  ils  puissent 
donnerlieu,  consiste  en  ce  que  l’équation  de  lacourbe  peut,  à leur 
égard, être  réduite,  de  part  et  d’autre,à  ne  plus  contenir  qu’une 
seule  constante  arbitraire  ; mais  la  diversité  nécessaire  des  deux 
équations  respectives,  dont  l’une  a la  forme  x*-\~ys=:r*, 
et  l’autre  xy  = m',  empêche  une  telle  conformité  d’avoir  aucun 
effet  géométrique  de  quelque  importance.  Néanmoins,  il  con- 
vient de  noter  ici  que  l’ellipse  est  susceptible  d’une  équation 
abalogue  à celle  du  cercle,  mais  envers  un  système  unique 
d’axes  qui  ne  peuvent  jamais  y devenir  rectangulaires , et  dont 
le  degré  d'obliquité  caractérise  natùrellement  l’espèce  d'ellipse 
dont  il  s’agft  ; celle-ci  différera  d'autant  plus  du  cercle  que  cette 
inclinaison  s’écartera  davantage  de  l'angle  droit, en  exacte  con- 
formité avec  les  notions  antérieures  sur  la  condition  de  simili- 
tude , puisque  la  tangente  de  la  moitié  d'on  telang^e  représente 
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lo  rapport  des  deux  axes  de  l’ellipse.  On  peut  d’ailleurs  calculer 
aisément,  par  les  formules  précédentes,  en  y faisanttang  X’=-, 

d 

la  valeur  de  l’nniquc  constante  r que  contiendrait  alors  l’équa- 
tion de  l’ellipse,  et  que  l’analogie  conduirait  à nommer  spéciale- 


mentle  rayon  de  cette  courbe  : on  trouve  ainsi  r’=  - (a’-j-i*);  ‘ 

2 


ce  qui  lie  directement  ce  rayon  à la  corde  du  quart  d’ellipse , 
suivant  la  même  loi  que  dans  le  cercle. 

LeslonguRurs  variablc's  des  diamètres  conjugués  de  l’ellipse, 
comparées,  soit  entre  elles,  soit  à l’obliquité  correspondante, 
donnent  lieu  à deux  importants  théorèmes  spéciaux , qui  méri- 
tent de  conserver  le  nom  de  leur  immortel  auteur  Apollonius, 
le  plus  grand  géomètre  de  l’antiquité  après  Archimède.  Quant 
au  premier,  le  point  de  vue  moderne  y conduirait  très-natu- 
rellement s’il  était  encore  ignoré.  Car,  les  longueurs  a'  et  b' , 
subordonnées,  suivant  les  formules  précédentes,  aux  angles 
X’  et  Y' , ne  sauraient  être  indépendantes  l’une  de  l’autre  qu’au- 
lant  que  ces  deux  angles  le  seraient  aussi  : mais  la  liaison  né- 
cessaire de  ceux-ci  indique  évidemment,  entre  a!  et  b\  une 
relation  constante , qu’on  découvrira  aisément  en  substituant, 

dans  la  condition  angulaire  tang  X'  tang  Y'= j,  les  expres- 

sions de  tang  X'  et  tang  Y'  en  a'  et  b'.  L’exécution  normale  de 
ce  calcul , sans  aucun  vain  artifice , conduit  finalement  à 


Ainsi , le  premier  théorème  d’Apollonius  consiste  en  ce  que , 
dans  l’ellipse,  la  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  conju- 
gués quelconques  est  constante.  Sous  forme  graphique , cet 
énoncé  revient  à dire  que,  si,  à l’extrémité  de  chaque  demi- 
diamètre  , on  élève  une  perpendiculaire  égale  à son  conjugué, 
le  point  correspondant  appartiendra  toujours  au  cercle  déjà  re- 
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connu  pour  être  le  lieu  des  intersections  des  tangentes  rectan- 
gulaires. 

Quant  au  second  théorème  d’Apollonius,  il  faut,  ce  me 
semble , arouer  avec  franchise  que  la  marche  moderne  n’y 
conduirait  point  spontanément,  s’il  n’était  pas  préalablement 
découvert  : en  sorte  que  la  démonstration  analytique  doit  icj 
consister  en  une  pure  vériQcation  , qu’il  convient  alors  de  slm- 
plib'er  le  plus  possible,  en  vue  de  la  relation  à constater,  qui 
est  a' l>'  sia  Y' X' = ab.  11  snflSt,  pour  cela,  de  multiplier 
entre  elles  les  expressions  précédentes  de  a'^  et  b'^ , aQn  d’y 
transformer  ensuite  le  dénominateur  d’après  la  condition  fonda- 

b' 

mentale  tang  X'  tang  Y = — — , mise  d’abord  sous  la  forme 

a’  sin  X'  sin  Y'-f-i»’  cos  X'  cos  Y'  = 0 , et  ensuite  élevée  au 
carré.  Le  théorème  ainsi  vérifié  consiste  donc  géométrique- 
ment dans  la  constance  remarquable  de  l’aire  du  parallélo- 
gramme construit  sur  deux  diamètres  conjugués’quelconques , 
quoique  ses  angles  et  ses  côtés  varient  sans  cesse. 

Ces  deux  relations  spéciales  a'*  + 1/'=  a’+b' , a'I/  sin  V = ab,  • 
peuvent  être  utilisées , en  sens  inverse,  pour  déterminer  com- 
modément la  longueur  des  axes  de  l’ellipse  d’après  un  système 
arbitraire  de  diamètres  conjugués , donnés  à la  fois  de  grandeur 
et  d’inclinaison.  Il  serait  d’abord  facile  d’en  déduire  directe- 
ment <ï  et  ô , en  résolvant  une  équation  bicarrée.  Mais  il 
convient  mieux,  par  un  artifice  aisément  inspiré , d’y  prendre 
spécialement  pour  inconnues  a — b et  a+b , dont  les  valeurs 
y résulteront  de  combinaisons  très-simples , suivant  les  formules 

[a—b)'=  fl"  -f  2aVsin V,  {a+bf  = fl"-j-i"— 2a'ô'sin V, 

dont  la  construction  est  surtout  commode  , si  on  les  compare  à 
la  relation  connue  qui  détermine  un  côté  de  triangle  d’après  les 
deux  autres  et  l’angle  compris.  On  trouve  ainsi  a— b comme 
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coDstituant  le  troisième  côté  d un  triangle  facile  à tracer,  où 
les  deux  côtés  a' et  ô*  comprennent  un  angle  complémentaire  de 
l’inclinaison  donnée  V ; a-j-ô  s’obtient  ensuite  en  remplaçant 
cet  angle  par  son  supplément,  afin  de  changer  le  signe  du 
cosinus  correspondant. 

Une  telle  construction  dissipe  d’avance  la  seule  grave  difli- 
culté  graphique  que  pùt  offrir  le  problème  essentiel  par  lequel 
nous  terminerons  l’étude  de  l’ellipse  aussi  bien  que  celle  de  la 
parabole , en  tant  que  très-propre  à y rappeler  le  souvenir  des 
principales  propriétés,  dont  il  exige  uniquement  la  judicieuse 
application  collective.  Qu’il  s’agisse  donc,  comme  pour  la 
parabole,  de  reconstruire  tous  les  éléments  géométriques  d’une 
ellipse  d’après  un  arc  quelconque.  Deux  couples  distincts  de 
cordes  parallèles  y détermineront  d’abord  le  centre  par  l’inter- 
section des  diamètres  correspondants , prr.squ’aussi  commodé- 
ment que  dans  le  cercle.  On  pourra  ainsi  avoir  deux  fliamctres 
conjugués,  dont  l’un  sera  naturellement  connu  do  longueur 
comme  de  position  d’après  sa  rencontre  spontanée  avec  l’arc 
donné  ; quant  à l’autre  b\  un  seul  point  de  cet  arc  le  détermi-. 
nera  fa(  ilement,  suivant  réijuation  correspondante  de  la  courbe 

d’où  résulte  la  formule  b'  = — ~ ^ 

facile  à construire.  Cela  posé,  la  construction  d’.Vpollonius  con- 
duira, comme  ci-dessus,  à trouver  les  longueurs  des  axes  a cl  b. 
Dés  lors , la  considération  du  lieu  des  projections  des  foyers  sur 
les  tangentes  permettra  d'achever  aisnnenl  la  solution,  d'apres 
la  détermination  des  foyers  ; puisque  le  cercle  circonscrit,  qui 
contient  toutes  ces  projections , peut  être  maintenant  décrit,  et 
qu’il  est  d’ailleurs  facile  de  tracer  les  deux  tangentes  indispen- 
sables , en  menant  de  l’extrémité  de  chaque  diamètre  une  paral- 
lèle à son  conjugué. 

110.  Il  ne  nous  reste  plus  à considérer  dans  l'ellipse  que  les 
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propriétés  relatives  à la  théorie  des  quadratures.  L’application 
directe  de  nos  méthodes  élémentaires  à l’équation  a'y‘+b'‘x^:=: 

a' y , ou  y = - K a'—x\  ne  pourrait  nous  fournir  qu’en  série 

l’expression  générale  de  l’aire  du  segment  elliptique.  Mais,  en 
supposant  connue  la  mesure  du  cercle , au  moins  en  totalité  , 
cette  équation  ramène  aussitôt , d’après  le  principe  de  Wallis , 
la  quadrature  de  l’ellipse  à celle  du  cercle  circonscrit  ; poilue 
les  segments  respectivement  compris  entre  les  mémos  limites 
auront  alors,  aussi  bien  que  les  ordonnées  correspondantes,  un 
rapport  constant , égal  à celui  des  axes  de  l’ellipse.  Ce  rapport 
est  d'ailleurs  spécialement  conforme  ici  à la  considération  de 
l’ellipse  comme  projection  du  cercle , eu  égard  à la  règle  ordi- 
naire pour  projeter  une  aire  plane  : au  reste  j ces  deux  maniè- 
res d’établir  une  telle  œmparaison  sont  essentiellement  équiva- 
lentes. Ainsi , l’aire  du  cercle  circonscrit  étant  exprimée  par 
r a’ , celle  de  l’ellipse  entière  se  mesurera  par  n ab -,  ca  sorte 
que  l’ellipse  est  mojenne  proportionnelle  entre  les  deux  cercles 
inscrit  et  circonscrit , ou  équivaut  à un  cercle  dont  le  diamètre 
serait  moyen  proportionnel  entre  scs  deux  axes.  11  est  aisé  d’en 
conclure  la  détermination  d’pae  ellipse  semblable  à une  ellipse 
donnée  et  équivalente  à un  cercle  donné. 

Notre  théorie  des  quadratures  fournil  aisément  la  mesure  des 
, deux  ellipsoïdes,  l’un  allongé,  l’autre  aplati , produits  par  la 
révolution  d'une  ellipse  autour  de  ses  axes.  Autour  du  grand 
axe , suivant  la  loi  z=y' , la  courhe  auxiliaire  sera  la  para- 

b’  é’  / x^\ 

bole  z=  -ï  (<*’ — x’),  dont  l’aire  S=  cTx ),  donne 

a a \ 3 / 

V / 

aussitôt  la  formuleV=r— f a’x—  y j,  pour  le  volume  du 

segment  d’ellipsoïde , compris  entre  deux  plans  perpendicu- 
laires à l’axe,  menés , l’un  du  centre , l’antre  à la  distance 
En  y faisant  x=a , on  trouve  finalement  que  l’ellipsoïde  entier 
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est  mcsaré  par  -Ttb*a.  Un  calcul  semblable  conduirait  à un 

4 

résnllat  analogue  - n d’h  envers  l’autre  ellipsoïde.  On  voit 

O 

que  l’ellipsoïde  allonge  est  moindre  que  l’ellipsoïde  aplati , sui  > 
vaut  le  rapport  du  petit  axe  au  grand.  Ces  deux  volumes  ne 
coïncideraient  que  pour  une  ellipse  cquilatère,  en  reproduisant 
spontanément  la  cubature  connue  de  la  sphère. 


CHAPITRE  IV. 

"niéoric  (le  l’hyperbole. 

lit.  L’équation  simpliGcc  de  l’hyperbole , /r.r’  -\-'qy‘=  1 , ne 
diilère  de  celle  de  l’ellipse  qu’en  ce  que  les  deux  coefficients  p 
et  7 y sont  nécessairement  opposés  de  signe  ; ce  qui  correspond 
géométriquement  à ce  que,  des  deux  droites  autour  desquelles 
la  courbe  est  symétrique , l’une  continue  à la  rencontrer,  mais 
l’autre  no  la  coupe  plus  ; en  sorte  qu’il  n’existe  alors  qu’un 
seul  couple  de  sommets , an  lieu  de  deux.  Nous  supposerons 
habituellement  que  les  abscisses  x se  rapportent  à l’axe  tran- 
verse,  et  les  ordonnées^  à l’axe  non  transverse.  On  pourra  in- 
troduire algébriquement,  comme  dans  l’ellipse,  la  longueur  2a 
du  premier,  qui  désignera  pareillement  la  distance  des  deux 

sommets , en  posant  p = ^.  Mais  c’est  seulement  par  une  pure 

analogie  algébrique,  qui  d’abord  semble  dépourvue  d’interpré- 

1 

talion  géométrique , qu’on  fera  aussi  q = — de  manière  à 
donner  à l’équation  de  l’hyperbole  la  forme  habituelle 
— j’=— 1,  ou  ay-b\r^=-db\ 
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qui  ne  diffère  de  celle  de  l’ellipse  que  par  le  simple  changement 
de  b'  en  — toutefois,  ou  va  reconuailre  que,  quoique 
moins  directe  que  celle  de  a,  la  signification  graphique  de  b est 
cependant  tout  aussi  nette  et  précise. 

,,  £u  discutant  cette  équation,  on  reproduit  aisément  le  con- 
traste que  nous  a déjà  présenté  si  souvent  une  telle  opposition 
de  signe,  substituant  un  lieu  illimité  ut  interrompu  à une  courbe 
fermée  et  continue.  Le  sens  de  la  courbure  y est  indiqué,  outre 
le  degré,  par  la  marche  générale  du  coeflicicut  angulaire  de  la 
b'x 

tangente  tang  a=  qui,  d’abord  infini  au  sommet,  diminue 

ensuite  constamment,  comme  le  montre  la  substitution  dc^ 
en  X,  suivie  de  la  commune  division  par  x.  Sa  limite  de  dimt- 


nutioD  ± - annonce  la  direction  des  deux  asymptotes,  que  l’on 

sait  d’avance  assujetties  à passer  au  centre  : la  méthode  subsi- 
diaire le  confirme  d’ailleurs  clairement , d'après  l’équation 


y — V/jj' — à‘.  Cette  détermination  représente  ces  droites 

a 

comme  coïncidant  spontanément  avec  les  diagonales  du  rec- 
tangle construit  sur  les  deux  axes  de  l’hyperbole,  de  manière  à 
occuper  ici  la  place  qui,  dans  l’ellipse , est  affectée  aux  diamè- 
tres conjugués  égaux.  Réciproquement  envisagée,  une  telle 
construction  fournit  spontanément  la  meilleure  interprétation 
géométrique  de  l’axe  non  transverse  2b,  dès  lors  égal  à la  partie 
de  la  tangente  au  sommet  comprise  entre  les  deux  asymptotes. 
Au  reste,  en  mettant  l’équation  de  1 hyperbole  sous  la  forme 

—,  x' — y=b\  on  pourrait  généraliser  cette  appréciation , en 


regardant  b comme  une  moyenne  proportionnelle  entre  les 

deux  distances  — et  - x — y d’un  point  quelconque  de  la 

a a 

courbe  aux  deux  asymptotes,  estimées  parallèlement  à col  axe 
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non  transTcrse  : une  pareille  détermination  conviendrait  aussi 
envers  l’axe  transverse,  mais  sans  oSrir  communément  autant 
d’utilité. 

/ L’angle  variable  des  asymptotes , ainsi  dépendant  du  rap- 

port des  axes,  spécifie  ia  forme  de  chaque  hyperbole.  Quand  il 
est  droit,  l’hyperbole  se  nomme  équilatére , puisque  a et  b sont 
alors  égaux.  Cette  espèce  remarquable  remplirait , envers  les 
autres  hyperboles , le  même  office  que  le  cercle  à l’égard  des  el- 
lipses quelconques , si  elle  pouvait  nous  être  aussi  connue  : 
mais  sa  forme , guère  plus  facile  à concevoir  que  ceUe  d’une  by^ 
perbole  non  équilatére , doit  aujourd’hui  faire  attacher  peu 
d’intérêt  à son  étude  spéciale , en  sorte  qu’il  serait  superflu 
d’insister  ici  sur  l’équivalent  de  la  comparaisonqni  nous  a permis 
de  déduire  graphiquement  l’ellipse  du  cercle.  Suivant  que  l’axe 
transverse  sera  plus  grand  on  plus  petit  que  l’axe  non  trans- 
verso, l’hyperbole  se  trouvera  comprise  dans  l’angle  aigu  ou 
dans  l’angle  obtus  des  asymptotes , et  dés  lors  moins  ou  plus 
ouverte  que  l’hyperbole  équilatére. 

Comme  il  importe  de  se  familiariser  bcautxjupavec  la  notion 
• des  asymptotes,  dont  l’image  doit  devenir  inséparable  de  celle 
.de  l'hyperbole,  il  convient  de  les  concevoir  aussi  sous  un  autre 
aspect  géométrique,  en  tant  que  lignes  naturelles  de  démarca- 
tion entre  les  droites  qui,  tirées  du  centre,  rencontrent  la 
courbe  et  celles  qui  ne  la  coupent  pas.  Si  on  cherche  l’inlcrsec- 
tiüu  d’un  rayou  quelconque  = mx  avec  l’hyperbole , les  coor- 

ab  mab 

donn«>e8 communes, x = ■■■  , et  .y  = ■ m- 

cliqueront  que  la  rencontre  aura  lieu  quand  il  sera  au-dessous 
de  l’asymptote , et  cessera  lorsqu’il  passera  au-dessus , après 
s’être  éloignée  à l’iofini  pour  l’asymptote  elle-même. 

Les  deux  autres  courbes  du  second  degré  ayant  été  , dans  les 
deux  chapitres  précédents',  spécialement  rattachées  an  cercle , 
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il  n’est  pas  inutile  de  remarquer  aussi  que  l'hyperbole  en  dérive 
indirectement , par  rinlermêdiaire  de  la  parabole.  Celle  dériva- 
tion peut  d’abord  s’établir  d’après  le  môme  mode  suivant  lequel 
la  parabole  a déjà  été  tirée  du  cercle.  11  est  aisé  de  constater , 
en  effet,  qu’une  parabole  se  transformera  eu  liyperbole,  si  on 
y prolonge  les  ordonnées  de  manière  à les  rendre  égales  aux 
cordes  correspondantes  menées  du  sommet.  Mais  ou  no  peut 
ainsi  produire  qu’une  hyperbole  équilalère,  dont  l’axe  serait 
égal  au  paramètre  de  la  parabole  : il  faudrait  y redoubler  de 
plus  en  plus  la  même  construction  pour  en  déduire  d’autres 
hyperboles , do  moins  en  moins  équilatércs  à mesure  que  ces 
modifications  graphiques  se  multiplieraient  davantage.  Â ce 
mode  géométrique  trop  restreint  ou  trop  indirect,  il  convient  de 
joindre  une  autre  génération  qui , de  la  mémo  parabole , fait 
aisément  découler  toutes  les  espèces  d’hyperboles.  Elle  consiste  à 
regarder  l'hyperbole  comme  le  lieu  du  sommet  d’un  angle  inva- 
riable dont  les  deux  côtés  touchent  continuellement  une  para- 
bole flxc.  On  obtient  ainsi , envers  les  axes  ordinaires  de  la 
parabole  l’hyperbole 

f — Ung’  V ^ (’-i  + lang’  'V).r = ^ tang’  V , 

qui  convient  également  à l’angle  V et  à son  supplément , en 
sorte  que  celte  génération  permet  d’obtenir  la  totalité  de  la 
courbe.  11  est  d'ailleurs  facile  d'en  construire  les  sommets,  soit 
d'après  son  équation , soit  en  cherchant  les  points  de  l’axe  où 
la  tangente  à la  parabole  forme  avec  lui  un  angle  moitié  de  V on 
de  son  supplément.  L'inclinaison  de  scs  asymptotes  sur  cet  axe 
commun  des  deux  courbes  est  évidemment  égale  à l'angle 
donné.  On  voit  par  là , conformément  à la  théorie  générale  do 
la  similitude,  que  les  hyperboles  de  même  espèce  correspon- 
dront au  mouvemeut  du  même  angle  autour  de  diverses  para- 
boles : chaque  parabole , au  contraire , donnera  naissance  à 


■ Google 


Di, 


372 


6É01IÉTK1E  PLABTE/ 


toales  les  figures  hyperboliqaes  en  y faisant  mouvoir  différents 
angles,  qnoiqoe  les  axes  de  ces  hyperboles  doivent  d’ailleurs,  à 
raison  d’nne  telle  communauté  d’origine , conserver  entre  eux 
quelque  relation  constante,  inutile  à déterminer  ici. 

V Au  reste,  il  faut  pen  s’étonner  que  les  trois  courbes  du  second 
degré  puissent  ainsi,  diri^tement  ou  indirectement , dériver  du 
cercle,  puisqu’elles  en  sont  historiquement  issues,  sous  leur 
nom  antique  de  sections  coniques,  par  une  construction  en 
relief  il  est  vrai,  mais  pourtant  fort  simple,  comme  nous  le 
reconn.itlrons  au  chapitre  suivant  : il  fallait  bien  que  cette 
source  primitive  trouvé!  quelque  équivalent  plan. 

112.  Quoique  l’étude  de  l'hyperbole,  si  elle  était  immédiate, 
dût  naturellement  offrir  un  peu  plus  de  difficulté  que  celle  de 
l’ellipse , elle  se  simplifie  beaucoup  quand  on  ne  l’aborde  qu'a- 
prés  celle-d , puisque  l’analogie  des  équations  dispense  alors 
de  reproduire  les  divers  calculs  relatifs  aux  rechcrchcsvraimejit 
communes,  ense  bornant  à en  modifier  les  résultats  par  le  simple 
changement  de  b*  en  — pour  n’insister  spécialement  que  sur 
les  modifications  géométriques  com‘spondantcs.  Appliquons 
d'abord  cette  marche  didactique  au  théorème  des  cordes  supplé- 
mentaires, dont  nous  avons  reconnu , envers  l’ellipse,  la  haute 
importance , et  qui  doit  id  persister  essentiellement , à titre  de 
conséquence  directe  de  la  commune  équation. 

La  modification  qu'il  y éprouve  consiste  en  ce  que  le  produit 
constant  des  deux  coefficients  angulaires  devient  alors  positif  : 
comme  le  losange  des  sommets  disparaît , on  doit  maintenant 

b' 

mentionner  expressément  la  valeur  propre-,  de  ce  produit, 

qu’aucun  couple  particulier  ne  pourrait  plus  indiquer  assez 
aisément,  si  ce  n’est  à la  limite.  Ce  changement  désigné  annonce 
que  les  deux  angles  correspondants  sont  ici  simultanément 
aigus  ou  obtus , tandis  que , dans  l’ellipse , ils  étaient  toujours 
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d’espèce  différente  : on  voit  sans  peine  qu’une  telle  distioetion 
est  en  harmonie  spontanée  avec  la  diversité  fondamentale  des 
deux  Bgures.  11  en  résulte  que  maintenant  l’on  des  deux  facteurs 

est  supérieur  et  l’autre  inférieur  à ^ j d’où  il  suit , géomé- 
triquement, que,  de  deux  cordes  supplémentaires  quelconques, 
l’une  est  plus  d>lique  à l’axe  transverse  et  l’antre  moins  oblique  . 
que  les  asymptotes.  Cette  différence  est' la  suite  nécessaire  de  la 
distinction  spontanément  établie  entre  les  cordes  intérieures , 
joignant  deux  points  delà  même  branche  d’hyperbole,  ou  com- 
prises dans  la  concavité , et  les  cordes  extérieures , allant  d’une 
branche  à l’antre , on  tracées  dans  la  convexité.  On  voit  dès 
lors  que  l’inclinaison  mutuelle  des  cordes  supplémentaires  n’est 
plus  assujettie,  pour  l’hyperbole,  à aucune  limite  : en  {»rtant 
de  deux  cordes  rectangulaires , qui  sont  parallèles  anx  axes,  on 
pourra , sur  la  même  base , poser  des  couples  offrant  tous  les 
degrés  d’obliquité , jusqu’au  parallélisme  rigoureux , relatif 
aux  cordes  parallèles  à l’asymptote  : il  est  facile  de  vérifier,  en 
effet,  que  le  cercle  d’après  lequel  on  obtiendrait  ici,  comme 
envers  l’ellipse , deux  cordes  supplémentaires  formant  un  angle 
donné , ne  pourrait  jamais  cesser  de  rencontrer  la  courbe. 

Si  l’hyperbole  devient  équilatere,  ce  théorème  subit  une 
modification , beaucoup  moins  remarquable  qu’à  l’égard  de  l’cl- 
lipse , mais  pourtant  digne  de  mention  ; elle  consiste  en  ce  que 
les  inclinaisons  de  deux  cordes  supplémentaires  quelconques  sur 
l’axe  de  la  courbe  sont  alors  toujours  complémentaires. 

Pour  mieux  caractériser,  envers  l’hyperbole  et  l’ellipse,  la 
vraie  nature , trop  peu  sentie  aujourd’hui , d’un  tel  théorème, 
il  faut  maintenant  le  convertir  en  définition  directe  de  ces 
courbes,  ainsi  décrites  par  on  point  dont  les  lignes  de  jonction  à 
deux  points  fixes  forment , avec  une  droite  fixe , deux  angles  - 
ayant  toujours  des  tangentes  inversement  proportionnelles.  £p 
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nommant  7 et  ces  deux  angles  variables , l’équation  naturelle 
du  lieu  serait  donc  tang7tang^|*  = X-.  Quel  que  soit  le  signe  de 
ce  produit  constant,  la  discussion  préalable  indique  d'abord 
une  courbe  ayant  toujours  pour  centre  le  milieu  entre  les  deux 
points  Gxes,  et  même  nécessairement  symétrique  autour  de  la 
parallèle  et  de  la  perpendiculaire  qui  y sont  menées  à la 
droite  Gxe.  La  distinction  des  deux  cas  s’y  présente  ensuite 
spontanément , selon  que  k est  négatif  ou  positif.  Car,  dans  la 
première  hypothèse , la  courbe , qui  coupera  toujours  l’un  de 
ses  axes,  pourra  également  conper  l’autre;  les  deux  angles  y 
et  'I'  étant  alors  d'espèce  dUTérente , les  deux  droites  mobiles  ne 
pourront  jamais  devenir  parallèles , et  le  lieu  sera  fermé  aussi 
bien  que  continu.  Si,  au  contraire,  k est  positif,  ces  angles 
seront  toujours  de  même  espèce,  et  susceptibles  d’égalité;  en 
sorte  que  le  lieu , nécessairement  illimité , sera , en  outre , 
discontinu,  comme  ne  pouvant  plus  rencontrer  à la  fois  ses 
deux  axes.  Quant  au  passage  à l’équation  rectiligne,  il  ne  peut 
offrir  aucune  difficulté,  surtout  envers  de  tels  axes.  £n  appe- 
lant />  et  7 les  c(X)rdonnées  correspondantes  de  l’un  des  points 

y— g 


Gxes , on  aura  tang  y : 


tangifi  : 


; ce  qni  con- 


X — P'  “ 

duit  à l’équation  — kx‘=q’ — kp',  où  l’on  reconnaît  aussitôt 
l’cUipse  ou  l’hyperbole , et  qui  d'ailleurs  indique  le  passage  du 
lieu  aux  deux  points  donnés,  déjà  géométriquement  expliqué 
au  sujet  de  l’ellipse. 

1 1 3.  L’application  de  la  théorie  des  foyers  à l’équation  simpliGéê 
de  l’ellipse  nous  a fourni  les  deux  systèmes  6=0,  a=\/  a'-^, 

et  a= 0,  6= V/  à’ — a’,  dont  chacun  est  tour  à tour  seul  accep- 
table , selon  la  grandeur  relative  des  deux  dimensions  a et  b. 
'Ponr  l’hyperbole,  le  changement  de  ù’  en — indique,  au 
contraire,  que  le  second  ne  peut  jamais  convenir,  et  que  le 
premier  subsiste  toujours,  quel  que  soit  l’ordre  de  grandeur 
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des  axes.  Les  deux  foyers  sont  dune  ici  constammcDt  placés  sur 
l’axe  Iransversc.  et  düd  sur  le  grand  axe.  En  général,  tout  ce 
qui,  pour  l’ellipse,  s’appliquait  au  grand  axe,  convient,  pour 
l’hyperbole , à l’axe  transverse , et  de  même  envers  le  second 
axe  respectif.  Quand  on  a besoin  d’une  dénomination  commune 
afin  de.désigner  la  droite  qui , dans  l’hyperbole , joint  les  deux 
sommets,  et,  dans  l’ellipse , constitue  le  plus  long  diamètre, 
le  nom  d’axe  focal  se  présente  donc  naturellement,  comipc  seul 
également  propre  aux  deux  cas. 

Suivant  la  modification  précédente,  l’exccntricilé  c vaut 

ici  et  représente  la  distance  du  centre  de  l’hyper- 

bole au  point  où  l’asymptote  coupe  la  tangente  au  sommet  : 
les  foyers  se  trouvent  donc  situés  au  delà  des  sommets , tandis 
que  ceux  l’ellipse  les  précédaient.  Mais  cette  diversité  ne  fait 
que  maintenir  une  conformité  plus  essentielle , consistant  en  ce 
que,  de  part  et  d’autre,  les  foyers  tombent  toujours  dans  la 
concavité  de  la  courbe,  suivant  les  conditions  nécessaires  de  la 
notion  primitive.  Une  telle  différence  ne  constitue  donc  qu'une 
nouvelle  conséquence , facile  à prévoir , du  contraste  fonda- 
mental des  deux  figures. 

£ù  formolant  les  distances  rationnelles. 


a a 


du  foyer  à un  point  quelconque  de  la  courbe,  il  fanf  ici  ren- 
^ verser , envers  la  première , l’ordre  de  soustraction  convenable 
à l’ellipse,  puisque  c et  ar  sont  alors  supérieurs  à a.  Il  en  ré- 
sulte que  la  différence  de  ces  distances  variables  devient  main- 
tenant constante  au  lieu  de  leur  somme , conformément  à notre 
distinction  primordiale  des  doux  courbes.  La  position  des  di- 
rectrices est  également  déplacée , puisque  leur  commun  écar- 

. tement  du  centre  — est  ici  moindre  que  a\  en  sorte  qu’elles 
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tombant  entre  les  sommets,  et  non  an  delà.  Mais,  comme  en- 
vers les  foyers,  celte  modification  maintient  une  conformité 
nécessaire,  afin  que,  des  deux  parts,  les  directrices  résident 
dans  la  convexité  de  la  courbe , qu'elles  ne  doivent  jamais  coa- 


conformément  au  contraste  déjà  apprécié  au  n"  23. 

Si  nous  reprenons,  envers  l’hyperbole,  le  problème,  d’abord 
traité  pour  l’ellipse,  qui  consiste  à déterminer  la  courbe  d’après 
un  foyer  et  trois  points , nous  en  pourrons  maintenant  compléter 
la  solution,  soit  graphique , soit  analytique , toujours  assujettie 
à la  même  marche.  Quant  à la  première , la  construction  déjà 
expliquée  supposait  tacitement  que  la  directrice  cherchée  de- 
vait constamment  laisser  les  trois  points  donnés  d’un  même  côté, 
comme  l’exige  nécessairement  l’ellipse,  et  aussi  la  paralxde. 
Mais,  pour  l’hyperbole,  il  en  peut  être  autrement,  et  dés  lors 
ce  tracé  ne  donne  pas  tontes  les  solutions  admissibles  : il  faut 
ici,  envers  chacun  des  points  de  la  directrice  ainsi  déterminés, 
accepter  en  outre  la  position  comprise  entre  les  deux  points 
donnés  correspondants , et  que  marque , sur  la  droite  de  jonc- 
tion, la  bissectrice  de  l’angle  dont  nous  avions  considéré  seu- 
lement le  supplément.  11  en  résulte  finalement  quatre  solutidns  : 
les  trois  nouvelles  ne  peuvent  jamais  convenir  qu’à  des  hyper- 
boles; la  première  seule  sera  hyperbolique,  elliptique,  ou  même 
parabolique,  selon  que  la  directrice  obtenue  se  trouvera  pins 
rapprochée,  plus  éloignée,  ou  aussi  écartée  des  points  donnés 
que  l’est  le  foyer. 

L’appréciation  analytique  ne  semble  pas  d’abord  susceptible 
de  reproduire  cette  inévitable  pluralité,  surtout  quand  on  ra- 
mène au  premier  degré  les  trois  équations  de  condition,  comme 
nous  avons  dû  le  faire  au  n°  106.  Mais,  avec  plus  d’attention, 
on  reconnaît  aisément  l’exacte  correspoqdanco  necessaire,  des 
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deux  modes  de  solution,  en  considérant  que,  dans  cette  utile 
réduction , chacun  des  membres  connus  u' , u" , u"'  pouvait  éga- 
lement être  pris  avec  te  signe — , et  que  le  choix  spontané  du 
signe  -t-  n’était  nullement  motivé.  Si  donc , sans  altérer  les  for- 

mulesobtenues.onaconvcnablemcntégard  àunetelleambiguité, 

il  sera  f.icile  de  leur  procurer  toute  l’extension  convenable  à la 
pleine  appréciation  du  problème  proposé.  On  pourrait  même 
craindre  d’obtenir* ainsi  huit  solutions  au  lieu  de  quatre,  s’il 
n’était  évident  que,  cette  ambiguïté  devant  être  essentiellement 
relative , elle  se  trouvera  suffisamment  représentée  par  le  signe 
alternatif  de  deux  des  trois  distances  données  u',  u" , u" , en 
attribuant  arbitrairement  à l'autre  un  signe  fixe. 

Cette  considération  est  la  seule  qu’il  importât  ici  d’indiquer 
expressément , au  sujet  des  divers  problèmes  relatifs  aux 
foyers  , et  qui  d'ailleurs  se  résoudront , pour  l’hyperbole  , de 
la  même  manière  qu’envers  l’ellipse  , sans  exiger  maintenant 
aucune  nouvelle  explication , analytique  ou  géométrique. 

114.  Relativement  aux  tangentes , les  propriétés  de  l’hyper- 
bole sont  essentiellement  les  mêmes  que  celles  de  l’ellipse  , le 
changement  fondaroenUl  de  b'  en  — b'  ne  pouvant  exercer,  à 
cet  égard , qu’une  influence  très-secondaire.  L’équation  ordi- 

b^x' 

nairc  de  la  tangente  est  ici  y—y=  {x — x')  il  en  résulte, 

' . • 1» 
comme  dans  l’ellipse,  — ^ > poor  son  intersection  avec  1 axe 

focal;  seulement  x'  étant  maintenant  supérieur  à a,  et  pou- 
vant croître  indéfiniment , ce  point  tombe  toujours  entre  le 
sommet  adjacent  et  le  centre , en  se  rapprochant  continuelle- 
ment de  celui-ci , avec  lequel  il  se  confond  quand  le  contact  a 
lien  à l’infini , conformément  aux  indications  fournies  par 
l’asymptote.  ' 

Entre  la  direction  de  chaque  tangente  et  celle  du  rayon  cor- 
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respondant,  il  exisle  une  relation  analc^e  & celle  de  Fellipae , 

tang  a tang  ^ mais  les  deux  facteurs  de  ce  produit  constant 

ont  alors  le  même  signe , et  deviennent  susceptibles  d’exacte' 
coïncidence , quand  les  deux  droites  se  confondent  avec  l’asymp- 
tote ; en  tout  autre  cas  , le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
est  supérieur  et  celui  du  rayon  est  inferieur  au  coefficient  an- 

t • 

gulairc  de  l’asymptote.  La  comparaison  aux^cordes  supplémen- 
taires subsiste  essentiellement , et  comporte  la  même  prévision 
directe , ainsi  que  d^  conséquences  équivalentes  , sous  de  pa^ 
reüles  modifications  respectives.  A la  distinction  de  ces  cordes 
en  intérieures  et  extérieures , correspond  l’existence  actuelle 
de  limites , inférieure  ou  supérieure , pour  les  inclinaisons  de  la 
tangente  ou  du  rayon  sur  l’axe  focal  : la  tangente  ne  peut  être 
parallèle  qu’aux  cordes  intérieures  et  le  rayon  aux  autres. 
Enfin , la  possibilité  d’une  obliquité  quelconque , reconnue  ici 
envers  le  premier  couple  , peut  être  également  constatée  et 
expliquée  à l’égard  du  second. 

Quant  à la  propnëté  de  la  tangente  à l’ellipse  par  rapport  aux 
foyers  , elle  n’éprouve , sous  sa  forme  la  plus  usuelle , d’auti% 
modification  réelle , dans  l’hyperbole , que  celle  qui  y résulte 
nécessairement  de  la  nouvelle  figure  générale,  exigeant  ici 
que  la  tangente  tombe  toujours  entre  les  deux  foyers , an  lieu 
de  les  laisser  du  même  côté;  en  sorte  qu’elle  devient  alors  la 
bissectrice  de  l’angle  même  des  deux  rayons  véctenrs , et  la 
normale  celle  de  son  supplément  ; les  positions  de  ces  droites 
étant  ainsi  échangées,  comparativement  au  cas  primitif.  Il 
serait  superflu  de  s’arrêter  expressément  aux  conséquences 
graphiques  de  cette  propriété , pour  tracer  la  tangente , quand 
on  donne  successivement  son  point  de  contact , sa  direction  , 
on  on  point  extérieur  ; ces  trois  constructions  sont  spontané 
ment  analogues  à celles  du  chapitre  précédent.  Au  sujet  du 
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d<?rnier  cas  , il  peut  seulement  devenir  utile  de  déduire , soit 
d’une  telle  figure , soit  de  la  solution  analytique , la  distinction 
des  deux  modes  d’incidence  des  deux  tangentes  menées  du 
point  donné  , qui  tumberont  sur  la  môme  branche  d’hyper- 
bole ou  sur  les  branches  opposées,  selon  que  ce  point  sera  com- 
pris dans  ceux  de%  angles  des  asymptotes  qui  contiennent  la 
courbe  ou  dans  leurs  suppléments.  Enfin  , la  situation  actuelle 
de  la  tangente  entre  les  deux  foyers  modifierait  notablement 
les  suites  physiques  de  cette  propriété , relativement  à la  ré- 
flexion , par  l’hyperbole  ou  par  l’hyperboloïde  correspondant, 
des  émanations  issues  de  l’un  des  foyers  ; la  convergence  vers 
l’autre  foyer  n’aflecterait  plus  alors  les  droites  elles-mêmes  , 
mais  leurs  simples  prolongements  : cette  diversité , qui  n’au- 
rait aucune  influence  quant  à la  lumière  , ferait  disparaître  la 
concentration  caustique , qui  exige  un  concours  réel , et  non 
purement  géométrique. 

Sous  la  seconde  forme  essentielle  , la  plus  spontanément  ana- 
lytique, ce  tbéoréme  ne  peut  subir  ici  aucune  modification  , 
puisque  l’équation du  lieu  des  projections  des  loyers 
sur  les  tangentes  dans  l’ellipse  ne  contint  pas  b'.  Ce  lieu  esi 
donc  toujours  un  cercle , ayant  encore  pour  diamètre  l’axe 
focal  : seulement , au  lieu  d’étre  circonscrit  à la  courbe  , il  lui 
est  maintenant  inscrit  : le  calcul  et  la  figure  s’accordent  à cet 
égard.  En  considérant  les  asymptotes  comme  des  tangentes  , on 
y peut  aisément  constater  la  confirmation  spéciale  de  leur  com- 
mune participation  à cette  loi. 

La  troisième  forme  géométrique  de  cette  propriété  n’éprouve 
l^llement  aucune  modification  dans  l’hyperbole  : la  valeur  ef- 
fective du  produit  constant  des  distances  des  deux  foyers  à une 
tangente  quelconque  y est  pareillement  indiquée  par  les  som- 
mets , et  en  outre  par  l’asymptote , seule  tangente  qui  soit  alors 
équidistante  des  deux  foyers. 
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C’csl  ici  le  lieu  de  mentionner  un  problème  intéressant , que 
j’ai  omis  envers  l’ellipse,  afin  d’éviter  toute  répétition  super- 
flue, mais  qui,  par  sa  nature,  convient  également  aux  deux 
courbes  , et  même  , en  certains  cas,  à la  parabole.  Il  consiste 
à déterminer  une  courbe  du  second  degré  d’après  son  foyer  et 
trois  tangentes.  Sa  solution  analytique  ne  présente  aucune  dif- 
ficulté , et  n’exige  aucune  explication  nouvelle.  Quant  à la  so- 
lution graphique,  elle  dépend  de  la  considération  des  projections 
du  foyer  donné  sur  les  tangentes.  Lorsque  ces  trois  projections 
seront  cxceptionneHement  en  ligne  droite , la  courbe  sera  une 
parabole,  dont  la  détermination  ultérieure  a déjà  été  expli- 
quée en  son  lien.  En  tout  autre  cas , on  tracera  le  cercle  cor- 
respondant, et , selon  que  le  foyer  donné  s’y  trouvera  intérieur 
ou  extérieur,  on  aura  une  ellipse  ou  une  hyperbole  : son  axe 
focal  étant  ainsi  obtenu , de  grandeur  et  de  position , il  sera  aisé 
d’achever  la  construction,  conformément  à la  nature  de  la 
courbe.  Si  l’ensemble  des  données  était  disposé  do  manière  à 
faire  passer  ce  cercle  auxiliaire  par  le  foyer  connu , cette  indi- 
catioii  se  rapporterait  évidemment  à un  nouveau  cas  d’impos- 
sibilité , autre  que  ctux  relatifs  au  parallélisme  des  trois  tan- 
gentes, ou  à leur  concours  en  un  même  point , ou  à la  situation 
du  foyer  sur  l’une  d’elles. 

Au  sujet  des  lieux  plus  ou  moins  remarquables  qui  résultent 
de  la  considération  des  tangentes  à l'ellipse , il  faut  seulement 
noter,  envers  l’hyperbole , la  modification  de  celui  qui  se  rap- 
porte aux  intersections  des  tangentes  rectangulaires.  Son  équa- 
tion devient  ici  x'+y'=a' — 1»’,  en  sorte  que  sa  nature  géomé- 
trique reste  la  même , le  rayon  du  cercle  étant  seulement  changé. 
Mais  ce  changement  se  trouve  tel  que , si  l’hyperbole  est  plus 
qu'équilatere , ce  lieu  n’existe  plus,  après  s’étre  réduit  au 
centre  pour  l’hyperbole  équilatèrc  elle-même.  On  peut  aisé- 
ment expliquer  ces  résultats , en  considérant  que , lorsque  Thy- 
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pcrbolc  est  contenue  dans  l’angle  obtus  dos  asymptotes  , aucun 
point  du  plan  ne  saurait  fournir  de  tangentes  rectangulaires  ; 
puisque  les  deux  tangenU»  qui  en  émanent  forment  toujours 
un  angle  supérieur  à celui-là  ou  inférieur  à son  supplément 
selon  la  situation  de  ce  point,  d’après  la  remarque  déjà  signalco 
sur  les  incidences  respectives  des  deux  tangentes  correspon- 
dantes : l’hyperbole  équilatère  ne  comporte  d’autres  tangentes 
rectangulaires  que  celles  tirées  du  centre,  c'est-à-dire  les 
asymptotes. 

115.  La  nature  des  diamètres , et  leur  réciprocité  ou  conju- 
gaison , n’éprouvent  aucun  changement  essentiel  en  passant  de 
l’ellipse  à l'hyperbole  , suit  qu’on  les  découvre  analytiquement, 
suit  qu'on  les  déduise  spécialement  du  théorème  des  cordes  sup- 
plémentaires. Seulement,  la  relation  fondamentale  entre  les 
directions  de  deux  diamètres  conjugués  quelconques  subit  ici 
la  modiCcatiou  que  nous  avons  déjà  appréciée  envers  les  cordes 
supplémentaires,  et  ensuite  à l’égard  d'une  tangente  comparée 
à son  rayon.  Par  rapport  aux  diamètres,  elle  indique  que  les 
deux  droites  de  chaque  couple,  alors  contenues  dans  la  même 
région  du  plan,  sont  toujours  situées,  lune  au-dessous,  l’autre 
au-dessus,  des  asymptotes  : en  sorte  que  l’une  d'elles  rencontre 
la  courbe  et  l’autre  no  peut  la  couper,  conformément  aux 
exigences  géométriques  de  sa  figure  générale.  Les  deux  coeiG- 
cients  angulaires  tendant  ainsi  vers  l égalité , les  deux  diamètres 
comportent  une  obliquité  quelconque  , et  se  rapprochent  con- 
tinuellement l’un  de  l'autre  en  s’écartant  des  axes  correspon- 
dants , de  manière  à admettre  l'asymptote  comme  leur  limite 
commune.  11  est  d'ailleurs  évident  que  la  distinction  des 
diamètres  en  transverscs  et  non-transverses  correspond  spon- 
tanément à celle  de  leurs  cordes  en  intérieures  cl  extérieures. 

D’après  les  motifs  déjà  expliqués  pour  l’ellipse,  en  rapjior- 
tanl  l’hyperbole  à deux  diamètres  conjugués  quelconques,  son 
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équation  prendra  finalement  la  même  forme  qu’envers  ses  axes, 
a'y’— é'V’  =— «"i",  les  constantes  a”  cté”  étant  pareil- 
ment  exprimées  par  les  formules 


a‘b^ 

é’cos’X'— fl’sin’X” 


«’t»’ 


qui  résultent , soit  du  calcul  de  transposition , soit  de  l’équatioii 
polaire  relative  au  centre.  Le  coefllcient  b',  propre  au  diamètre 
non  transverse,  n’a  d’abord,  comme  b lui-méme,  qu'une  défi- 
nition purement  abstraite  : mais  elle  devient  tout  aussi  aisément 
susceptible  d’interprétation  concrète , à l’aide  des  asymptotes. 
Car,  leur  équation  ne  pouvant  être  affectée  par  l’obliquité  des 
axes,  sera  toujours,  envers  un  système  quelconque  de  diamè- 
tres réciproques,  jr'=dz.—x\  et  donnera  semblablement 

y=^±b',  pour  x'=al  : en  sorte  que  la  longueur  d’un  dia- 
mètre non  transverse  équivaudra  encore  à la  partie  de  la  tan- 
gente parallèle  qu’interceptent  les  asymptotes.  On  pourrait 
• d’ailleurs  continuer  aussi  à regarder  sa  moitié  comme  une 
moyenne  proportionnelle  entre  les  distances  d’un  point  quel- 
conque de  l’hyperbole  aux  deux  asymptotes , estimées  parallè- 
lement au  diamètre  cherché. 

Pour  mîpux  lier  les  notions  géométriques  relatives  aux  di- 
verses longueurs  des  diamètres  non  transverses , il  conviait  de 
considérer  la  courbe  résultée  de  leurs  extrémités.  La  formule 
précédente  de  6"  en  fournit  spontanément  l’équation  polaire, 
qui , convertie,  soi vantle  mode  ordinaire,  en  équation  rectiligne, 
conduit  enfin  à — b^x'  = a’é’.  Ce  résultat  indique  une  hy- 
perbole , nommée  quelquefois  la  conjuguée  de  la  première  ; leorà 
axes  sont  les  mêmes , mais  en  sens  inverse , conformément  à la 
définition.  Elles  ont  donc  les  mêmes  asymptotes , dont  chacune 
d’elles  occupe  les  angles  interdits  à l’autre  : leur  figure  est  habi- 
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tncllempnt  opposôc,  et  elles  ne  coïncident  que  dans  le  cas  cqui- 
lalèrc.On  peut  aisément  constater  que  ces  deux  courbes  ont  né- 
cessairement les  mêmes  diamètres,  mais  toujours  par  contraste  : 
en  sorte  que  leur  office  spontané  pour  représenter  distinctement 
les  longueurs  des  diamètres  non  transverses  se  trouve  nécessai- 
rement mutuel.  Si  l’on  s'habitue  à ne  pas  séparer  de  l’image 
d’une  hyperbole,  celle , non  moins  naturelle,  de  sa  conjuguée, 
les  deux  sortes  de  diamètres  deviendront  également  intelli- 
gibles. 

Les  longueurs  des  deux  diamètres  conjugués  étant  chacune 
illimitée  et  d'ailleurs  croissant  à la  fois , il  est  impossible  que  le 
premier  théorème  d’Apollonius  ne  soit  pas  profondément  mo- 
difié envers  l’hyperbole,  où  il  devient,  en  effet,  a" — b’’=a’—b', 
suivant  le  changement  accoutumé.  11  en  résulte  que  jamais  a' 
et  b'  ne  peuvent  être  égaux,  à moins  que  a ne  soit  égal  à 6,  au- 
quel cas  a'  équivaut  toujours  à b'.  Ainsi,  en  aucun  sens,  il 
n'existe,  dans  l'hyperbole,  un  système  spécial  de  diamètres  con- 
jugués , caractérisé  par  une  égalité  de  longueur  qui  n’est  jamais 
possible  qu’autant  que  la  courbe  devient  équilatère,  et  qui  alors 
a lieu  indifféremment.  On  sait  déjà , en  effet , que  la  position 
des  diamètres  égaux  de  l’ellipse  correspoud  à celle  des  asym- 
ptotes de  1 hyperbole , lesquelles  ne  sauraient  conslitner  mu- 
tuellement aucun  couple  de  diamètres  conjugués,  puisque  cha- 
cune d’elles  représente  à la  fois  les  deux  éléments  d’un  tel 
couple. 

Quant  au  second  théorème  d’Apollonius , a’ b'  sin  Y = ab,  il 
ne  peut  subir  ici  aucune  modification,  d’après  la  compensation 
des  changements  simultanés  qu’y  éprouvent  b et  b'.  Cette  per- 
sistance analytique  s’explique  géométriquement , malgré  l’illi- 
roiiation  commune  des  longueurs  a'  et  b',  par  la  suppression 
nécessaire  de  toute  limite  d’obliquité  : à mesure  ^ue  les  deux 
diamètres  s’allongent  à la  fois  en  se  rapprochant  tous  deux  de 
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i’.'isymplote,  la  diminution,  non  moins  indéfinie,  de  leur  angle 
permet  de  concevoir  que  l’aire  du  parallélogramme  correspon- 
dant demeure  invariable,  quoique  sa  constance  soit  alors  encore 
plus  remarquable  que  dans  l'ellipse. 

Au  sujet  de  ces  deux  théorèmes,  il  convient  de  noter  ici  que 
la  modification  nécessaire  du  premier  y interdit  remploi  de 
l’artifice  spécial  qui,  pour  l’ellipse,  nous  avait  conduits  à sim- 
plifier beaucoup  la  détermination , soit  algébrique , soit  surtout 
graphique,  de  la  longueur  des  axes  d’après  deux  diamètres  con- 
jugués quelconques,  donnés  de  grandeur  et  de  position.  Hlais, 
en  ajournant  un  peu  cette  solution,  de  manière  à pouvoir  y 
employer  le  nouvel  ordre  de  propriétés , éminemment  caracté- 
ristique , que  présente  l’hyperbole  envers  ses  asymptotes , on 
reconnaîtra  ci-dessous  que  l’ensemble  de  cette  recherche,  com- 
porte finalement  encore  plus  de  simplification  dans  l’hyperbole 
que  dans  l’ellipse , quand  ou  y emploie  judicieusement , de  part 
et  d’autre , les  moyens  les  plus  convenables. 

116.  En  considérant  l’cqualion  des  asymptotes  de  l’hyper- 
bole rapportées  à deux  diamètres  conjugués  quelconques, 

y 3=±  — , x',  on  aperçoit  d’abord  l’entière  généralisation  de  leur 

il 

construction  primitive,  en  reconnaissant,  d'après  rhypotbèse 
ar'=a',  qu’elles  coïncident  toujours  avec  les  diagonales  du  pa- 
rallélogramme construit  sur  ces  diamètres.  Mais,  une  plus 
complète  appréciation  géométrique  de  la  même  équation  conduit 
ensuite  à un  théorème  très-remarquable,  qui  constitue  réelle- 
ment la  plus  importante  propriété  spéciale  de  l’hyperbole.  On  y 
voit,  en  efîet,  que  chaque  valeur  de  l’une  des  coordonntH*s 
ou  y-'  donne  toujours  à l’autre  deux  valeurs  égales  envers  les 
deux  asymptotes.  Cela  posé , toute  transversale  tirée  au  hasard 
dans  le  plan  de  l’hyperbole  pouvant  y être  regardée  comme  pa- 
rallèle à quelque  diamètre , transverse  ou  nou  transversc , le 
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conjugué  de  cclui-ci  passera  donc  constamment  au  milieu  do  la 
partie  de  cette  droite  comprise  entre  les  asymptotes  ; or,  le 
milieu  de  la  corde,  extérieure  ou  intérieure,  que  cette  même 
droite  forme  dans  l’hyperbole  étant  aussi  situé  nécessairement 
sur  ce  dernier  diamètre,  il  s’ensuit  que  les  deux  portions  de  la 
transversale  interceptées , des  deux  parts , entre  la  courbe  et 
l’asymptote , telles  que  MN  et  M'M'  Ifig.  75}  ou  LD  et  L'iy,  ont 
sans  cesse  une  égale  longueur. 

Cotte  l)elle  propriété  fournit  spontanément  le  moyen  le  plus 
simple  pour  décrire  par  points  un  hyperbole,  d’après  les  asymp- 
totes, et  un  point  donné  M,  d’où  il  sulSra  de  mener  une  trans- 
versale quelconque  NN'  entre  les  deux  asymptotes,  afin  d’y 
reporter,  à partir  de  l’une,  sa  portion  MN  marquée  par  l'autre, 
de  manière  à obtenir  le  second  point  M’  de  la  courbe  qui 
s’y  trouve  situé  : chacun  des  points  ainsi  minqués  pourra 
d’ailleurs  devenir,  à son  tour,  le  centre  d’une  pareille  con- 
struction, pour  éviter  la  confusion  graphique  inhérente  à 
l’accumulation  d’un  trop  grand  nombre  de  lignes  autour  d’un 
même  point. 

Quoique  une  telle  description  doive,  paraajnature,  être  jugée 
caractéristique , il  importe  cependant  de  le  constater  expressé- 
ment, en  déduisant  l’équation  de  l’hyperbole  de  cette  seule 
propriété.  Mais  , auparavant  , il  convient  de  simplifier  ici 
l’équation  naturelle  M'N'=MN,  soit  pour  sa  discussion  directe, 
soit  pour  le  passage  à l’équation  rectiligne , en  la  remplaçant 
par  la  relation,  évidemment  équivalente,  M'£=NB,  entre 
deux  longueurs  dont  la  direction  est  invariable,  et  que  déter- 
minent les  parallèles  menées  respectivement  de  M et  M'  aux 
asymptotes  opposées.  Sous  cette  forme  mieux  appréciable,  cette 
définition  indique  d’abord  que  la  distance  M'£  du  point  décri- 
vant M'  k la  droite  donnée  OX  peut  diminuer  autant  qu’on 
voudra,  sans  cependant  s’annuler  autrement  qu’à  l’infini, 
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oomme  I»iongueor  NB  cUc-mémc,  à mesure  que  la  Iransver* 
aaleNN'  tend  vers  la  direction  ÜX  : ainsi,  indépendamment 
de  toute  notion  antérieure , le  lieu  cherché  doit  être  asympto- 
tique à chacune  des  deux  droites  fixes.  On  voit  aussi  que  le 
point  donné  M en  doit  faire  partie , en  considérant  la  trans- 
versale qui  y aurait  son  milieu , et  qui  dès  lors  y deviendrait 
onc  tangente , d’aprte  la  coïncidence  spontanée  des  deux  points 
M et  M'. 

' Pour  transformer  cette  équation  naturelle,  M'E=NB,  en 
équation  rectiligne,  il  convient  de  diriger  les  axes  suivant  les 
deux  droites  fixes  OX  et  OY,  en  vertu  de  leur  asymptotisme. 
En  désignant  par  .r'  eiy  les  coordonnées  correspondantes  du 
point  variable  M' , et  par  « et  C celles  du  point  donné  M,  l'équa- 
tion de  la  transversale  sera 

et  U faudra  exprimer  que  la  valeur  de^ — 6 qui  y correspond 
à .1=0  équivaut  constamment  à y . Un  trouve  ainsi  l'équa- 
tion x’y=a& , qui  annonce  évidemment  l’hyperbole. 

Eu  considérant  directement  la  forme  que  doit  |-rcndre  l’équa- 
tion de  l’hyperbole  par  rapport  à ses  deux  asymptotes , il  est 
aisé  de  prévoir,  comme  je  l’ai  indiqué  au  n°  91 , qu’elle  con- 
tiendra seulement  le  terme  en  jrj-  et  le  terme  constant,  puisque 
les  deux  termes  propres  à chaque  variable  doivent  à la  fois  dis- 
perattre,  d’après  l’asymptotisme  de  l’axe  correspondant.  Cette 
équation  indique  gï-ométriquement  que  le  parallélo- 

gramme MPüB , construit  sur  les  coordonnées  asymptotiques 
d’un  point  quelconque  M de  l’hyperbole,  a une  aire  invariable  : 
c’est  sous  cette  forme  que  les  anciens  connaissaient , à leur  ma- 
nière , cette  relation  nécessaire.  Si  l’on  considère  en  particulier 
le  losange  ainsi  formé  au  sommet , et  dont  le  côté  équivaut  évi- 
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dcmmcnt,  d’après  los  notions  antérienrcs,  à la  demi-distance  du 
foyer  au  centre,  on  reconnaît  que  cette  constante  m représente 
ici  ia  demi-excentricité.  L’ensemble  de  ces  prévisions  est  aisé- 
ment conCrmé  par  l'exécution  ducaleul  de  transposition  qui, 
en  partant  de  l’équation  primitive, «y — — a’é%relative 
aux  axes  de  l’hyperbole,  fournit,  par  rapport  aux  asymptotes, 

1 équation  j — , suivant  les  formules  ordinaires 


x=x'  cos  X'-j-y  cos  Y',y=x'  sin  X'-f-y  sin  ï*, 
en  ayant  égard  aux  hypothèses  actuelles , 

* V 

tangY'=-,  tangX'=— -. 
a a 

Cette  équation  xy=m*  serait  plus  propre  qu’aucune  autre, 
à raison  de  sa  simplicité  supérieure , à l’étude  spéciale  de  la 
courbe , si  les  axes  correspondants  étaient  rectangulaires  t mais 
cela  n’a  lien,  comme  on  sait,  que  pour  l’hyperbole  équilatére, 
dont  l’étude  particulière  ne  mérite  plus  aujourd’hui  une  atten- 
tion séparée.  Envers  tout  antre  cas , les  inconvénients  attachés 
k l’obliquité  de  tels  axes  font  plus  que  compenser  ordinairement 
l’aptitude  algébrique  d’une  telle  équation , sauf  envers  les  re* 
cherches  géométriques  où  la  rectangularité  des  axes  ne  constitue 
aucun  avantage  important.  On  peut  remarquer  ici  cette  excep- 
tion au  sujet  des  tangentes , dont  le  coefficient  angulaire , ainsi 


devenu — 

X 


fournira  un  résultat  fort  simple  relativement  à la 


sous-tangente  correspondante  , maintenant  égale  à l’abscisse 
asymptotique  du  point  de  contact.  Toutefois , il  fant  recoo- 
naître  que  cette  notion  ne  constitue , an  fond , qu’une  consé- 
quence facile  du  théorème  des  transversales,  qni , poussé  jusqu’à 
sa  limite , indique  aussitôt  l’égalité  constante  des  denx  parties 
de  la  tangente  comprises  entre  le  point  de  contact  et  les  deux 


Digitized  by  Google 


388 


GtomiTSIF.  PLANE. 


asymp(otei  ; en  sorte  que  cette  propriété  caractérisliqae  de 
l’hyperbole  y fournit  spontanément  la  meilleure  solution  spé- 
ciale du  problème  des  tangentes.  Nous  allons  bientôt  apprécier, 
pour  la  question  plus  importante  des  quadratures,  l’avantage 
essentiel  que  présente , à certains  égards',  la  simplicité  supé- 
rieure de  l’équation  asymptotique  de  l'hyperbole. 

Le  judicieux  emploi  des  propriétés  relatives  aux  asymptotes 
rend  plus  facile  envers  l’hyperbole  qu’envers  l’ellipse  la  con- 
struction finale  suivant  laquelle  un  détermine  graphiquement 
tous  les  éléments  géométriques  de  la  courbe,  d’après  une  por- 
tion quelconque  de  sa  circonférence.  On  commencera , comme 
dans  l’ellipse,  par  tracer,  à l’aide  de  deux  couples  distincts  de 
cordes  parallèles,  on  système  de  diamètres  conjugués,  dont  la 
longueur  se  trouvera  spontanément  connue  ainsi,  quant  à celui 
qui  sera  transverse,  et  ensuite  aisément  assignable  pour  l'autre, 
à l’aide  d’un  des  points  de  l’arc  donné , selon  nos  explications 
anterieures.  Mais,  après  ce  préambule  graphique  commun  aux 
deux  courbes , tout  le  reste  de  la  couslruclion  pourra  prendre 
ici  une  marche  plus  simple  que  dans  l’ellipse , en  déterminant 
aussitôt  les  asymptotes,  parles  diagonales  du  parallélogramme 
correspondant  aux  deux  diamètres  obtenus.  Cela  posé , la  di- 
rection des  axes  do  l’hyperbole  résultera  immédiatement  de  la 
bissection  des  deux  angles  asymptotiques , et  la  longueur  de 
cbacnn  se  trouvera  finalement  sons  plusieurs  formes  commodes, 
surtout  comme  moyen  proportionnel  entre  les  distances  d’un 
point  de  l’arc  aux  deux  asymptotes , mesurées  parallèlement 
à l’axe  cherché , ou  entre  la  coordonnée  correspondante  de  ce 
point  et  celle  de  l’intersection  de  sa  tangente  avec  cefaxe,  etc., 
de  manière  à fournir  aisément  divers  modes  de  vérification 
pour  l’ensemble  du  tracé.  . , 

117.  Parmi  les  nombreux  problèmes,  déterminés  ou  indé- 
terminés, que  suggère  naturellement  la  théorie  de  l’hyperbole, 
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il  suffira  d’en  choisir  ici  quelques-uns,  qui  permettront  aa 
lecteur  de  multiplier  spontanément  ces  utiles  exercices. 

Considérons  d’abord  la  détermination  d’une  hyperbole  d’a- 
prés  une  asymptote  et  trois  pointa.  La  loi  des  transversales  y 
indique  aussitôt  une  commode  solution  graphique,  fondée  sur 
la  construction  préalable  de  la  seconde  ésymptote , dont  ce 
théorème  fournit  aisément  deux  points,  à l’aide  des  deux  cordes 
qui  joignent  l’un  des  points  donnés  aux  deux  autres,  prolon- 
gées d’al)ord  jusqu’à  l’asymptote  connue.  Quant  à la  solution 
analytique,  on  la  simplifiera  beaucoup , si  les  axes  sont  dispo- 
nibles, en  prenant  pour  axe  des^  l’asymptote,  et  faisant  passer 
l’axe  des  x par  deux  des  points  : l’obliquité  de  tels  axes  n’ap- 
portera d’ailleurs  aucun  obstacle  à celte  recherche , d’après  la 
nature  des  conditions  proposées.  L’équation  de  l’hyperbole  sera 
ainsi, en  vertu  de l’asymptolisme. 

En  ayant  égard  aux  abscisses  j/'  et  j/"  des  deux  premiers  points 
donnés , lesquelles  devront  devenir  les  racines  de  l’éqiiation 
cx’-|-cx=  1 , et  formulant  ensuite  le  passage  à l’antre  point 
x',  y,  on  obtiendra  flnalement 

1 y'-l-  x"'  _ xV'-f  .r'*—  (y-f x"', 

— Pv”  xyx"x"' 

D’après  ces  formules , tons  les  cas  d’impossibilité  seront  né- 
cessairement de  nature  précise , conformément  aux  indications 
géométriques;  elles  deviendraient  infinies,  si  x"on  x'”  s’an- 
nulaient , ce  qui  placerait  l’un  des  deux  premiers  > points  sur 
l’asymptote  ; en  outre,  la  troisième  pourrait  l’étre  aussi,  d’après 
l’annulation  de  x'  on  y,  d’où  résulterait  la  situation  de  l’autre 
point  on  pareillement  sur  l’asymptote  on  en  ligne  droite  avec 
, les  précédents.  On  doit  enfin  remarquer  le  cas  de  b = 0,  qui 
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n'est  pu  plos  admissible  que  ceux-là  : il  y faut  considérer  ie 
Duniératcur  comme  équivalent  au  produit  {af — *")(x' — j:'"), 
en  sorte  que  cette  hypothèse  revient  à x'=x''ou  x'  = x'", 
c’est-à-dire  que  l'une  des  deux  cordes  menées  du  dernier  point 
aux  deux  premiers  deviendrait  parallèle  à l’asymptote  donnée. 
Les  analogues  graphiques  de  ces  divers  symptômes  d’impossi- 
bilité sont  faciles  à apprécier. 

Supposons  maintenant  que  deux  des  points  qui  précèdent 
soient  remplacés  par  lesommet.  En  le  considérant  comme  équi- 
distant des  deux  asymptotes,  la  construction  restera  presqu’aussi 
facile  pour  trouver  d’abord  la  seconde  asymptote,  ainsi  tangente 
à nn  cercle  aisément  assignable,  et  passant  encore  en  un  point 
connu I seulement,  ce  tracé  signale  ici,  outre  les  cas  précis 
d’impossibilité  déjà  remarqués,  un  cas  vague  tenant  à la  situa- 
tion de  ce  point  dans  ce  cercle.  La  solution  analytique  devra 
maintenant  faire  préférer  des  axes  rectangulaires , l’asymptote 
et  sa  perpendiculaire  au  sommet.  En  partant  de  la  même 
équation  que  ci-dessus,  l’abscisse  «1  de  ce  dernier  point,  et  les 
Goordonnéet  2',  y du  premier,  y fourniront  d'abord  les  deux 
conditkxis 

crf’  c<f  = 1 , bx’y  -|-  cj/’  -f-  ejf  = 1 , 

qa’Q  faudra  cmnpléter  en  caractérisant  analytiquement  le  som- 
met. Pour  cela , le  mode  le  mieux  en  harmonie  avec  l’ensemble 
de  la  question  actuelle , consiste  à exprimer  l’éijuidistance  aux 
deux  asymptotes,  comme  dans  la  solution  graphique.  Car,  ici, 
la  méthode  subsidiaire  conduit  aussitôt , par  une  division  mo- 

c e 

nome,  à l’équation  de  la  seconde  asymptote  = — -j^x — -, 

dont  la  distance  au  sommet  donné  fournit  aisément  la  troisième 
condition  cherchée  2cd-\-e*=  b' (P.  Les  deux  premières  per- 
mettraient sans,  djllicollé  la  réduction  préalable  de  ^ et  e à la 
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seule  incoanuo  b , dès  lors  dctermiiicc  par  une  équatiou  du 
second  degré , que  j’engage  le  lecteur  à discuter. 

En  supprimant,  dans  cette  question,  le  second  point  donné 
x\y,  elle  devient  indcterniinee , mais  suivant  la  juste  mesure 
qui  comporte  la  recherche  dc>s  lieux.  Proposons  nous  de  trouver 
celui  des  foyers.  Les  axes  précédents  restent  très -convenables , 
d’après  l’évidente  symétrie  d'un  tel  lieu.  Mais,  quoique  l’équa- 
tion ci-dessus  permit,  sans  doute,  suivant  nos  principes  géné- 
raux, ou  conformément  à la  construction  spéciale,  l’introduc- 
tion du  foyer,  il  est  préférable  d’employer  un  autre  type 
analytique,  directement  fondé  sur  l’équation  focale 

{y—^‘Ÿ  + i.x—»T={px-irqy-^rff.' 

\ 

où  les  conditions  d’asymptotisme  donneraient  d’abord  ^ = 1, 
r= — ",  pour  la  suppression  nécessaire  des  termes  en  y seul. 
Ainsi  devenue,  comme  précédemment,  . . 

— l)x’-(-2(»— p6)x  = a*,  : 


le  passage  au  sommet  donné  y fournirait  une  première  condi- 
tion (/>’  — 1)  «f-f-a  (a — pS)  rf=a’,  qu’il  resterait  à compléter 
d'après  le  caractère  d’un  tel  point.  Parmi  les  divers  modes 
qu’il  comporte , le  plus  simple  consisterait  ici  dans  la  rectangu- 
larité entre  la  tangente  correspondante  et  la  droite  qni  va  de  ce 


CC  ' 

point  au  centre  x = 0,y  = 6 . Cette  seconde  relation  étant 

P ■ 


une  fois  formée , elle  permettrait  d’éliminer  p à l’aide  delà  pre- 


mière, de  manière  à fournir  l’équation  cherchce>'’= 


d'{x — d) 
x-^d  ’ 


par  un  calcul  dont  je  laisse  l’exécntion  au  lecteur. 

La  déGnition  de  ce  lieu  indique  naturellement,  en  ayant 
égard  aux  notions  spéciales,  une  description  par  points,  qui 
conduirait  plus  simplement  à l’équation  précédente,  et  qui 
d’ailleurs  annonce  déjà  la  figure  générale  d’une  telle  ooorbe. 
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Car,  en  considérant  l’asymptote  donnée  comme  k lieu  s^nlané 
du  centre,  chaque  position  C de  ce  point  déterminerait  la  posi- 
Üon  correspondante  du  foyer  F (fig.  76)  par  l’intersection  de  la 
droite  CD  qui  le  réunirait  au  sommet  fixe  D avec  un  cercle 
décrit  de  C et  passant  en  E,  où  la  perpendiculaire  DEà  l’axe  va- 
riable de  l’hyperbole  coupe  l’asymptote  OY. D’après  cela,  quand 
cet  axe  CD  tend  vers  sa  limite  horizontale  OX,  l’ordonnée  FP, 
toujours  inférieure  à DO  ou  d,  tend  à lui  devenir  égale,  sui- 
vant la  constante  similitude  des  triangles  FDP  et  EOD,  dont 
les  hypoténuses  tendent  alors  vers  l égalité.  Ainsi , la  partie 
droite  de  la  courbe  cherchée  est  symétriquement  comprise 
entre  deux  asymptotes  horizontales,  LG  et  L'G',  menées  à la 
distance  r/ de  son  axe  OX.  Une  comparaison  analogue  montrera, 
eu  sens  inverse,  que  ces  asy  mptotes  conviennent  aussi  à la  partie 
gauche,  correspondante  au  second  foyer  F',  dont  l’ordonnée 
F'P'  décroîtra  simultanément,  en  tendant  vers  sa  limite  infé- 
rieure d.  Si  maintenant  on  rapproche , au  contraire  , l’axe  va- 
riable DC  de  sa  limite  verticale  DI , on  voit  que  le  foyer  F 
tendra  vers  le  sommet  donné  D , tandis  que  l’autre  foyer  s’a- 
vancera continueUement  vers  la  verticale  opposée  D'L',  qu’il 
ne  cessera  pourtant  de  dépasser  qu’à  l’infini  ; en  sorte  que  la 
seconde  portion  du  lieu , interrompue  de  OY  à l'L',  se  trouvera 
symétriquement  comprise  entre  des  asymptotes  rectangulaires. 
Le  lecteur  reconnaîtra  facilement  la  conformité  de  l’équation 
cmIcssus  obtenue  avec  la  figure  générale  que  notre  définition 
graphique  assigne  ainsi  à cette  courbe  remarquable  du  troisième 
degre. 

En  renversant  la  question  précédente , on  est  conduit  à cher- 
cher le  lieu  des  sommets  de  toutes  les  hyperboles  ayant  une 
même  asymptote  et  un  foyer  commun.  Si , par  un  motif  évident 
de  symétrie,  on  rapporte  encore  l’hyperbole  à l’asymptote 
donnée  et  i la  perpendicnlaire  menée  du  foyer  donné,  son 
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équation  ^ra , d’après  le  type  focal , et  en  égard  à l'asympto- 
üsmc, 

üpxy+  ( p' — l)x*+  2ftr  = d'. 


d désignant  la  distance  du  foyer  à l’asymptote , et  le  coofli- 
cieot  variable  de  la  directrice.  On  introduira  ici  le  sommet 
comme  étant  à la  fois  sur  l’hyperbole  et  sur  la  perpendiculaire 


— d),  menée  du  foyer  à la  directrice  ; ce  qoi , par  l’é- 
limination de  P , conduira  aisément  à l’équation  cherchée 


déjà  discutée  dans  la  troisième  partie  dece  traité. 


La  description  spéciale  , dont  cette  courbe  serait  encore  plus 


facilement  susceptible  que  la  précédente  , confirmerait  claire- 


ment la  forme  résultée  de  cette  équation,  qui  pourrait  d’ail- 
leurs être  ainsi  obtenue  très-simplement. 

Si , dans  ce  dernier  problème , on  remplaçait  le  foyer  donné 


l>ar  une  directrice , il  serait  superflu  de  chercher  aucun  dra 
lieux  correspondants  ; car,  la  théorie  de  la  similitude  indique 
d'avance , envers  toutes  les  hyperboles  ayant  une  asymptote 
et  une  directrice  communes,  qu’il  n’en  pourra  jamais  ré- 
sulter que  des  lieux  rectilignes  , convergeant  tous  vers  l’inter- 
section de  CCS  deux  droites. 


118.  Il  ne  nous  reste  plus  maintenant  à considérer  l’hyper- 
bole que  relativement  à sa  quadrature.  En  pariant  de  l’équa- 
tion aux  axes  ^ - V/ x’ — tû , la  mesure  du  segment  hyper- 


bolique ne  deviendrait  accessible  à nos  méthodes  élémentaires 
que  sons  forme  de  série  : seulement  on  aperçoit  aussitôt, 
comme  dans  l’ellipse , d’apr^  le  principe  de  Wallis , la  réduc- 
tion spontanée  du  cas  général  à celui  de  l’hyperbole  équila- 
tére  , dont  il  sera  dès  lors  permis  de  s’occuper  exdusivement , 
quoique  cette  simplification  n’offre  ici  aucun  avantage  imptur- 
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tant.  Mais,  en  conaidcrant  l’équaiion  asymptotique*  m*, 
on  peut  y découvrir  une  loi  très-remarquable  pour  l’aire  cor- 
respondante SDMP  ( lig.  77) , comptée  du  sommet.  Si  l’on 
transporte  l’origine  en  D , conformément  à nos  habitudes  de 

quadrature  , cette  équation  devient  y' = — ; — , et  le  dévelop- 

m-^x 

pement  du  quotient  en  série,  donne  aisément 

X*  X* 

y = m — x-\ -|-etc. 

' m m 


Il  en  résulte , pour  l’aire  cherchée,  la  série  très-simple 


où  l’algèbre  apprend  à reconnaître  le  développement  du  loga- 

X 

rithme  népérien  de  1-j . On  trouve  ainsi  Gnalement , en  re- 

venant à l’ancienne  origine  des  abscisses  , la  formule 
S=m‘l  j , d’après  laquelle  ce  segment  hyperbolique,  d’où 

tout  autre  pourrait  dériver,  croit  comme  le  logarithme  du  rap- 
port de  ses  deux  abscisses  extrêmes. 

Cet  important  résultat  peut  être  essentiellement  conGrmé, 
indépendamment  de  notre  théorie  générale  des  quadrqJUu^  , 
par  une  appréciation  spéciale  de  la  somme  des  rectangles  élé- 
mentaires qu’on  substituerait  d’abord  au  segment  SÜMP,  en  y 
considérant  divers  points  intermédiaires  M',  M",  etc.,  dont 
nous  ne  fixons  pas  encore  la  répartition.  Si  x',y  et  x'',y",  etc. 
désignent  les  coordonnées  de  ces  sommets  auxiliaires , les  rec- 
tangles succ'  ssifs  auront  pour  mesure  r = y ( j/ — /«), 
— y)  , r"s=y'"{x^" — x"),  etc.  Eu  y rapportant  les 
ordonnées  aux  abscisses , d’après  l’équation  xy=  /n%  on  aura 
finalement  • • • : » 
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Ur,  CCS  expressions  montrent  que  tons  ces  rectangle»  partiels 
deviendraient  équivalents  , en  faisant  croître  le»  abscisses  in- 
termédiaires , ou  décroître  les  ordonnées  corr^pondantes  , en 
progression  géomêtriqne , comme  pour  notre  première  mé- 
thode élémentaire  de  quadrature , quelle  que  fût  d’aülcnrs  la 
raison  do  cette  progression.  Dans  nne  telle  hypothèse,  un 
second  segment  hyperbolique  MPNQ  équivaudrait  nécessaire- 
ment au  premier,  si  son  ordonnée  finale  IVQ  était  en  progres- 
sion géométrique  avec  les  ordonnées  extrêmes  SD  et  MP  dé 
celui-ci  i puisqu’on  y pourrait  ainsi  iitterire  un  pareil  nombre 
de  rectangles  égaux  à ceux  de  1a  série  primitiTe  ^ en  tant  que 
leurs  hauteurs  prolongeraient  la  même  progreaskm , la  relatioo 
constante  de  ces  deux  sommes  analogues  devant  d’ailleurs 
s’étendre  jusqu’à  leurs  limites  respectives.  L’aire  SDMP 
augmente  donc  en  progression  arithmétique , quand  son  abscisse 
finale  OP  croît  en  progression  géométrique  j ce  qui  est  exac- 
tement conforme  à la  loi  analytique  obtenue  ci-dessus , suivant 
la  correspondance  fondamentale  entre  la  marche  des  loga- 
rithmes et  celle  des  nombres.  Toutefois , cette  considération 
spéciale  est  moins  complète  que  notre  appréciation  générale , 
en  ce  que  la  loi  de  variation  des  aires  hyperboliques  n’y 
assigne  pas  la  mesure  propre  de  chaque  segment,  mais' 
seulement  son  rapport  effectif  à un  segment  initial , dont  la  dé- 
termination resterait  alors  inaccomplie. 

On  voit  ainsi  comment  la  quadrature  de  l’hyperbole  ordi- 
naire , que  nous  avons  vue , au  n”  80 , échapper,  au  moins  di- 
rectement , à la  régie  analytique  qui  convient  à toutes  les 
antres  hyperboles  , est  assujettie  à une  loi  distincte  , qui  rentre 
pourtant , à sa  manière  , dans  celte  commune  formule , quand 
on  y applique  les  moyens  propres  à l’évaluation  des  symboles 
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indéterminés.  Si  l’on  considère  l’ensemble  de  l’aire  hyperbo- 
lique , depuis  le  sommet  jusqu'à  l’une  ou  à l’antre  asymptote , 
les  deux  démonstrations  précédentes  annoncent  pareillement 
que  ces  deux  aires , actuellement  égales , sont  toutes  deux  in- 
finies , soit  comme  proportionnelles  au  logarithme  d’un  nombre 
infiniment  grand  , soit  comme  augmentant  indéfiniment  par 
degrés  équivalents i tandis  que,  envers  toute  hyperbole  d’un 
plus  haut  degré,  nous  avons  reconnu  que  l’une  d’elles  est  finie 
et  l’autre  infinie. 

Notre  théorie  des  quadratures  fournit  aisément  la  mesure 
des  volumes  résultés  de  la  rotation  de  l’hyperbole  autour  do 
chacun  de  ses  axes.  Si  l’on  considère  d’abord  l’hypcrboloïdc 
discontinu , produit  autour  de  l’axe  transverse , il  faudra , pour 
ne  pas  troubla'  nos  habitudes  analytiques  , porter  l’origine  au 
sommet , où  seulement  commence  le  segment  générateur,  en 

adoptant  l’équatiOn  -\-2ax).  D’après  la  règle  ordi- 

naire, qui  ramènera  cette  cubature  à la  quadrature  d’une  para- 


bole, on  trouvera  ainsi  la  formule  \ z=k 


logue  à celle  du  segment  sphérique.  Quant  à l’hyperbololde 
continu , correspondant  à la  révolution  de  la  courbe  autour  de 
son  axe  non  transverso , on  pourra  conserver  l’équation  ordi- 
• naire  a'y — b'jc'= — a' b',  en  y dégageant  x au  lieu  d’^,  puis- 
que la  rotatiou  se  fait  maintenant  dans  l’autre  sens.  Le  résultat, 
dépendant  enewe  de  la  quadrature  de  la  parabole , sera  dés 
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CHAPITRE  V. 


Appréciation  des  courbes  du  second  degré  comme  sections  coniques. 

119.  Après  avoir  sidBsamment  étudié  les  principales  pro- 
priétés de  la  parabole,  de  l’ellipse,  et  de  l’hyperbole,  il  nous 
reste  à considérer  ces  trois  courbes  sous  un  dernier  aspect  com- 
mun , plus  propre  qu’aucun  antre  à faire  nettement  saisir  l’en- 
semble de  leur  ligarc , en  y voyant , suivant  la  notion  initiale 
des  anciens , les  sections  d’un  cône  ou  d’un  cylindre  par  un 
plan  diversement  situé.  Toute  ligne  peut  être  envisagée , d’une 
inCnité  de  manières,  comme  l’intersection  de  deux  surfaces  ; et, 
quand  celles-ci  peuvent  être  facilement  conçues , en  tant  que 
résultant  du  mouvement  de  lignes  plus  simples  , aucune  des- 
cription directe  ne  peut  aussi  clairement  caractériser  la  forme 
d’une  conrbe  qu’une  telle  pénétration  : c’est  ainsi , entre  autres, 
que  les  courbes  du  n°  22  sont  surtout  appréciables  à Ütre  de 
sections  planes  d’un  tore.  £n  partant  de  la  ligne  droite  et  du 
cercle , naturellement  indiqués  dans  une  foule  de  phénomènes 
journaliers , les  premières  courbes  régulières  que  l'esprit  hu- 
main ait  réellement  inventées  furent , en  effet , imaginées 
d’après  ce  mode , quand  les  géomètres  grecs  pensèrent  à com- 
biner entre  elles  les  plus  simples  surfaces  engendrées  par  ces 
deux  lignes  primordiales. 

S’il  s’agissait  ici  de  considérer,  en  général , toutes  les  inter- 
sections de  surfaces  propres  à produire  les  courbes  du  second 
degré , la  question  exigerait  nécessairement  la  géométrie  à trois 
dimensions.  Mais,  devant  nous  borner  à la  combinaison  la  plus 
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propre  à perfoclionncr  l’étude  de  res  lignes , celle  apprécialioii 
complémentaire  , sans  appartenir  spuntanémenl  à la  géométrie 
plane , y peut  aisément  rentrer,  à l’aide  d'un  artifice  spécial , 
qui,  généralisé  autant  que  possible,  s’étendrait  également  aux 
sections  planes  de  toute  surface  de  révolution.  Nous  l’appli- 
querons seulement  au  cylindre  et  au  cène  considérés  en  géomé- 
trie élémentaire , c’est-à-dire  à la  fois  circulaires  et  droits , et 
• qui , comme  on  sait , deviennent  alors  exceptionnellement  les 
plus  simples  corps  ronds.  Quoique  le  premier  cas  soit  facile- 
ment compris  dans  le  second , et  malgré  que  le  cylindre  ne 
puisse  fournir  que  l’une  de  nos  trois  courbes,  son  image  plus 
claire  encore  et  plus  familière  doit  nous  déterminer  à l'envi- 
sager d’abord  distinctement. 

En  concevant  un  cylindre  engendré  par  une  droite  AN 
[fig.  78),  autour  d'un  axe  parallèle  IL,  les  sections  planes  de 
cette  surface  sont  immédiatement  connues , a>mme  envers  tout 
autre  corps  rond , quand  elles  sont  perpendiculaires  à l’axe  : 
or,  c’est  en  partant  de  tels  cercles , que  , par  une  méthode  spé- 
ciale , on  peut  découvrir  la  nature  ou  former  l’équation  de  la 
0 coupe  qui  résulterait  d’un  plan  quelconque , sans  sortir  réel- 
lement du  domaine  de  la  gtiométrie  à deux  dimensions.  Quel 
que  suit  ce  plan,  la  section  sera  néci  ssairement  toujours  symé- 
trique autour  de  sa  trace  AB  sur  le  plan  qui  lui  serait  mené 
perpendiculairement  par  l’axe  de  la  surface  i quant  au  cylindre 
en  particulier,  la  courbe  aura  d’ailleurs  pour  centre  évident  le 
point  où  son  plan  coupe  cet  axe.  Plaçons  donc  en  ce  point  l’ori- 
gine de  deux  axes  rectangulaires  situés  dans  le  plan  de  cette 
courbe  , et  dont  l’un  co'incidc  avec  celte  trace.  Afin  de  trouver 
la  relation  d’une  abscisse  quelconque  OP  à l’ordonnée  corres- 
pondante , il  suffit  de  mener  par  P,  perpendiculairement  à l’axe 
dn  cylindre , un  plan  auxiliaire , qui  coupera  la  surface  suivant 
tin  cercle  dont  CPD  sera  le  diamètre  : dès  lors , cette  ordonnée , 
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•pootauéincDt  commune  aux  deux  courbes,  fournira  , d’après 
la  seconde  , la  relation  constante  j'*=;=PDx PC , qu’un  peut  ici  . 
considérer  comme  l'équation  naturelle  de  la  section  oblique. 

Pour  en  déduire  l’équation  déCnitire , il  ne  reste  plus  qu’à  rap- 
porter les  facteurs  PD  et  PG  à l’abscisse  OP  ou  jt,  à l'aide  des 
constantes  du  proUème , qui  sont  le  rayon  r du  cylindre  et  l’in- 
clinaison a.  do  son  axe  sur  le  plan  coupant.  Or,  la  somme  de  ces 
deux  lignes  étant  connue , tout  se  réduit  à calculer  PD , d’après 
le  triangle  PAD , qui  donne 

PD=APsina  = (AO — jr)sina=  ( sina=r — xsina. 

^sina  ) 

Il  en  résulte  aussitôt  l’équation  de  la  courbe  cherchée 

sin’  a = r*. 

Cette  section  est  donc  toujours  une  ellipse , dont  le  petit  axe 
équivaut  constamment  au  diamètre  du  cylindre , le  rapport  des 
axes  y étant  égal  au  sinus  de  l’inclinaison  de  son  plan  sur  l’axe 
de  la  surface.  Tel  est  le  mode  le  plus  simple  d’après  lequel  on 
puisse  nettement  se  représenter  une  ellipse.  On  voit  ainsi  que,  •* 

sur  un  même  cylindre , on  pourra  concevoir  des  ellipses  de  % 
toute  forme,  en  changeant  l’obliquité  des  coupes,  mais  non  de 
toute  grandeur.  L’excentricité  est  ici  égale  à la  projection  OE 
do  demi-grand  axe  OA  sur  l’axe  du  cylindre  ; ce  qui  permettra 
de  marquer  aisément  les  foyers. 

120.  Considérons  maintenant  le  cas  du  cône , principal  objet 
de  ce  chapitre,  en  concevant  cette  surface  comme  engendrée 
par  la  rotation  d’une  droite  G'SG  invariablement  liée  à l’axe 
fixe  C'3G  , qu’elle  rencontre  toujours  en  S : chaque  cône  serg 
suifisammcnl  défini  par  l’angle  constant  S de  cette  génératrice 
avec  cet  axe.  En  suppi^nt  que  la  figure  79  soit  tracée  dans  le 
plan  mené  par  l’axe  do  cône  perpentUculairement  à celui  de  Ig 
section  cherchée  , nous  rapportenms  cette  courbe  à deux  axes 
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rectangulaires,  dont  l’un  AX  coïncide,  de  raOme  qu’envers 
le  cylindre , avec  l’intersection  de  ces  deux  plans  : nous  jda- 
ccrons  d’ailleurs , pour  plus  d’uniformité , l’origine  au  point  A, 
où  l'on  peut  aisément  constater  que  la  tangente  à la  courbe  sera 
constamment  perpendiculaire  à son  axe  géométrique  AX.  Cela 
posé , en  menant , comme  ci-dessus,  par  l’extrémité  P d’une 
abscisse  quelconque , une  section  auxiliaire , perpendiculaire- 
ment à l’axe  de  la  surface , on  aura  pareillement  ^’=PD  x PE  ; 
sauf  à exprimer  en  x ces  deux  facteurs  variables  , à l’aide  des 
données,  linéaire  et  angulaire , qui  déGnissent  le  plan  coupant, 
d’après  la  distance  d du  sommet  de  la  courbe  au  sommet  du 
cône  et  l’inclinaison  a de  son  axe  géométrique  sur  la  généra- 
trice SA.  Or,  le  triangle  APD  fournil  immédiatement  l’expres- 
sion de  PD= Quant  à PE , on  le  rapportera  provisoire- 

COS6 

ment  à PB  ou  AB — a:,  dans  le  triangle  PBE,  qui  donne 

PE  = (AB — x)  gu  évaluant  l’angle  B d’après  le 

cos<> 

triangle  BAS  : ce  dernier  triangle  permet  ensuite  d’éliminer 

AB  = -^-^^— . Il  en  résulte  Onalemcnt,  pour  la  courlm 
sin(a4-6) 

cherchée,  l’équation 


y-+ 


sin  «sin  (a-f-26) 
cos' 6 


x‘ — 2«isinatangS.x  = 0. 


La  section  d’un  cône  par  un  plan  est  donc  toujours  une  courbe 
du  second  degré  i c’est  en  cela  que  consiste  ici  notre  proposi- 
tion principale  ; car,  d’après  cette  notion , l’inspection  directe 
de  la  figure  permet  aisément  de  caractériser  les  sitnations  pro- 
pres à fournir  successivement  la  parabole , l’ellipse  et  l’hyper- 
bole. D’après  la  règle  analytique  Ordinaire , ces  trois  cas  cor- 
respondront à a-j-26  = 180°,  a-|-26 <t80*,  a-j-26>180“; 
ce  qui  indique  le  plan  coupant , soit  comme  parallèle  à la  gé- 
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nératrice  opposée , soit  comme  la  renconlrani  aa-dessoiis  du 
sommet  S,  soit  ciiGn  comme  la  rencontrant  au-dessus  de  ce 
point  : on  voit , en  ciïet , que  le  lieu  sera  dès  lors  limité  d'un  ' 
c6té  et  illimité  de  l’autre  , ou  fermé  de  toutes  parts  , ou  enfin 
illimité  et  discontinu  entre  les  deux  nappes  du  cône.  En  con- 
cevant ainsi  les  trois  courbes  du  second  degré,  l’ellipsçse  pré- 
sente d’abord  spontanément,  puis  la  parabole,  et  ensuite  l'hy- 
perbole , en  s’écartant  graduellement  de  la  section  perpendicu- 
laire à l’axe  ^ qui  constitue  ici  le  point  de  départ  naturel  :1a 
situation  parabolique  devient  alors  la  commune  limite  des  si- 
tuations elliptiques  et  des  situations  hyperboliques.  * Pour  les 
anciens  , qui  ne  considéraient  habituellement  que  des  sections 
perpendiculaires  aux  génératrices , ces  trois  lignes  exigeaient 
chacune  pn  cône  différent  : la  parabole  correspondait  au  cône 
rectangle , où  l'angle  des  génératrices  opposées  est  droit  , l’el- 
lipse au  C(\ne  acutangle , et  l’hyperbole  au  cône  oblusangle. 

On  peut  envisager  l’équation  précédente  comme  représentant 
aussi  les  sections  cylindriques,  en  y supposant  nul  l'angle  du 
cône  G;  mais  il  faut  alors  transformer  le  dernier  coefficient , 
afin  d’éviter  rindélcrmination  qu’y  produit  d’abord  l’hypothèse 
simultanée  de  d infini , en  remplaçant  celte  longueur  par  une 
autre  qui  doive  rester  finie , telle  que  la  distance  r du  sommet 
de  la  section  ù l'axe  de  la  surface , laquelle  équivaut  à sin  6. 
En  faisant  ensuite  6 = 0,  on  obtient  l’équation ^’-f-sin’a.x’ — 
2rsin«.j:  = 0,  qui  ne  peut  plus  représenter  qu'une  ellipse, 
'conformément  au  n°  précédent,  où  l’origine,  maintenant  au 
sommet,  était  au  centre. 

Quoique  l’artifice  employé  dans  ces  deux  cas  doive  être 
-bientôt  remplacé  par  les  méthodes  générales  que  fournit 
spontanément  la  géométrie  à trois  dimensions  pour  toutes  es  ' 
intersections  de  surfaces  quelconques,  cependant,  comme  il 
est  toujours  utile,  au  moins  logiquement,  de  généraliser 
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autant  que  pttssible  chaque  procédé  scienliiique,  il  convient 
de  sentir  que  celu^-ci  est  plus  étendu  qu’on  .ne  le  suppose 
ordinairement,  et  qu’il  devient  ossontiellcmenl  applicable  à 
tous  les  corps  ronds,  d'après  la  connaissance  préalable  de  leur 
courbe  méridienne.  Pour. s’en  mieux  convaincre,  le  lecteur 
devra  l’appliquer  à quelque  autre  surface  de  révolution  suffi- 
samment simple,  en  étudiant  ainsi,  par  exemple,  les  sections 
planes  du  paraboluïde. 

121 . Afin  d'éclaircir  autant  que  possiblela  notion  des  courbes 
. do  second  degré  comme  sections  coniques,  il  faut  maintenant 
retrouver  sur  le  cône  les  principaux  éléments  géométriques 
que  nous  a successivement  offerts  l’étude  spéciale  de  chacune  • 
d’elles. 

Cette  appréciation  finale  est  d’abord  très-facile  envers^  la 
parabole,  dont  l’équation  est  ici  .>'’  = 4rfsin’6..r,  d’après 
l’hypothèse  caractéristique  a-(-2"  = 180°.  De  cette  expression 
de  sou  paramètre , on  peut  aisément  déduire  la  construction 
conique  de  son  foyer,  où  l’on  doit  ainsi  voir  la  projection , sur 
l’axe  de  la  parabole,  de  la  projection  du  sommet  de  celte 
courbe  sur  l’axe  du  cône.  11  en  résulte,  réciproquement , un 
mode  fort  simple  pour  transporter,  sur  un  cône  donné,  une 
parabole  donnée  : car , en  y regardant  la  distance  du  foyer  au 
sommet  comme  la  base’ d’un  triangle  rectangle  dont  l’angle, 
opposé  soit  égal  à celui  du  cône,  l’hypoténuse  de  ce  Iri.angle 
mesurera  la  distance  du  sommet  de  la  parabole  à l’axe  du  cône; 
ce  qui  permettra  de  placer  facilement  la  section. 

Quant  à l’ollipse,  on  déterminera  scs  axes  en  comparant 
l’équation  générale  du  n°  précédent  à celle  de  celte  courbe  , 
rapportée  au  sommet,  ' 

2-x  = 0,  ■ 

a a 
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ce  qui  donne 

sinïsin  («+26)  b'  , . 

rz > - = asm  a lange." 

« cos’  6 a “ 

De  la  combinaison  de  cesdeuT  relations,  il  résulte  les  formules 


d sin6cos6 
Bin(«+26) 


b =i  </sin6 


\/: 


SlQc 


sin  (*"f*  26) 


•'!  La  première  indique  que  le  grand  axe  de  l’ellipse  est  toujours 
la  droite  AB , résultant  de  l'intersection  de  son  plan  avec  celui 
qui  lui  est  mené  perpendiculairement  par  l’axe  du  cône,  sui- 
vant les  évidentes  indications  du  sujet.  Quant  à la  seconde , 
l’interprétation  conique  en  est  moins  directe  j mais  il  est  aisé 
d y reconnaître  le  demi-petit  axe  comme  une  moyenne  propor. 
lionnelle  entre  les  distances  des  deux  extrémités  A et  B dugrand 
axe  à l’axe  du  cône.  En  combinant  convenablement  ces  deux 
déterminations , on  en  déduirait  la  construction  conique  des 
^foyers  : mais  on  peut  aussi  l’obtenir  immédiatement  avec  plus 
de  simplicité,  de  manière  à mieux  éclaircir  rensemblc  d’une 
telle  concordance.  11  faut  remarquer  qne , d’après  ces  notions, 
la,distance  des  foyers  est  toujours  égaie  à la  partie  AN  ou  BR 
,de  la  génératrice  comprise  entre  les  deux  plans  perpendiculaires 
à l’axe  du  cône , qui  circonscrivent  l’ellipse  considérée’:  celte 
relation  résulte  d’un  théorème  élémentaire,  peu  connu  et* 
d ailleurs  peu  utile,  constituant  une  conséquence  indirecte  du 
théorème  de  Pylhagore,  cl  consistant  en  ce  que,  dans  tout 
trapèze  isocèle  tel  que  ANBR,  le  carré  de  la  diagonale  équi- 
vaut au  carré  du  côte  égal  plus  le  recUngle  des  côtés  inégaux. 

. Si  donc  on  porte  sur  AB,  de  part  et  d’autre  de  son  milieu , la 
' moitié  de  AN,  on  y marquera  les  deux  foyers  de  l’ellipse. 

En  renversant  les  relations  piécédenles,  il  devient  facile , 
réciproquement,  déplacer,  sur  un  cône  donné,  une  ellipse 
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donnée.  Graphiquement , on  peut  d'abord  reproduire  aisément, 
dans  le  plan  de  l’ellipse , les  triangles  AIN  B et  £RA,  en  prenant 
pour  base  commune  la  distance  entre  les  foyers,  et  pour  angle 
adjacent  le  complément  de  l’angle  du  cône  ou*le  supplément  de 
ce  complément , le  côté  opposé  étant  d’ailleurs  égal  an  grand 
axe  les  troisièmes  côtés  ainsi  obtenus  indiqueront  les  doubles 
des  di>  tances  de  l’axe  du  cône  aux  deux  sommets  A et  B de 
l’ellipse  proposée  ; ce  qui  pcTmcttra  de  la  placer  facilement. 
Cette  construction  montre  la  question  comme  toujours  possible 
quels  que  soient  l’ellipse  et  le  cône,  puisque  ces  triangles  ne 
pourront  jamais  offrir  le  cas  d’impossibilité,  le  côte  opposé  à 
l’angle  donné  y étant  constamment  supérieur  au  côté  adjacent. 
Un  même  cône  quelconque  peut  donc  fournir  toutes  les  ellipses 
imaginables:  autour  d’un  sommet  fixe  A,  il  présentera  tous 
tes  degrés  d’ellipticité , en  y faisant  varier  l’inclinai.son  a,  de- 
puis la  direction  circulaire  du  plan  coupant  jusqu’à  sa  situation 
parabolique  : ensuite,  pour  chacun  de  ces  degrés,  les  dimen- 
sions varieront  à volonté  en  transportant  |)arallélcmeut  la* 
section  à une  distance  convenable  du  sommet  du  cône. 

Si , au  lieu  d’accomplir  graphiquement  cette  double  dcler- 
mination,on  veut  l’opérer  algébriquement,  il  suffira  de  ren- 
verser les  deux  relations  fondamentales,  en  y concevant  donnés 
a et  à , afin  d’y  chercher  a et  </.  La  seconde  inconnue  résulte- 
rait aisément  de  la  première , qu’il  s’agit  donc  de  dégager  dans 

• sinasin(a-4-26)  é"  ^ . 

1 équation  trigonomelrique  = — • On  la  sim- 

plifiera beaucoup  en  y transformant  le  numérateur , d’après  un 

• 1 

théorème  connu,  en  - (cos’ 28 — cos2(«-l-6)  ),  ce  qui  donnera  , 
pour  l’angle  auxiliaire  2 (a 6),  le  résultat  fort  simple 
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OÙ  l’on  peut  aisément  vériCcr  la  conslanlc  possibilité  de  la 
question , cette  formule  ayant  toujours  une  valeur,  non-seu-  . 
lement  réelle,  mais  inférieure  à l’unité,  suivant  les  conditions 
d’un  tel  mode.  . 

Considérons  enfin  le  cas  de  l’hyperbole , envers  laquelle  il 
est  facile  de  constater  d’abord  la  permanence  esscnticUc  de 
tontes  les  notions  précédentes  au  sujet  des  divers  éléments 
géométriques  qui  lui  sont  communs  avec  l’ellipse  , c’est-à-diro 
les  deux  axes  et  l’excentricité.  La  seule  appréciation  spéciale 
qui  doive  ici  nous  arrêter  concerne  les  asymptotes , dont  il  im- 
porte de  sentir  nettement  l’interprétation  conique.  On  y est 
naturellement  conduit , soit  par  la  figure , soit  d’après  1 équa- 
tion , en  remarquant  que  leur  inclinaison  sur  l’axe  transverse 
de  l’hyperbole  doit  être  la  mémo  pour  toutes  les  sections  pa- 
rallèles, qui,  géométriquement,  seront  toujours  semblables, 
ou , analytiquement , auront  des  axes  proportionnels.  Dés  lors, 
en  faisant  graduellement  rapprocher  le  plan  coupant  du  sommet 
du  cène,  sans  jamais  changer  sa  direction  , on  atteindra  finale- 
ment une  limite  où  la  situation  des  asymptotes  deviendra  irré-  , 
cusablo  , quand  la  section  se  réduira  à ces  droites , d’après  le 
passage  du  plan  au  sommet.  Telle  est  donc  l’origine  conique  ' 
des  asymptotes  de  l’hyperbole , toujours  parallèles  aux  généra- 
trices suivant  lesquelles  le  cône  est  coupé  par  un  plan  mené 
de  son  sommet  parallèlement  à celui  de  la  section.  On  peut . 
d’ailleurs  vérifier  cette  construction^  eu  reconnaissant,  d’après 
la  formule  ordinaire  des  angles  triédres,  que  chacune  de  ces 
génératrices  forme  , avec  l’axe  de  l’hyperbole,  un  angle  égal 

b i 

à celui  dont  la  tangente  est  - ou  — vK  sin  asin  («-f-a6)  : car  , 

a coso 

en  considérant  l’angle  trièdre  dont  les  arêtes  seraient  ces  deux 
droites  et  l’axe  du  cône  , l’un  de  scs  angles  dièdres  se  trou- 
verait droit , et  compris  entre  deux  faces , dont  l’une  serait 
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6+a — 180«,  et  l’autre  constituerait  l’inclinaison  cherdice  la 
troisième  face  étant  S ; il  en  résulterait  donc 

cos6=  cosf  cos(e-f-B — 180“) , 

d’où  l’on  conclut  une  expression  de  tang  7 exactement  équiva- 
lente à la  précédente. 

Suivant  ces  notions , il  existe,  sur  chaque  cône , une  limite 
nécessaire  pour  le  degré  d’ouverture  des  diverses  sortes  d’hy- 
perbole qu'un  y peut  tracer,  puisque  récârtemcnt  des  asymp- 
totes ne  saurait  aiusi  excéder  jamais  celui  des  génératrices  op- 
posées : l'hyperbole  la  plus  ouverte  correspond  donc  toujours 
à un  plan  parallèle  à l'axe  du  cône  ; en  sorte  que , en  dépassant 
cette  situation  maximum,  l'Iiyperbolc,  au  lieu  do  s'éloigner 
davantage  de  la  figure  parabolique , qui  avait  constitué  son 
point  de  départ , s’en  rapprocherait,  nécessairement.  Cette 
prévision  directe  est  pleinement  conforme  aux  conditions  de 
possibilité  qu’exige  alors  le  problème  , déjà  résolu  envers  l’el- 
lipse, consistant  à placer,  sur  un  cône  donné,  une  courbe 
donnée.  En  effet , dans  la  détermination  graphique , les  triangles 
analogue  à Â^'B  et  BKA  ne  seront  plus  toujours  possibles,  puis- 
que le  côté  opposé  à l’angle  connu  s’y  trouvera  maintenant  in- 
férieur au  côté  adjacent.  La  limite  aura  lieu  quand  ces  triangles  . 

deviendront  rectangles,  ce  qui  exige  cos6=-,  d’où  tangS  = -; 

■ ■ c a 

en  sorte  que  l’angle  du  cône  doit  être  au  moins  égal  au  demi- 

angle  des  asymptotes  de  l’hyperbole  ; conformément  à la  règle 

précédente.  La  solution  trigonoraélrique  reproduirait , à sa  ' 

manière,  la  même  condition,  en  donnant  alors,  d'après  le 

changement  accoutumé  de  ô’  en  — la  formule 

cos2(b-|-6)  = 2cos' 6 j — 1, 
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• • 

ifui , sans  cesser  d’étre  réelle , peut  maintenant  acgnérir  une 

■ a 

valeur  supérieure  à l’unité , si  cOs  6 y excède 

• Telles  soiit  lès  diverses  notions  essentielles  relatives  à l’ap- 
préciation spéciale  des  courbes  du  second  degré  comme  sections 
du  c^iie  circulaire  droit.  Quoiqu’il  ne  convienne  plus  aujourd’hui 
de  reprendre,  de  ce  point  de  vue,  suivant  le  mode  antique, 
l’étude  entière  de  ces  lignes  , il  faut  cependant  y remarquer 
l’origine  très  naturelle  de  plusieurs  déterminations  impor- 
tantes. Cela  est  surtout  sensible  pour  la  théorie  de  la  simili- 
tude . d’après  la  considération  élémentaire  de  la  constante  res- 
semblance géométrique  des  diverses  sections  parallèles  d’une* 
pyramide , et  par  suite  d’un  cène  : il  en  résulte  aussitôt  que 
deux  paraboles  sont  constamment  scynblables  , comme  pouvant 
toujours  SC  placer  parallèlement  sur  on  même  cône  ; an  con- 
traire , deux  ellipses  ou  deux  hyperboles  ne  le  seront  qn’autant 
que  leurs  plans  pourront  ainsi  devenir  parallèles , ce  qui , 
d’après  les  formules  précédentes,  exige  que  leurs  axes  soient 
proportionnels  ou  leurs  asymptotes  également  inclinées.  On 
conçoit  aussi  que,  sons  cet  aspect  conique,  la  question  des 
tangentes  ne  saurait  jamais  offrir , énvers  c«s  trois  courbes  , 
aucune  autre  difficulté  réelle  que  celle  de  transformer  une 
construction  dans  l’espace  en  construction  plane  ; puisque  la 
tangente  à la  s xtion  se  trouve  alors  déterminée  spontanément, 
en  chaque  point , par  l’intcrscrtion  du  plan  de  la  courbe  avec 
le  plan  tangent  à la  surface,  aisément  assignable  d’après  la 
tangente  correspondante  à la  base  circulaire  du  cône. 

122.  La  destination  propre  à ce  chapitre  complémentaire  a 
dû  nous  y réduire  à l’examen  dti  cône  droit , comme  étant  la 
plus  simple  surface  d’on  puissent  résulter  les  trois  courbes  du 
second  degré.  Mais  il  n’est  pas  inutile  de  remarquer,  en  termi- 
nant , que  l’artiûce  adopté  conviendrait  aussi  au  cône  circulaire 


4.08  . GÉOMüTaiE  plane!  ^ ^ ’ 

oblique , quoique  ce  dc  soit  plus  une  surfaœ  de  révolution , du. 
moins  en  nous  bornant  à j co^idércr  des  sections  perpendicu- 
laires au  plan  principal  du  cône,  c’est  à-dire,  à celui  mené.  • 
' par  l’axe  perpendiculaii  cincnt  au  plan  de  la  basé,  et  ountenanP 
des  lors  les  deux  ffénératrices  maximum  et  minimum.  En  pro- 
cédant exactement  comme  ci-dessus,  on  y trouvera,  pour 
l’équation  analogue  de  la  section  qui  fait  un  angle  à avec  l’une 
de  ces  génératrices , d désignant  toujours  la  distance  de  son 
sommet  à celui  du  cône , <. 

,,  sin  a sin  f'/ ^ — a)  , .sinasinfv-l-J) 

•/  'i  ' ^ ■ ■ * I jf*  ~~  A 

sinysinil  sinysin^  ’ 

le  cône  étant  alors  défini  d’après  les  deux  angles  distincts  y et  S 
que  forment  ces  génératrices  extrêmes  avec  le  plan  delà  base.  La 
conséquence  la  plus  intéressante  que  fournisse  mainlenant  une 
telle  équation,  se  rapporte  à la  détermination  des  sections  cir-  * 
culaires.  On  y voit  que,  pour  obtenir  un  cercle,  il  faut  supposer 
sin  a sin  (y-j-J— «)  =sin  y sin  5 ; d’où  résultent  les  deux  solu- 
tions a =y, -/.=o,  dont  l’une  indique,  à l’ordinaire,  un  plan 
parallèle  à la  base,  et  l’autre  correspond,  par  excoption,  à une 
certaine  section  oblique,  que  les  anciens  qualifiaient  judicieu- 
sement d anti-parallèle  : ces  deux  directions  ne  duraient  coïn- 
cider qu’autant  que  le  cône  deviendrait  droit. 

Cette  proposition  remarquable,  qu’il  convient  dc  noter  ici  à 
raison  de  son  utilité  spéciale  en  plusieurs  occasions , surtout  en 
géographie,  ne  constitue  d ailleurs , comme  on  le  reconnaîtra 
bientôt,  qu’un  simple  cas  particulier  dc  la  propriété  générale 
d’après  laquelle  toutes  les  surfaces  du  second  degré , à l’excep- 
tion d’une  seule,  comportent  toujours  deux  sortes  dc  sections 
circulaires,  dont  les  plans  ne  se  confondent  que  quand  la  sur- 
face est  dc  révolution. 
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Applicalion  ginérale  de  i’étiidc  dc«  courbes  planes  A la  conilrvclion  des  équations 
• délemiinées.  .• 


123.  En  terminant  l’étude  élémentaire  de  là  géométrie  plane, 
d’abord  générale,  puis  spéciale,  il  importe  de  caractériser 
sommairement  l’application  naturelle  de  l’ensemble  des  notions 
aiusi  acquises  à la  construction  des  équations  à une  seule  in- 
connue. Au  début  de  ce  traité , nous  avons  cousidéré  la  con- 
'strnclion  des  formules  proprement  dites  fournies  par  la  réso-  . 
lution  dçs  équations , et  consistant  dans,  la  simple  substitution 
dos  opérations  graphiques  aux  calculs  arithmétiques  indiques 
pour  l’évaluation  de  chaque  résultat.  11  s’agit  maintenant  d’une 
transformation , à la  fois  plus  dilBcile  et  plus  importante , où 
la  ligure  doit  suppléer  à l’ensemble  total  de  l’élaboration  abs- 
traite , soit  iiumériqnc , soit  surtout  analytique , d’une  équation 
qu’on  ne  saurait  résoudre,  et  dont  les  racines  réelles  seront 
pourtant  graphiquement  assignables.  Cette  utile  conversion , si 
souvent  destinée  à compenser,  quoique  incomplètement , l’cx- 
tréme  imperfection  nécessaire  de  la  résolution  des  équations , 
consiste  à concevoir  ces  racines  comme  les  abscisses  propres 
anx  intersections  de  deux  lignes  convenablement  choisies,  d’a- 
près  deux  équations  à deux  variables  susceptibles  de  reproduire 
l’équation  proposée  /*(j:)=0  par  l’élimination  de  la  variable 
auxiliaire,;)^.  Une  telle  condition  fondamentale  peut  être,  analy- 
tiquement, remplie  d’une  inrinité  de  manières  ; puisque,  au  ' 
couple  quelconque  d’équations  qui  y aurait  satisfait,  ou  pour- 
rait toujours  en  substituer  beancoup  d’autres  équi/alents , dus 
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à deux  combinaisons  distincte^,  mais  d’ailleurs  arbilraircs,  de 
ces  équations  primitives.  11  est  môme  aisé  de  sentir  que  celte  in- 
détermination subsisterait  encore  après  avoir  choisi  à volonté 
l’une  des  deux  équations  auxiliaires  y (x,  j')  = 0 : car,  il 
suffirait,  par  exemple,  de  prendre  l’autre  suivant  le  type 
V ’î'  +/'(•*■)  = 0»  où  le  second  ftcleur '!«  (x,^)  désigne 

une  fonction  tout  à fait  quelconque;  sans  que  ce  mode  analy- 
tique soit,  à cet  égard,  le  plus  complet,  il  est  assez  étendu 
pour  faire  ici  hautement  ressortir  l’cxtréme  diversité  des  sÿs- 
,tèmes  de  construction  propres  à chaque  cas.  Sous  l’aspect  géo- 
métrique,-celle  variété  est  encore  mieux  évidente;  outre  la 
faculté  de  combiner  les  abscisses  dicrchées  avec  des  ordonnées 
arbitraires,  il  est  clair  surtout  que,  après  avoir  6xéles  inter- 
sections projsosées , on  y peut  faire  passer,  d’une  infinité  de 
manières,  toutes  les  socles  de  lignes  qui  exigent  un  plus  grand 
nombre  de  [loinls  pour  leur  détermination.  * 

Celte  double  appréciation  indique  suffisammentque  toute  la  dif-  • 
ficulté  deceseoastmcitioDS  consiste  essentiellement  à y employer 
les  lignes  les  plus  convenables  au  but  que  l’un  se  propose.  Si , 
comiWi  d arrive  souvent,  la  figure  n’est  introduite  qu’à  litre  d’ar- . 
tiOed  togiqoe,  ce  qui  constitue,  an  fond,  la  haute  utilité  d’une 
tede  Éansformatlon,  on  tiendra  moins  à simplifier  son  tracé 
‘ ellèedf  qa’è  rendre  sa  conception  plus  directe  et  plus  spontanée. 
DniKte  dessein,  le  meilleur  mode  consiste  ordinairement  à com- 
QDC  ligne  droite  avec  la  courbe  correspondante  à l’équation 
^ ^donnée,  en  considérant,  par  exemple,  suivant  forme  la  plus 
^«sitéc,  les  racines  réelles  de  f (x)  = 0 (.timmc  les  abscisses  des 
points  où  la  courbe  j'=^(x)  rencontre  l’axe  des  x.  Mais,  quoi- 
I que  ce  mode  soit  constamment  le  plus  naturel,  il  faudra  presque 
toujours  l’écarter  quand,  au  contraire,  il  s’agira  d'utiliser  fina- 
lement la  figure  dans  la  détermination  elTeclive  des  racines 
* • considérées  : on  préféré  alors  compliquer  un  peu  l’une  des  deux 
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lignes  introduites  afin  de  pouvoir  davantage  simplifier  l’autre, 
suivant  une  loi  de  compensation  nécessaire  ci-après  expliquée. 

’ 12A.  Pour  apprécier  convenablement  cette  application  fon- 
damentale de  l’en-semble  de  la  géométrie  plane,  il  importe  de 
la  concevoir  habituellement  comme  également  convenable  à 
tous  les  genres  possiblès  d’équations  déterminées , aussi  bien 
transcendantes  qu’algébriqnes.  Soit  à construire,  par  exemple, 
l’équation  x tang  x=l.  An  lieu  du  mode  naturel,  qui  exige- 
rait la  considération  d’une  courbe  trop  compliquée^=xtangar, 
on  pourra  d’abord  combiner  la  courbe  trigonométrique,  facile 
k concevoir,  j'=tang  x,  avec  l’hyperbole  équilatèrç  xy=i. 
Mais  un  peu  de  réflexion  fait  aisément  sentir  que  cette  dernière 
.cdnrbe  pourrait  être  remplacée  par  une  simple  ligne  droite, 
safts  que  la  première  devint  réellement  ■ plus  diflicile  à tracer  : 

I 


car  / il  suflirait  de  considérer  la  courbe  y = 


= cot  X 


tang  X 

comme  coupée  par  la  bissectrice  ^ = x ; or,  celle  courbe  n’est 
autre , au  fond , que  la  précédente , déplacée  horizontalement 


de  - , et  tournée  en  sens  contraire.  Une  telle  ligne  étant  compo- 


s^  d’une  infinité  de  filets  identiques,  compris  chacun  entre  deux 
asymptotes  verticales,  et  dont  les  centres  ou  inflexions  se  succè- 
dent, à intervalles  égaux,  sur  l’axe  horizontal,  la  figure  indi- 
quera nettement  une  infinité  de  racines  réelles,  tendant  de  plus 
en  plus  fisc  confondre  avec  lesabscissi^sdcs  asymptotes  voisines, 
conformément  à la  discussion  abstraite  de  l'équation  proposée. 

Considérons  encore,  dans  l’autre  classe  des  équations  trans- 
cendantes, le  cas  fort  simple  x log  x=a\  Ici  Je  nmde  le  plus 
convenable  consistera  à combiner  la  logarithmique  log  x 
avec  l’hyperbole  xy=a*  \ si  on  remplaçait,  aMume  ci-dessus, 
celte  dernière  courbe  par  la  droite  y— x,  on  serait  alors  forcé 
' ’ a' 


d’employer  la  courbe  transcendante  = 


log  X ’ 


dont  la  corn- 
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plication  sapérieore  ferait  plus  que  compenser  la  simpliGcation 
inhérente  à cette  substitutuliou.  £n  conservant  donc  le  premier  . 
système , il  sera  facile  de  reconnaître  que  l'équation  proposée 
admet  une  seule  racine  réelle. 

Soit  enOn  l’équation  x-)-sin  x=a.  Le  meilleur  mode  y 
consistera  évidemment  à couper  la  courbe  des  sinu$^  = sin  x, 
composée  d'une  inCnité  d’ondulations  égales  et  alternatives , 
dont  les  centres  ou  inflexions  sont  équidistants,  par  la  droite 
y = a — X,  parallèle  à la  seconde  bissectrice , et  qui  déterminera 
ordinairement  trois  intersections  de  part  ou  d’autre  de  l’axe 
horizontal , sauf  le  cas  dn  contact , qui  ne  pourrait  avoir  lieu 
qu’autant  que  le  terme  donné  a serait  un  multiple  impair  de  n. 
Cette  dernière  appréciation  résulte  aisément  de  la  considération 
spéciale  de  la  tangente  à l’origine , évidemment  confondue-  ici 
avec  la  première  bissectrice,  d’après  la  limite  naturelle  du  rap- 

125.  Envers  les  équations  algébriques  proprement  dites,  les 
différents  systèmes  de  construction  sont  nécessairement  assu- 
jettis à une  condition  fondamentale  qu’il  importe  de  connaitre  ,- 
d’après  le  théorème  d’algèbre  qui  assigne , comme  limite  supé- 
rieure du  degré  de  l’équation  finale.  Je  produit  des  degrés  des 
équations  à deux  inconnues  entre  lesquelles  s’accomplit  l'éliini- 
qalion.  Suivant  cette  notion  générale,  les  degrés  des  deux  lignes 
employées  à construire  châqne  équation  déterminée  doivent 
donc  former  toujours  un  produit  au  moins  égal  an  degré  de 
cellC'Ci.  Par  conséquent,  si  l’une  de  ces  lignes  est  droite, 
l’autre  sera  nécessairement  du  même  degré  au  moins  que  l’équa- 
tion proposée.  C’est  pourquoi , afin  d’obtenir  une  simplification 
moyenne , à peu  près  équivalente  à l’égard  des  deux  lignes 
introduites,  on  doit  communément  préférer,  quand  il  s'agit 
* d’une  construction  effective,  d’élever  le  degré  de  l’une  pour 
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pouvoir  abaisser  celui  de  l’autre.  Appliquons  maintenant  cos 
notions  générales  aux  équations  des  quatre  premiers  degrés. 

Dans  le  premier,  les  deux  lignes  peuvent  évidemment,  sui- 
vant cette  loi , être  de  simples  droites , et  ce  cas  correspond , en 
elTet,  à la  construction  des  formules  rationnelles,  d’ailleurs 
entières  ou  fractionnaire^,  toujours  réductible  à un  certain  as- 
semblages de  quatrièmes  proportionnelles,  suivant  les  explica- 
tions spéciales  du  n°  13. 

[î  Quanta  l’équation  du  second  degré  l’une 

des  deux  ligpes  devra  nécessairement  cesser  d’étre  droite,  et  de- 
venir au  moins  une  section  conique.  Le  mode  le  plus  naturel 
consisterait  à combiner  la  parabole  = x'  -\-px  avec  l'horizon- 
tale Mais  cette  courbe  peut  être  aisément  remplacéti 

par  un  cercle,  que  couperait  l’axe  des  x:  Car,  en  faisant^  = 0 
dans  l’équation  générale  du  cercle(x — »)’-f-(,r — 6)’  = e%  elle 
devient  x' — Stuc 6’ — r’)  = o,  de  manière  à pouvoir  re- 
présenter, d’une  infinité  de  manières,  toute  équation  du  second 


ÿ-f-e*,  ç restant 


...  1 
dtçre,  en  posant  a=—  -/>,  r 

arbitraire , et  pouvant  toujours  rendre  r réel.  Si  l’on  place  le  ' 
centre  sur  l’axe  horizontal,  laconstrucliou  reproduit  spontané- 
ment la  formule  algébrique  ordinaire,  pour  le  cas  des  racines 
réelles. 

Considérons  maintenant  les  équations  du  troisième  et  du  qua- 
trième degré,  qui,  suivant  la  remarque  initiale  de  Dc'scartcs, 
peuvent,  sous  cet  aspect,  être  simultanémentappréciées,  comme 
exigeant  naturellement  les  mêmes  moyens  graphiques.  On  ne  . 
pourra  plus  les  construire  par  la  combinaison  d’une  droite  et 
d'un  cercle,  ni  par  celle  de  deux  cercles,  qui,  d’après  qne  ex- 
ception Ipécialo  fondée  sur  la  nature  algébrique  des  .équations 
circulaires,  n’a  pas,  au  fond,  plus  d’étendue  analytique,  puisque  . 
la  soustraction  de  deux  équatioi\s  de  ce  genre  en  fournit  une  du 
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premier  degré.  Iæ  mode  le  plus  simple  consistera  donc  ici  dans 
l’inlersection  de  deux  sections  coniques,  dont  l’une  pourra élrc 
prise  arbitrairement.  Soit  l’équaliou  4-px' (ix  — r.  ün  • 
y peut  employer,  par  exemple,  la  parabole  , ctThyper- 
pcrbole  xy ->r py qx  = ou  l’hyperbole  plus  compliquée 
xy  -\-px^  -\-qx  = r : en  ajoutant  ou  retranchant  entre  elles  les 
deux  équations  primitives,  ou  leurs  multiples  quelconques,  on 
pourra  d’ailleurs  substituer  à ces  courbes  une  infinité  d'autres 
couples  de  sections  coniques.  11  en  serait  de  même  pour  l’équa- 
tion du  quatrième  degré  rx=s,  où,  en  po- 
sant d’abord  x'=y,  on  aurait  ensuite  = s 

0\Xy'-\-pxy-^qx'  -\-rx=s. 

120.  A l'égard  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré , il  faut  maintenant  apprécier  spécialement  le  mode  très- 
remarquable  suivant  lequel  Üescartes  a fmalement  constitué 
leur  construction  eiïective , en  montrant  que,  du  moins  après 
quelques  préparations  faciles , elle  peut  toujours  résulter  delà 
combinaison  d’une  parabole  donnée  avec  un  cercle  convenable- 
ment choisi,  de  manière  à dépendre  du  tracé  le  plus  praticable 
•que  puisse,  évidemment,  comporter  un  pareil  cas.  Celle  expli- 
cation u'esldirectemenl  relative  qu’aux  équations  du  quatrième 
degré  ; mais  il  *sera  facile  ensuite  d’y  ramener  constamment 
celfëa  du  troisième,  en  y introduisant  arlilicicllemeul  un  nou- 
veau  facteur  arhilrairc  x — a,  qu'on  prend  coramunèmenl  égal 

J ^ • I ■ 

à X,  pour  plus  de  simplicité  : l’inlerscclion  factice  ainsi  sura- 
joutée devra  être  soigneusmnent  écartée  de  la  ligure  définitive. 

Soitdonc  seulement  à construire,  de  celtemanière,  l'équation 
x'+px^-\-qx'+rx=s. 

Commc'la  généralité  du  mode  proposé  ne  doit  évidemment, 
dépendre  que  de  la  disposilion  relative  des  deux  cuurbes,  et 
non  de  la  situation  de  chacune  envers  les  axes  coordonnes , on 
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pourra  toujours  adopter  la  furnic  la  plus  simple  de  réquation 
parabolique,  pourvu  que  l’équation  circulaire  reste  pleine- 
ment générale.  Toutefois,  il  faut  remarquer  que  la  parabole 
doit  pouvoir  s’étendre' horizontalement  dans  les  deux  sens.atin 
que  toutes  les  racines  réelles  de  l’équation  proposée  puissent 
être  pareillement  construites , qnel  que  soit  leur  signe.  Il 
faudra  donc  employer,  pour  l'équation  parabolique  , la  nota-  . 
tion  inusitée  x'  = my.  Sa  combinaison  avec  le  type  circu- 
laire (,x — «).’+(,>" — 6)’=R*  fournit  l’équation  Gnale 

— 25w»)  x' — +«»’(«’ -t-ff* — R’)  = 0. 

Or,  en  la  confrontant  à la  proposée  , on  reconnaît  aussitôt  que  ‘ 
leur  idenliGcalion  ne  saurait  devenir  possible  tant  que  celle-ci 
contient  le  terme  en  qui  manque  à l’autre.  Ce  mode  gra- 
pliique  exige  donc  une  certaine  préparation  algébrique,  d'ail- 
leurs peu  gênante^  consistant  à faire  d’abord  disparaître  ce 

terme,  par  le  changement  de  a- on  or qui  équivaut  geome- 

* • 

triquement  à déplacer  l’origine  de  ^ vers  la  gauche.  Ainsi , la 

construction  relative  à l’équation  convenablement  préparée 
conviendra  aussi  à l’équation  primitive , à l’aide  d’un  égal  dé- 
placement inverse  do  l’origine  correspondante. 

ê 

En  supposant  maintenant  que  l’équation  proposée  soit  déjà* 
privée  de  son  second  terme,  la  comparaison  précédente  donne., 
pour  les  cléments  géométriques  du  cercle  cherché , les  formules 

ai  ’ 

Les  coordonnées  du  centre  resteront  toujours  réelles  ^et  finies , 
quel  que  soit;»  : lerayon  pourra  l’ôtrc  aussi, quand  mémo»  serait 
négatif,  sans  qu’il  en  résulte,  pour  ce  paramétre,  aucune  autre 
restriction  que  celle  relative  à une  certaine  limite  inférieure.  A 
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une  parabole  quelconque , on  pourra  donc  conslamment  adapter 
un  cercle,  de  manière  à construire  toute  équation  du  quatrième 
degré  convenablement  préparée.  Quand  cette  équation  résul- 
tera d’une  équation  primitive  du  troisième  degré , il  convient 
de  remarquer  que,  suivant  le  mode  le  plus  ordinaire,  le  cercle 
passera  toujours  à l’origine , 'qui  constitue  alors  l’intersection 
factice , flnalemcnt  superflue,  d’après  la  multiplication  préalable 
par  X : on  pourra  donc,  en  ce  cas,  borner  la  construction  à la 
détermination  du  centre , sans  aucun  besoin  de  calculer  spécia- 
lement le  rayon,  de  manière  à rendre  inutile  la  plus  compliquée 
de  ces  trois  formules. 

Dans  l’usage  matériel  d’un  tel  procédé  graphique , la  faculté 
de  choisir  à volonté  le  paramétre  de  la  parabole  acquerrait 
beaucoup  d’importance  réelle , en  permettant  de  dispenser  d’a- 
bord do  la  plus  pénible  partie  de  chaque  construction  particu- 
lière par  ruiiiformc  introduction  d’une  seule  parabole  soigneu- 
seçaent  exécutée  d’avance,  et  qui,  diversement  combinée  avec 
des  cercles  convenables,  pourrait  également  convenir  à toute» 
les  équations  successives  du  troisiènlc  ou  du  quatrième  degré. 

L’intersection  des  deux  courbes  aura  lieu  habituellement  en 
un  ou  deux  couples  de  points,  ou  sera*  totalement  impossible. 
Cqs  trois  cas,  pareillement  normaux , seront  séparés  par  deux 
sortes  de  cas  exceptionnels  relatifs  au  contact , et  comportant 
une  seule  rencontre  ou  trois.  Il  est  aisé  de  sentir  la  concor- 
dance spontanée  de  ces  diverses  indications  géométriques  avec 
la  notion  algébrique  sur  la  conjugaison  nécessaire  di«  racines 
imaginaires. 

Appliquons , par  exemple , ce  mode  spécial  à l’équation  de  la 
.3  0 

trisection  de  l’angle  x’— -x-l--==0,  où  b désigne  le  sinus  de 

l’angle  donné,  et  x celui  de  son  tiers  En  l’élevant  au  quatrième 
degré,  par  l’introduction  du  facteurs,  la  réduction  préalablé 
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s’y  trouve  sponlanémcnt  établie,  et  les  coordonnées  du  centre 

7 b 

du  cercle  sont  € = -,«= — -,si  l’on  prend  le  paramètre  de  la 

8 8 

parabole  égal  à Tunité , c’est-à-dire  au  rayon  trigonometrique. 
Envers  nne  parabole  tracée  d’avance,  cette  relation  servira, 
au  contraire,  à ajuster  convenablement  ce  rayon,  et,  par  suite, 
la  ligne  donnée  b , d'après  le  mode  que  j'ai  expliqué  en  son  lien 
pour  la  détermination  graphique  de  ce  paramétre. 

Soit  encore  l’équation  très-simple  qui  se  rapporte 

directement  au  problème  de  la  publication  du  cube.  La  prépa- 
ration algébrique  y est  pareillement  spontanée , et  l’on  trouve 
1 ' 

alors  e=  w,  a = — : en  sorte  que  le  cercle  sera  très  facile  à 
2 ni''  ^ 

construire,  même  en  laissant  m quelconque  par  rapport  à a. 

En  multipliant  de  tels  exercices,  le  lecteur  devra  s’attacher, 
soit  à y comparer  judicieusement  ce  mode  spécial  avec  les  divers 
autres  systèmes  graphiques , Soit  aussi  à y faire  suffisamment 
concorder  les  indications  particulières  de  la  figure  avec  celles 
que  fournit  directement  l’appréciation  algébrique  de  chaque 
cas.  Sons  ce  dernier  aspect,  il  serait  aisé,  par  exemple,  de  con- 
stater , envers  les  deux  équations  précédentes,  que  la  coiistruo 
lion  y confirme  l’existence  nécessaire  de  trois  racines  réelles 
dans  la  première , et  de  deux  racines  imaginaires  dans  la  se- 
conde , quelles  qne  soient  les  données  respectives. 
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Nations  fandameniâlrs, 

127.  Notre  êlodc  élémentaire  de  la  géométrie  analytique  n’en 
caractériserait  point  snflisamment  le  véritable  esprit  fonda- 
mental , si  nous  ne  consacrions  pas  la  fin  de  traité  à apprécier 
sommairement  son  indispensable  extension  à la  théorie  générale 
des  surfaces  courbes,  en  tant  qu’elle  reste  accessible  à l’analyse 
ordinaire.  Outre  sa  propre  importance  scientifique , ce  dernier 
ordre  de  conceptions  doit  exercer  spontanément  une  heureuse 
réaction  logique  sur  l’ensemble  de  la  géométrie,  plane , dont  les 
principales  notions,  ainsi  considérées  finalement  d'nn  point  de 
vue  supérieur,  deviendront  à la  fois  plus  simples  et  plus  sysié- 
, matiques.  Quoique  cette  étude  d^  surfaces  n’ait  été  méthodi- 
quement instituée  que  depuis  un  siècle  environ,  et  qu'elle  doive 
être  jusqu’ici  beaucoup  moins  développée  que  celle  dos  lignea  ; 
elle  constitue  évidemment , par  sa  nature , un  sujet  bien  plus 
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Tastc  en  m^me  temps  que  plus  diflidle , puisque  les  surfaces 
comportent  nécessairement  plus  de  variété  que  les  lignes. 
Celles-ci , en  effet , résultant  du  mouvement  d’un  simple  point, 
ne  peuvent  différer  entre  elles  que  par  la  loi  d'un  tel  déplace- 
ment; taudis  que , outre  cette  source  de  diversité,  qui  alors 
devient  même  plus  étendue , les  surfaces  se  distinguent  surtout  . 
les  unes  des  autres  d’apres  la  nature  des  lignes  génératrices. 
Mais  l'essor  plus  récent  de  cette  partie  de  la  géométrie , sons 
l’accomplissement  essentiel,  de  la  grande  rénovation  cartésienne, 
a dû  d'abord  y faire  ordinairement  prévaloir  de  meilleures  ha- 
bitudes logiques,  et  y restreindre  aussi  les  études  actuelles  aux 
spéculations  les  plus  générales  ; en  sorte  que , malgré  sa  com- 
plication et  sa  fécondité  supérieures , nous  pourrons  ici  la  ca- 
ractériser snlEsammenl  à l’aide  d’un  développement  beaucoup 
moindre  que  celui  qu’a  exigé  la  géométrie  plane.  Ses  concep- 
tions ne  constituent  d’ailleurs , à divers  égards,  qu’une  simple 
extension  de  celles  qui  sont  propres  à la  théorie  des  lignes  ; or, 
notre  exposition  en  ayant  fait  directement  ressortir  l’esprit 
général,  le  lecteur  n’éprouvera  aucune  grave  düBculté  à les 
modider  spontanément  d’après  cette  nouvelle  destination.  Ainsi, 
en  vertu  des  avantages  inhérents  au  plan  qui  caractérise  ce 
traité , cette  dernière  élude  géométrique  y devient  naturelle- 
ment susceptible  d’une  forte  condensation,  en  nous  bornant  à 
y indiquer  rapidement  tout  ce  qui  est  essentiellement  analogue 
aux  notions  déjà  établies,  et  réservant  nos  explications  spé- 
ciales pour  les  seules  considérations  qui  soient  vraiment  pro- 
pres à la  géométrie  à trois  dimensions. 

Quoique  la  théorie  des  surfaces  constitue  son  principal  objet, 
elle  est  aussi  destinée  nécessairement  à compléter  et  à géuéra-, 
User  la  théorie  des  lignes,  que  nous  avons  dù  réduire  jusqu’ici 
aux  courbes  planes.  Or,  l'importance  et  la  simplicité  de  ce  cas 
ne  doivent  pas  empêcher  de  recounailre  combien  il  est  parti- 
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culicr  dans  l’ensomble  total  des  figures  curvilignes.  Car,  si  les 
courbes  cylindriques , par  exemple,  étaient  étudiées  aussi  spé- 
cialement que  celles  qu’on  peut  tracer  sur  un  plan,  elles 
offriraient  certainement  autant  de  diversité  au  moins  : il  en 
serait  de  même  parmi  les  courbes  coniques,  ou  sphériques,  etc. 
Toutes  ces  formes  si  variées  restent  encore  enveloppées  sous 
la  commune  dénomination  de  courbes  à double  courbure , rela- 
tive au  caractère  fondamental  qui  les  sépare  des  courbes 
planes  : en  partant  de  l’état  rectiligne  d’un  fil  parfaitement 
flexible  en  tous  sens , celles  ci  résulteront  d’une  simple  flexion 
proprement  dite , laissant  tous  les  éléments  du  fil  dans  un 
même  plan  ; tandis  que  les  autres , s’écartant  davantage  de  la 
figure  initiale  exigeront,  en  outre,  une  véritable  torsion, 
changeant,  en  chaque  point,  la  direction  du  plan  de  deux 
éléments  consécutifs.  Malgré  que  l’usage  de  ce  terme  expressif 
tende  habituellement  à dissimuler  l’extrémc  diversité  naturelle 
des  lignes  correspondantes,  on  sent  néanmoins  qu’il  existe 
nécessairement  parmi  elles  bien  plus  de  variété  qu’entre  les 
courbes  planes,  quoique  les  géomètres  s’en  soient  jusqu’ici 
beaucoup  moins  occupés.  L’étude  même  des  lignes  ne  saurait 
donc  acquérir , en  géométrie  plane , toute  la  plénitude  et  la 
généralité  convenables,  outre  que  les  seules  figures  qu’on  y 
considère  no  peuvent  d’ailleurs  y être  envisagées  dans  leurs 
plus  vastes  relations  mutuelles.  Néanmoins , l’appréciation  des 
courbes  n’est  presque  jamais  qu’accessoire  en  géométrie  à trois 
dimensions,  où  la  plupart  des  conceptions  analytiques,  soit 
élémentaires,  soit  transcendantes,  ne  concernent  directement 
que  les  surfaces , à l’élude  desquelles  on  rattache  les  spécula- 
tions sur  les  lignes.  Toutefois,  on  ne  doit  pas  oublier  que,  dans 
le  développement  historique  de  la  géométrie  moderne,  ce 
dernier  wdre  de  considérations  a constitué,  entre  la  géométrie 
plane  et  la  géométrie  à trois  dimensions,  une  sorte  de  transition 
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naturelle,  dont  la  première  ébauche  remonte  jusqâ’à  De»> 
cartes,. et  qui  tendrait  à se  reproduire  spontanément  dans  la 
marche  {Générale  de  l’initiation  individuelle,  si  l’essor  direct 
des  plus  larfîcs  pensées  géométriques  n’y  permettait  aujoard’hoi 
une  évolution  plus  rapide. 

128.  Il  rnut  d’abord  établir  ici,  comme  en  géométrie  plane, 
la  conception  préliminaire  des  systèmes  de  cvMirdonnées,  sans 
laquelle,  de  part  ni  d’autre,  les  idées  géométriques  ne  sauraient 
devenir  réductibles  à des  idées  numériques,  seul  sujet  immédiat 
des  spéculations  analytiques. 

Cet  indispensable  préambule  consiste  maintenant  à déter* 
miner  un  point  dans  l’espace  par  l'intersection  de  trois  surfaces, 
dont  la  nature  et  le  mode  de  variation  caractérisent  le  système 
de  coordonnées  adopté,  et  dont  une  seule  condition  restée  arbi- 
traire indique , en  chaque  cas , la  coordonnée  rorrespondante. 

Dans  le  système  rccliligue  proprement  dit,  qui , encore  plus 
que  pour  la  géométrie  plane,  mais  d’après  de' pareils  motifs, 
doit  ici  être  presque  exclusivement  employé,  ces  trois  surfaces 
sont  toujours  des  plans  respectivement  parallèles  à trois  plans 
fixes,  que  nous  supposerons  ordinairement  rectangulaires,  et 
qui  SC  coupent  selon  trois  droite.s,dés  lors  rirlangulaircs  aussi , 
({ue  l’on  désigne  également  sous  le  nom  d’axes.  Les  coordon- 
nées de  chaque  point  sont  ses  distances  h chacun  de  ces  plans 
coordonnés,  mesurées  suivant  l’axe  extérieur,  et  le  plus  sou- 
vent sur  ce  mémo  axe,  où  elles  représentent  d'ailleurs  les 
projections  respectives  de  la  distance  du  point  à l’oriyine  com- 
mune des  plans  ou  axes  fixes  : on  peut  en  outre,  les  former  par 
deux  projections  successives  du  point  proposé  M {fig.  80) , sur 
l’un  des  plans  coordonnés , et  de  celle  projection  N sur  l’un  des 
axes  de  cé  plan  j ce  qui  est  surtout  propre  à mieux  indiquer  la 
liaison  mutuelle  des  trois  coordonnées.  Quant  à la  manière 
dont  leurs  valeurs  combinées  déterminent  la  position  du  poiqt 
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correspondant,  elle  revient  à concevoir  celai-ci  comme  le 
sommet  opposé  à l’origine  dans  le  parallélipipéde  construit  sur 
les  axes  avec  des  cétés  égaux  aux  coordonnées  respectives  ; en 
s’aidant  de  la  construction  aiinloguc  en  géométrie  plane,  on 
peut  aussi  employer  les  coordonnées  jt  et  que  nous  suppo- 
serons habituellement  horizontales , à déterminer,  suivant  le 
mode  ordinaire,  la  projection  horizontale  N du  point  cherché, 
dont  la  hauteur  verticale  sera  indiquée  ensuite  par  la  troisième 
coordonnée  z,  Cies  trois  coordonnées  sont  évidemment  suscep- 
tibles de  signe,  et  il  est  indispensable  d’y  avoir  égard,  afin  de 
distinguer  suilisamment  les  huit  régions  dans  lesquelles  l’espace 
est  divisé  par  les  (rois  plans  tixes  indéfiniment  prolongés  en 
tous  sens,  et  dont  chacune  pourrait  également  convenir  à un 
même  groupede  valeurs  de  x,  y,  s,  si  la  considération  du  signe 
ne  dissipait  l’ambiguïté  géométrique  propre  à chaque  distance. 

L’unique  système  qui,  à défaut  du  précédent,  soit  quelquefois 
employé, comme  en  géométrie  plane,  mais  encore  plus  rarement, 
sous  le  nom  de  polaire,  consiste  à déterminer  un  point,  dans  l’es- 
pace, d’après  sa  distance  u à un  point  fixe  O {fig.  81)  et  les  deux 
aiiglcsf  et  «ji  formés  par  celle  droite  variable  avec  deux  axes  fixes 
O^,  0+,  que- nous  supposerons  communément  rectangulaires 
et  horizontaux.  Chaque  point  M résulte  alors  de  l’intersection 
d’une  sphère,  à centre  fixe,  dont  le  rayon  variable  est  indiqué 
par  la  valeur  de  la  coordonnée  linéaire  u , avec  deux  cônes  cir- 
culaires droits , ayant  respectivement  pour  axes  fixes  les  deux 
axes  polaires,  et  dont  les  angles  variables  sont  égaux  aux  va- 
leurs correspondantes  des  deux  coordonnées  angulaires  y et  i)». 
On  adopte  quelquefois , surtout  en  mécanique , dans  la  théorie 
analytique  des  rotations,  nn  système , que  l’extrême  pénurie 
de  notre  langage  géométrique  couduit  aussi  à qualifier  ordinai- 
rement de  polaire , et  qui  pourtant  diffère  beaucoup  du  précé- 
denf , quoiqu’il  soit,  comme  lui , réellement  analogao  au  système 
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plan  ainsi  nommé.  11  consiste  à déterminer  d'abord  la  projec- 
tion horizontale  N du  point  proposé  d’après  ses  coordonnées 
polaires  planes  r et  a , pour  aboutir  ensuite  au  point  M à l’aide 
de  l'inclinaison  9 de  son  rayon  vecteur  sur  un  axe  perpendicu- 
laire au  plan  correspondant  : cette  troisième  coordonnée  est  la 
seule  vraiment  commune  aux  deux  systèmes,  en  tant  qu’elle 
assujettit  aussi  le  point  à faire  partie  d'un  cène  dont  l’axe  est 
live;  mais  les  deux  premières  correspondent  à de  nouvelles 
surfaces,  l’une  indiquant  un  cylindre  vertical  an  lieu  d’une 
sphère,  et  l’autre  un  plan  vertical  au  lieu  d’un  cène.  Toutes  les 
diilicullés  que  pourrait,  en  général,  présenter  l’exacte  appré- 
ciation comparative  des  divers  systèmes  de  coordonnées  dans 
l espaco  seront  toujours  faciles  à dissiper  de  la  même  manière, 
par  un  judicieux  examen  respectif  de  la  nature  et  du  mode  de 
variation  des  surfaces  introduites. 

Outre  ces  systèmes  de  coordonnées,  seuls  usités,  la  géométrie 
anaiyti(|ue  à trois  dimensions  en  pourrait  évidemment  adopter 
une  inGnité  d’autres,  dont  la  variété  y est  nécessairement  encore 
plus  étendue  qu’en  géométrie  plane,  vu  la  multiplicité  et  la> 
oomplication  su|térieures  des  lieux  ainsi  combinés.  Si , par 
exemple,  on  déterminait  un  point  d’après  ses  distances  à trois 
pèles,  il  résulterait  de  l'intersection  de  trois  sphères  à centres 
fixes  et  à rayons  variables.  De  même,  en  introduisant  les  dis- 
tances de  chaque  point  à trois  axes  donnés,  il  se  trouverait  à la 
rencontre  des  trois  cylindres  variables  construits  autour  de  ces 
axes.  Mais  il  serait  superflu  d'insister  ici  sur  des  cxplicatiuns- 
directement  dépourvues  de  toute  utilité  scientiüque , et  dont 
l’oflice  logique  est  déjà  rempli  spontanément  par  l’entière  géné- 
ralité que  le  lecteur  a imprimée  habituellement  à une  telle  no- 
tion en  géométrie  plane. 

t‘29.  Cette  conception  préliminaire  permet  d’apprécier  immé- 
diatement la  correspondance  fondamentale  entre  les  surfaces 
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elles  équations,  instituée  d’abord  par  Clairant,  suivi  d’Euler , 
d’après  une  heureuse  extension  de  la  grande  idée  mère  que 
Descartes  avait  fuudéo  uii  siècle  auparavant. 

Quand  un  point  se  déplace  arbitrairement  dans  l’espace,  ses 
trois  coordonnées  constituent  des  variables  entièrement  iudè|>cn- 
dantes.  Alaissi,  sans  avoir  un  trajet  fdèterminè , il  se  trouve 
assujetti  à rester  sur  une  certaine  surface  quelconque,  celle-ci 
tiendra  lieu  naturellement  de  l’une  de  celles  qui  correspondent 
aux  coordonnées  a<loptées,  dont  deux  seulement  sufliront  alors 
à l'entière  détermination  de  chaque  position , en  sorte  que  la 
troisième  résultera  nécessairement  des  autres , suivant  une 
équation  correspondant  à la  propriété  commune  aux  divers 
points  de  la  surface  proposée , et  dés  lors  susceptible  de  repré- 
senter analytiquement  cette  surface,  dont  les  moindres  varia- 
tions géométriques,  même  les  plus  simples  déplacements,  affec- 
teront plus  ou  moins  une  telle  équation,  où  d’égales  valeurs 
des  deux  variablesindépendantes  devraient  procurer  des  valeurs 
nouvelles  à la  variable  dépendante.  C’est  le  même  principe  fon- 
damental que  dans  la  géométrie  plane , avec  une  innovation 
capitale,  relativeà  l’indépendance  simultanée  de  deux  variables, 
jqui  résulte  ici  de  l’indétermination  supérieure  des  lieux  consi- 
dérés : l’étude  des  surfaces  constitue  liabitucllcment  la  première 
sourc«î  historiqu^et  le  meilleur  type  dogmatique  d’une  telle 
pluralité,  qui  a tant  agrandi  l’ensemble  des  spéculations  ana- 
lytiques. Toute  surface  rigoureusement  définie  d’après  une  pro- 
priété commune  à tous  ses  points  est  donc*  représentée  ana- 
lytiquement par  une  équation  à trois  variables  entre  leurs 
coordonnées  quelconques.  Dans  le  système  rectiligne  , nous 
supposerons  habituellement, pour  simpliGer  le  discours,  de  ma- 
nière même  à faciliter  accessoirement  la  pensée,  que  les  deux 
coordonnées  horizontales  x et^  soient  les  variables  indépen- 
dantes, et  que  la  fonction  proposée  se  rapporte  à l’ordonnée 
verticale  z. 
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Il  serait  sapcrila  d’expliquer  rormcllement,  à ce  sujet,  que, 
comme  en  géométrie  pianc,  l’équation  de  chaque  lien  sera  re- 
lative à la  nature  des  coordonnées  employées,  mais  d’ailleurs 
pleinement  indépendante,  pour  chaque  système , de  la  diversité 
des  déGnitions. 

Nous  reconnaîtrons  bientôt  que , la  géométrie  comparée  étant 
aujourd'hui  beaucoup  plusavancée  envers  les  surfaces  qu’en  vers 
les  courbes  , l’art  de  former  les  équations  propres  aux  diverses 
surfaces  est  déjà  susceptible  de  certaines  règles  générales , dont 
l’étude  constituera  le  principal  objet  de  notre  élaboration  ac- 
tuelle , et  qui  ne  comportaient  aucun  équivalent  dans  la  géo- 
métrie à deux  dimensions.  C’est  pourquoi  nous  pouvons  dé- 
gager cette  introduction  de  toute  série  d’exemples  préliminairciÿ 
relative  à cette  formation , qui  doit  être  ensuite  soigneusement 
appréciée.  J’en  indiquerai  seulement  ici,  pour  Gxer  les  idées,  un 
très-petit  nombre  , directement  résultés  de  la  formule  élémen- 
taire , d'ailleurs  indispensable  à connaître , qui  détermine  la 
distance  de  deux  points  dans  l’espace  d’après  leurs  coordonnées 
rectilignes. 

Si  les  axes  sont  rectangulaires , ce  qui  constitue  le  seul  cas 
vraiment  usuel,  il  suffira  de  conccvcrir,  du  point  le  plus  bas, 
une  horizontale  menée  à la  rencontre  de  la  v^ticale  de  l’autre 
point  : le  triangle  rectangle  ainsi  construit , et  dont  la  distance 
cherchée  sera  l’hypoténuse,  présentera  deux  côtés  connus  , 
l’un  égal  à la  différence  des  ordonnées  verticales  des  denx  points, 
et  l’autre  à la  distance  de  leurs  projections  horizontales , 
préalablement  assignablo.d’aprés  la  formule  analogue  de  géo- 
métrie plane.  Conformément  an  théorème  de  Pythagore  , la 
distance  de  deux  points  est  donc  exprimée , dans  t’espace , 
comme  sur  un  plan , par  la  racine  carrée  de  la  somme  des 
carrés  des  différences  de  leurs  coordonnées  respectives  : seule- 
ment cette  formule  se  compose  id  de  trois  parties  an  lieu  de 
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deux.  En  supposant  les  axes  obliques  , la  fonnale  devrait  £tre 
beaucoup  plus  compliquée , et  deviendrait  . . ^ < 

æ= .(a"-a-T+  ( r"-y  )’+ 

+2{x"~a/)  (y— y)  cos  XY+2  {x"--x’)  (z"—z')œs  XZ 
+2  (y— y)  (="— z')  cos  Yz , 

suivant  une  application  très-simple  du  principe  des  projections, 
que  j’aurai  bientôt  lieu  d'indiquer  spécialement. 

D’après  la  formule  précédente , on  peut  immédiatement 
former  l’txiualion  de  la  sphère , si  l’on  défiait  cette  surface , 
selon  sa  plus  simple  propriété  , comme  le  lieu  des  points  équi- 
distants de  sou  centre.  Il  en  résulte  aussitôt  l’équatHm 

(j:— a)’-t-  (z—c)'=r’, 

envers  des  axes  rectangulaires , par  raj^K»*!  auxquels  a,  b,e, 
désignent  les  coordonnées  du  centre  ; tel  est  le  type  analytique 
fondamental  qui  doit  faire  invariablement  reconnaître  la 
sphère , quelle  que  puisse  être  la  diversité  de  ses  définitions 
géométriques. 

On  pourrait  ainsi , par  exemple , manifester  aisément  la  na- 
ture sphérique  do  la  surface  qui  comprend  tous  les  points  de 
l'espaco  éclairés  par  deux  lumières,  en  généralisant  la  re- 
cherche du  n"  21.  En  plaçant  l’origine  à l’un  des  points  fixes , 
et  dirigeant  l’axe  des  z vers  l’autre  , cette  définition  fournit 
immédiatement , d’après  la  formule  des  distances , l’équation 

^{x'+y+{z-dy)=b{x'+y+z'], 

qni,  comparée  à la  précédente,  fait  aussitôt  reconuattre  la 
sphère  indiquée  à la  fin  du  n°  cité. 

La  même  formule  conduirait  au^  facilement  à l'équation  du 
quatrième  degré 
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pour  le  lien  des  points  de  l’espace  dont  les  distances  à deux 
ptSIcs  sont  inversement  proportionnelles , en  généralisant  la 
déniiition  do  n°  22. 

130.  Quant  à la  représentation  analytique  dos  lignes  dans 
l’espace  , notre  principe  fondamental , sur  l’exacte  appréciation 
do  degré  d’indépendance  des  variables  propre  à chaque  cas, 
démontre  directement  qu’elle  doit  ici  s’accomplir  suivant  un 
tout  autre  mode  qu’en  géométrie  plane.  Car,  le  trajet  du  point 
décrivant  se  trouvant  alors  fixé , une  seule  de  scs  trois  coor- 
données reste  arbitraire , et  les  deux  autres  en  résultent  né- 
cessairement à la  fois , la  ligne  donnée  suppléant  naturelle- 
ment aux  deux  surfaces  qui  leur  correspondent  ordinairement. 
Or,  une  équation  unique  ne  pouvant  jamais  déterminer  qu’une 
variable  unique , ce  lieu  plus  restreint  ne  pourra  donc  être 
analytiquement  caractérisé  que  par  un  couple  d’équations, 
dont  chacune  , à cet  égard , serait  isolément  insuffisante , et  qui 
subordonneront , par  exemple , les  deux  coordonnées  horizon- 
tales j:  et  j>-  à l’ordonnée  verticale  s , que  nous  y supposerons 
habituellement  indépendante.  Ce  dualisme  indispensable  , qui 
constitue  une  profonde  différence  entre  la  géométrie  à trois  di- 
mensions et  la  géométrie  plane  relativement  à la  théorie  ana- 
lytique des  lignes  , correspond  géométriquement  à la  considé- 
ration de  toute  ligne  comme  l’intersection  de  deux  surfaces , 
respectivement  résultées  de  rintcrprétalion  séparée  de  chaque 
élément  d’un  tel  couple  analytique.  Rien  n’est  plus  propre  que 
cette  notion  fondamentale  à faire  déjà  sentir  nettement  que  l’étude 
des  surfaces  constitue  surtout  le  sujet  naturel  de  cette  seconde 
moitié  de  la  géométrie  générale , où  l’analyse  ne  peut  exprimer 
les  idées  de  lignes  que  d’après  une  combinaison  indirecte  et  com- 
pliquée. Si  jamais  les  divers  ordres  de  courbes  à double  cour- 
bure, soit  cylindriques,  soit  coniques , soit  sphériques , etc. , 
sont  aussi  spécialement  étudiés  que  les  courbes  planes,  H faudra , 
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sans  doute , eu  revenir,  à leur  égard , comme  pour  cellcs-ci , à 
l’asagc  d’une  seule  équation  à deux  variables , envers  des  coor- 
données convenablement  choisies , en  chaque  cas , d’après  la 
nature  de  la  commune  surface  considérée  : telles  seraient , par 
exemple , quant  aux  courbes  sphériques,  des  coordonnées  sphé- 
riques analogues  à celles  employées  en  géographie  et  en  astro- 
nomie. Mais,  tant  que  toutes  les  sortes  de  lignes  resteront  as- 
sujetties , dans  l’espace  , à une  même  appréciation  analytique, 
on  ne  saurmt  éluder  la  nécessité  de  représenter  aualyti(|uement 
chacune  d’elles  par  la  coexistence  de  deux  équations  à trois 
variables , quels  que  doivent  être  évidemment  les  graves  incon- 
vénients d’un  mode  aussi  pénible  et  aussi  détourné. 

Un  tel  dualisme  analytique  comporte  nécessairement , envers 
cliaquc  ligne , une  infinité  de  formes  difTérentes  dans  un  même 
système  de  coordonnées  ; car , les  deux  équations  priiuitivc's 
n’étant  alors  considérées  que  relativement  à leurs  solutions 
communes,  on  en  pourra  déduire  une  foule  de . combinaisons 
distinctes,  dont  deux  quelconques  constitueraient  un  couple 
équivalent  au  premier,  quoique  composé  d’éléments  dificrents. 
Géométriquement,  cette  diversité  nécessaire  devient  encore 
plus  sensible , puisque  la  même  ligne  pourra  toujours  résulter 
d’une  infinité  d’intersections  de  surfaces , celles-ci  n’étnnt  assu- 
jetties qu’à  faire  partie  de  celles  sur  lesquelles  on  peut, tracer  la 
ligne  considérée.  On  utilisera  souvent  une  telle  variété , conçue 
suivant  toute  son  extension , en  choisissant  les  surfaces  dont 
les  équations  peuvent  être  le  plus  simplement  formées  : c’est 
ainsi , par  exemple , que , de  toutes  les  combinaisons  géorac>- 
ques  propres  à produire  le  cercle,  celle  de  la  sphère  avec  le 
plan  s'adaptera  mieux  qu’aucune  autre  à l’expri'ssion  analyti- 
que de  celte  courbe  dans  l’espace.  Mais,  quels  que  soient  les 
avantages  réels  de  cette  multiplicité,  elle  devient,  sous  un 
nouvel  aspect , la  source  necessaire  d’une  fàckeose  ambiguïté , 
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particulière  à la  géométrie  à trois  ditncnsioDs , où  l'on  <»t  ainsi 
exposé  fréquemment  à juger  distinctes  des  lignes  qui  pourtant 
coïncident , qnand  les  deux  oquatious  de  la  première , quoique 
séparément  différentes  de  celles  de  la  seconde,  constituent 
pourtant  un  couple,  géométriqnc  ou  analytique,  pleinement 
équivalent. 

Il  importe  donc  d’apprécier  maintenant,  avec  toute  la  géné- 
ralité convenable , le  procédé  fondamental , trop  étroitement 
conçu  jusqu’id,  d’après  lequel  on  peut  réparer  inévitable 
inconvénient,  en  organisant  nn  mode  invariable  propre  à faire 
toujours  reconnaître , sans  aucune  équivoque , chaque  ligne 
spéciale  dans  nn  même  système  de  coordonnées.  En  considérant 
d'abord  ce  procédé  sons  le  simple  aspect  analytique,  il  consiste, 
en  général , à séparer,  par  une  double  élimination  , les  deux 
fonctions  que  contiennent  simultanément  les  deux  équations 
primitives , , y,z)  = 0 et/,  ( x , ^,  i ) = 0 , de  la  ligne 

proposée.  Puisque , en  effet,  les  valeurs  de  z déterminent  alors 
celles  de  x et,>',  on  conçoit  que  l’ambiguïté  n’existe  qu’en  vertu 
du  mélange  de  ces  deux  fonctions,  qui  peut  s’o])érer  d’une 
inGnité  de  manières.  Si  on  les  sépare,  en  éliminant , tantôt^, 
tantôt  X , entre  les  doux  équations  données , ces  deux  résultats 
x=f  (z)  et  .r='t'  (z),  ou  ip  ( JT,  z)  = 0et  'j*  Cr,  z)  = 0 , se  re- 
trouveront Décessaircment  toujours  les  mêmes,  du  moins  au 
fond,  quel  que  soit  celui  des  divers  couples  équivalents  d'où 
ils  aient  pu  être  successivement  tirés  : tonte  différence  réelle , 
soit  envers  tous  deux , soit  même  quant  à un  seul , constaterait 
^^certainement  la  discordance  effective  des  combinaisons  corres- 
■'  pondantes. 

Pour  mieux  apprécier  la  destination  de  cette  double  élimi- 
nation , il  noos  reste  à concevoir  son  interprétation  géométri- 
que, qui  varie  inévitablement  selon  le  système  de  coordonnées 
adopté.  Dans  le  système  rectiligne , l’équation  débarrassée  de 
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l’ane  des  variables  doit  convenir , non-seulement  aux  divers 
points  de  la  ligne  proposée,  mais  aussi  à tous  ceux  des  droites 
iodéQoies  qui  s’y  dirigeraient  parallèlement  à cette  coordonnée, 
et  dont  l’ensemble  formerait  la  surface  cylindrique  qui  servi- 
rait à projeter  la  ligne  sur  le  plan  des  deux  coordonnées  que 
renferme  exclusivement  une  telle  équation.  Ainsi , ce  mode 
analytique  consiste,  géométriquement,  à choisir  uniformément, 
parmi  l’infinité  de  surfaces  contenant  chaque  ligne  donnée,  les 
deux  cylindres  correspondants  à ses  deux  projections  verticales! 
leur  combinaison  sera  toujours  pleinement  caractéristique , 
puisque , constamment  uniques  pour  une  même  ligne , ils  no 
peuvent  d’ailleurs  nullement  varier  sans  la  faire  aussi  changer 
nécessairement.  On  voit  que  la  préférence  spontanément  ac- 
cordée à ce  couple  géométrique , entre  tons  ceux  qui  auraient 
pu  également  caractériser  chaque  lieu  , doit  surtout  résulter 
de  la  plus  grande  facilité  qu’on  trouve  à y aboutir  analytique- 
ment, de  quelque  autre  combinaison  qu’on  soit  d’abord  parti. 
Telle  est  la  principale  destination  de  ce  système,  primitivement 
suggéré  par  la  considération  des  deux  projections , d’où  Des- 
cartes  faisait  dépendre  la  détermination  de  chaque  courbe  à 
double  courbure.  Mais , en  conservant  cette  appréciation  ini- 
tiale, il  importe  de  sentir  toujoursque  chacune  de  ces  équations 
à deux  variables  ç(x,ji)  = 0 et  s)  = 0,  représente,  à 
proprement  parler , l’ensemble  du  cylindre  projetant,  et  non 
la  seule  projection  correspondante,  qui  exigerait,  en  outre, 
que , par  une  restriction  expresse  ou  tacite , on  supposât  nulle 
la  variable  qui  n’y  entre  pas.  A quelques  abréviations  de  lan-% 
gage  qu’on  puisse  être  graduellement  conduit,  il  no  faut  jamais  ^ 
oublier  qne , dans  l’espace , tonte  équation  isolée , même  à une 
variable  unique , représente  nécessairement  une  surface , et 
qu’aucune  ligne  ne  peut  s'exprimer  que  par  la  combinaison  de 
deux  équations. 
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EdGii,  quant  à cette  notion  fondamentale , qui  n’a  pu  trouTar 
d’analognc  en  géométrie  plane,  il  convient,  pour  on  mieux 
saisir  l’esprit  géométrique , d’en  considérer  aussi  l’interpréta- 
tion d’après  un  autre  système  de  coordonnées,  afin  d’en  écarter 
le  caractère  absolu  qui  l’altère  communément.  Dans  le  premier 
des  deux  systèmes  polaires,  par  exemple,  la  double  élimination 
ci-dessus  expliquée , et  qui  aura  toujours  le  même  olficc  analy- 
tique , conduira  à deux  équations^;  (« , ^)  = 0 , (h  , 41)  = 0 , 
dont  chacune,  pouvant  égalemoit  convenir  à toutes*les  positions 
résultées  de  la  rotation  d’un  point  quelconque  de  la  ligne  pro- 
posée autour  de  l’axe  polaire  corre^ndant , représentera,  non 
plus  un  cylindre , mais  une  surface  de  révolution.  La  sépara- 
tion analytique  des  deux  fonctions  angulaires  ? et  de  la 
variable  linéaire  u , consistera  donc  alors , géométriquement , 
à concevoir  chaque  ligne  comme  l’intersection  des  -deux  corps 
ronds  qu’elle  produirait  en  tournant  successivement  autour 
des  deux  axes  polaires.  Si  l’on  eût  au  contraire,  éliminé  u, 
l’équation  entre  les  deux  angles  eût  indiquéun  cône  ayant  pour 
base  la  courbe  proposée  et  dont  le  sommet  resterait  uniformé- 
ment fixé  an  pôle. 

Telles  sont  les  notions  fondamentales  qui  démontrent  que , 
quoique , dans  l'espace,  comme  snr  un  plan , la  pensée  géomé- 
' trique  de  ligne  corresponde  toujours  à la  conception  analytique 
d’une  seule  variable  indépendante , ces  deux  cas  généraux  dif- 
fèrent profondément  en  ce  que  la  ligne , d’abord  caractérisée 
par  une  fonction  unique , ne  peut  l’étrc  maintenant  que  par  un 
•couple  de  fonctions  de  cette  commune  variable , mutuellement 
^ solidaires  à cet  égard , et  dont  chacune  isolément  conviendrait 
à nne  certaine  surface,  de  nature  appropriée  à celle  du  sys- 
tème de  coordonnées  adopté. 

131.  Réciproquement  envisagée,  l’idée  mère  de  la  géométrie 
analytique  à trois  dimensions  consiste  à concevoir  la  représen- 
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talion  ncccssairo  do  toute  équation  à trois  variables,  en  chaque 
système  de  coordonnées,  par  une  surface  déterminée,  que  cette 
première  déflnition  abs^ailc  caractérise  toujours  sufTisamment. 
Enconsidérant,  par  cxemple,le  système  rectiligncordinairc,  il  est 
d’abord  aisé  de  concevoir  que  le  lien  géométrique  doit  être  alors 
plus  étendu  qu’une  simple  ligne,  pour  correspondre  à l’iudéter- 
miualion  supérieure  d’une  telle  équation,  où  deux  des  varia- 
bles restent  indépendantes,  ce  qui  permet  au  point  décrivant  do 
tenir  une  route  entièrement  arbitraire  suivant  chacun  des  deux 
axes  horizontaux , sa  hauteur  verticale  étant  seule  fixée  d’a- 
près sa  projection  horizontale.  Mais  on  peut  établir  plus  clai- 
rement cette  notion  fondamentale,  et  de  manière  à caractériser 
la  marche  générale  propre  à la  discussion  géométrique  des 
équations  à trois  variables,  en  s’aidant  convenablement  des  dis- 
cussions déjà  accomplies  en  géométrie  plane. 

Supposons,  en  effet,  que,  dans  l’équation  quelconque 
f z)=0,  on  attribue  à l’une  des  variables,  s par  cxeinple, 
une  certaine  valeur  constante  c,  elle  se  réduira  ainsi  à deux 
variables,  sous  la  forme  y (x,  y , c)  = 0,  dés  lors  restreinte  aux 
points  du  lieu  que  contiendrail  le  plan  liorizontal  s.=c  : or,  un 
ccl  état,  elle  représentera  une  certaine  ligne,  que  la  géométrie 
plane  nous  fera  connaître,  et  qui  changera  nécessairement,  au 
moins  de  position,  quand  cette  constante  c,qui  y figure  à titre  de 
paramétre  plus  ou  moins  influent,  prendra  une  nouvelle  valeur. 
Le  lieu  géométrique  de  l’équation  proposée  se  montre  donc 
composé,  non  d’une  ligne,  mais  d’une  infinité  de  lignes,  ri^u- 
liércment  superposées  par  couches  horizontales , cl  constituant, 
dans  leur  ensemble,  une  véritable  surface,  d’ailleurs  fermée 
ou  illimitée,  continue  ou  discontinue,  suivant  que  les  valeurs 
constantes  de  z seront  on  non  assujetties  à certaines  limites,  su- 
périeures ou  inférieures,  hors  desquelles  l’équation f {x,y,  <?)=0 
ne  comporterait  aucune  ligne,  comme  n’ayant  plus  de  solutions 

28 


GKOHÊTRIE  «ANS  L’ESPACE. 


réelles , selon  nos  explications  anterieures.  Tonte  surface  pou* 
vant  être  engendré  par  une  ligne  déterminée  mais  mobile,  que 
nous  qualilierons  habituellement  de  génh  ulrice,  glissant,  d’après 
une  loi  donnée , sur  une  autre  ligne  li\c,  que  noos  nommerons 
directrice , le  lieu  géométrique  de  l’équation  proposée  résultera 
du  mouvement  de  la  ligne  c)  = 0 , dont  la  nature  dé- 

pend surtout  du  mode  suivant  lequel  cette  équation  contient x 
et^,  et  dont  le  genre  de  variation  se  rapporte  à sa  composition 
en  s : il  sullii'a  d’assojettir  cette  ligne  à rencontrer  toujours,  par 
exemple,  l’une  des  traces  verticales  de  la  surface  cherchée , 
qu’on  déterminera  en  annulant^  on  x.  Si  les  trois  variables 
n’entrent  pas  semblablement  dans  l’équation,  les  trois  sortes 
de  coupes  de  la  surface  correspondante  par  des  séries  de  plans 
parallèles  aux  trois  plans  coordonnés  ne  seront  pas  également 
propres  à donner  une  idée  claire  de  sa  génération,  et  il  faudra 
faire  entre  elles  uu  choix  plus  ou  moins  important.  Quelquefois, 
d’ailleurs,  les  plus  simples  s<;clions  résulteraient  de  plans  pa- 
rallèles dirigés  obliquement  aux  axes  coordonnés.  Il  pourra’ 
même  arriver  que  les  coupes  les  mieux  comparables  correspon- 
dent à des  plans  non  parallèles,  dont  la  succession  serait  réglée, 
par  exemple,  comme  tournant  autour  d une  certaine  droite, 
ou  selon  toute  autre  loi , Enfin,  pour  indiquer  déjà , à cet  égard , 
la  plus  vaste  conception  géométrique,  il  faut  considérer,  en 
général , que  la  série  de  surfaces  auxiliaires  la  plus  propre  à 
fournir  des  sections  nettement  appréciables  pourra,  quoique 
rarement,  ne  pas  se  composer  de  plans,  mais  plutôt  de  sphères, 
ou  de  cylindres,  ou  de  cônes,  etc.,  suivant  la  nature  de  la  sur- 
face cherchée.  Mais,  quel  que  soit  le  mode  de  réduction  de 
la  riisc.nssion  des  surfaces  à celle  4ps  lignes,  on  voit  ainsi 
que  le  lieu  géométrique  de  toute  équation  à trois  variables 
se  présentera  toujours,  plus  ou  moins  clairement,  comme 
engendré  par  une  ligne  détcrniinée,  ordinairement  plane, 
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glissant , suivant  une  loi  connue , sur  une  certaine  directrice. 

La  seconde  partie  de  ce  traité  élémentaire  de  géométrie  ana- 
lytique à trois  dimensions  montrera  bientôt  que  l’élaboration 
naissante  de  la  géométrie  comparée  d’après  la  grande  concep- 
tion de  Monge  a déjà  permis  de  soumettre  aujourd’hui  à quel- 
ques véritables  règles  cette  discussion  générale  des  équations 
de  surfaces,  aussi  bien  que  leur  formation;  ce  qui  doit  ici  nous 
dispenser  essentiellement,  sous  l’un  et  l’autre  aspect,  des  deux 
séries  d’exercices  qui  ont  été  indispensables , en  géométrie 
plane,  pour  caractériser  suffisamment  un  ordre  de  considéra- 
tions qui  n’y  est  point  réductible  encore  à de  vrais  principes 
rationnels.  Je  vais  donc  me  borner  maintenant,  quant  à la  dis- 
cussion , comme  je  l’ai  fait  ci-dessus  quant  à la  formation , à des 
exemples  fort  simples,  uniquement  destinés  à éclaircir  ce  que 
les  explications  précédentes  pourraient  offrir  de  trop  abstrait. 

Soit , d'abord , l’équation  = 1 , qui , quoique  évi- 

demment comprise  dans  un  type  connu , doit  être  actuellement 
considérée  indépendamment  de  tonte  notion  antérieure.  En  y 
supposant  Z eonslaiil , il  en  résulte  la  courbe  — c’; 

ainsi  les  coupes  horizontales  du  lieu  sont  toujours  des  cercles 
ayant  leurs  centres  sur  l’axe  vertical , et  dont  les  rayons  dé- 
croissent à mesure  qu’on  s’éloigne  du  plan  des  .z^,  jusqu’à  la 
hauteur  1,  où  le  cercle  se  réduit  à son  centre,  après  quoi  la 
courbe  n’existe  plus,  de  manière  à indiquer  leslimites  verticales 
de  la  surface , d’ailleurs  symétrique  autour  du  plan  horizontal. 
Ces  caractères  annoncent  clairement  une  surface  de  révolution 
autour  de  l’axe  des  z , en  sorte  qu’il  ne  reste  plus  qu’à  déter- 
miner son  méridien , servant  à diriger  le  mouvement  du  cercle 
générateur  ; il  suffit,  pour  cela,  de  fairc^=0,  ce  qui  donne 
à la  trace  verticale  de  la  surface  cherchée , x’  z*  = 1 , une 
Qgorc  également  circulaire,  ayant  aussi  son  centre  à l’origine. 
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L’ensemble  de  ces  indications  successives  ne  permet  pas  de  mé- 
connaître la  nature  sphérique  du  lieu  proposé. 

Considérons  ensuite  l’équation  x—  ji-y.  Des  coupes  horizon- 
tales y fourniraient  des  hyperboles  éqnilatères  , dont  le  centre 
resterait  sur  l’axe  vertical , et  dont  les  asymptotes  demeure- 
raient parallèles  aux  axes  horizontaux  : leurs  sommets  , tou- 
jours contenus  dans  le  plan  bissecteur,  ^ = x , de  l’angle  des 
deux  plans  verticaux  , formeraient  une  parabole  , ayant  son 
sommet  à l’origine , son  axe  confondu  avec  celui  des  2 , et  un 
paramètre  égal  à 2 , d’après  sa  projection  verticale  x’=  z. 
Mais  la  nature  de  l’équation  proposée  indique  aussitôt  que  des 
sections  parallèles  aux  autres  plaus  coordonnés  seraient  ici 
préférables,  puisqu’elles  consisteraient  en  de  simples  lignes 
droites  x = ex,  poury =c  : celte  nouvelle  génératrice,  constam- 
ment parallèle  au  plau  des  xz , quoique  sa  direction  soit  va- 
riable , rencontre  d’ailleurs  toujours  l’axe  des  y.  On  détermi- 
nera la  mcillenrc  directrice  correspondante  en  cherchant  la 
trace  de  la  surface  sur  un  plan  parallèle  à celui  des^z,  par 
exemple  le  plan  x=d,  qui  donnera  z — dy,  d’où  il  résulte 
également  une  droite.  La  plus  simple  génération  de  cette  sur- 
face consiste  donc , en  résumé , à faire  mouvoir,  sur  deux 
droites  fixes  qui  ne  se  rencontrent  pas  , une  droite  parallèle  à 
un  plan  üxc.  Ce  mouvement  peut  d’ailleurs  s’opérer,  évidem- 
ment , de  deux  manières  différentes  , puisque , l’cqiiatiun  étant 
symétrique  entre  x et  ce  qui  a été  remarqué  ci-dessus  envers 
l’un  des  plans  verticaux  convient  également  à l’autre. 

Examinons  enfin  la  surface  z^  = xy.  Ses  sections  horizon- 
tales seraient  encore  des  hyperboles  équilatères , analogues  aux 
précédentes  : mais  le  lieu  de  leurs  sommets  , qui  correspon- 
dent toujours  au  plan  bissecteur  x,  se  compose  main- 
tenant de  deux  droites  menées  , à l'origine  , sous  un  angle 
de  43°,  autour  de  l’axe  vertical,  comme  l’indique  la  nouvelle 
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projection  verticale  *==fcjr.  L’cn.semble  de  ccttc  appréciation 
indique  déjà  sufEsammcnt  un  cône  droit , à base  hyperbolique 
horizontale,  et  dont  le  sommet  sc  trouve  à l’origine.  Mais  la 
nature  de  ce  lieu  , que  n’éclairciraient  pas  des  coupes  paral- 
lèles aux  deux  antres  plans  coordonnés,  ressortira  surtout  de 
l’examen  des  sections  verticales  opérées  en  tous  sens  autour  do 
l’axe  de  2 : car,  l’un  quelconque  de  ces  plans , analytiquement 
caractérisé  d’après  sa  trace  horizontale  y = ax,  déterminera 
toujours  deux  lignes  droites  passant  constamment  à l’origine, 
conformément  à la  seconde  projection  z—±x\/a. 

Sans  multiplier  davantage  de  tels  exemples , j’engage  le  lec- 
teur à s’exercer  spontanément  à ces  discussions  de  surfaces, -en 
partant  d’équations  un  peu  plus  compliquées , mais  pourtant 
assez  simples  pour  que  l’élaboration  analytique  n’absorbe  pas 
l’attention  principale , qui  doit  alors  rester  concentrée  sur  l’ap- 
préciation combinée  des  divers  documents  géométriques  em- 
pruntés à l’étude  des  figures  planes.  Ce  genre  d’exercices, 
dont  l’utilité  logique  dépend  surtout  de  leur  spontanéité , est 
encore  plus  propre  que  la  discussion  des  équations  à deux  va- 
riables à faire  convenablement  ressortir  le  véritable  esprit  de 
la  géométrie  analytique  , en  r^ularisant  l’interprétation  sy- 
métrique du  mode  de  composition  de  ces  équations,  même 
envers  chacun  des  paramétres  qu’on  y supposait  d’abord 
constants. 

Après  avoir  considéré  , en  général , l’appréciation  géomé- 
trique de  toute  équation  à trois  variables  , il  serait  superflu  de 
s’arrêter  formellement  an  cas  d’un  couple  quelconque  de  pa- 
reilles équations , puisque  la  ligne , qui  en  constitue  nécessai- 
rement le  lieu , y est  aussitôt  définie  par  l’intersection  des  deux 
surfaces  séparément  résultées  de  chacune  des  deux  équations 
proposées.  L’interprétation  concrète  ne  saurait  être  directe  qu’à 
l'égard  d’une  seule  équation.  Un  tel  assemblage  ne  peut  exiger, 
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OD  Kéométrie  analylique,  d’autres  principes  pn^rcs  que  lea 
notions  déjà  établies  sur  la  manière  de  dissiper  régulièrement 
l’ambign'ilé  fondamentale  qui  s’y  rattache.  Toute  la  discussion 
géométrique  de  chaque  couple  spécial  n’y  doit  offrir  d’autre  dif>  , 
ficulté  nouvelle  que  le  choix  des  plus  simples  surfaces  suscep- 
tibles de  contenir  la  ligne  considérée , et  qui  peuvent  différer 
souvent  de  celles  qu’indiquent  les  deux  équations  primitives  , 
dès  lors  ultérieurement  remplacées  par  d’heureuses  combinai- 
sons mutuelles. 

1 .32.  Dans  l’espace , comme  sur  un  plan , notre  système  de 
géométrie  analytique  se  trouve  nécessairement  assujetti  à des 
imperfections  fondamentales , à la  fois  géométriques  et  analy- 
tiques, qu’il  conservera  probablement  toujours,  mais  envers 
lesquelles  il  suffit  ici  d’indiquer  sommairement  la  simple  exten- 
sion des  remarques  déjà  soigneusement  expliquées  au  n*  8 , et 
qui  n’ont  maintenant  besoin  d’aucune  élaboration  nouvelle. 

Sous  l’aspect  géométrique , l'institution  actuelle  des  équations 
est  radicalement  vicieuse,  pour  les  surfaces  aussi  bien  que 
pour  les  lignes , en  ce  qu’elle  ne  permet  point  de  représenter 
analytiquement  une  portion  de  lieu , ni  par  suite  on  lieu  dis- 
coptiuu , composé  de  diverses  parties  de  figures  distinctes.  Il  en 
résulte  quelquefois  une  imparfaite  harmonie  entre  nos  équa- 
tions et  les  définitions  correspondantes , qui  devient  surtout 
fâcheuse  envers  les  phénomènes  naturellement  relatifs  à de  tels 
assemblages , comme , par  exemple , quand  on  étudie  l’équi- 
libre ou  le  mouvement  des  températures  dans  un  polyèdre 
quelconque. 

Du  point  de  vue  analytique,  la  représentation  géométrique 
des  équations  à trois  variables  est  souvent  incomplète , puis- 
qu’on n’y  tient  ancun  compte  des  solutions  imaginaires , qui 
fréquemment  y prédominent , et  qui  même  y peuvent  être  ex- 
clusives. Outre  les  conséquences  ordinaires  d’une  telle  imper- 


Digitized  by  Google 


ê 


PnEMIÉRB  rAHTIB,  CHAPITRE  PREMIER. 

fcclion,  lorsqu'une  équation  ne  fournit  aucun  lieu  quelconque 
ou  indique  seulement  des  points  isolés , il  faut  ici  remarquer 
une  nouvelle  auomalio,  consistant  en  ce  que  le  lieu  giHimctrique, 
cessant  dVilre  une  surface,  suivant  le  principe  fondamental, 
peut  devenir  une  simple  ligne,  si  l’équation  est  constituée  de 
uianiérc  à se  décomposer  en  dcu\  autres,  auxquelles  doivent 
simultanément  satisfaire  toutes  ses  solutions  réelles.  Tel  serait 
le  type 

=))'”+ (Hat,  =)r  = 0, 

dont  l’analogue  en  géométrie  [dane , ne  fournissait  que  quel- 
ques points  incoliérenls,  mais  qui  maintenant  semble  comporter 
un  véritable  lieu  géométrique,  la  ligne  commune  aux  deux 
surfaces  z)=0  et  s)  = 0.  Il  faut  toutefois 

remarquer  que  ce  prétendu  lieu  n’est  pas  plus  caractéristique 
que  l’autre  de  l’équation  d’où  il  provient  ; puisque  la  même 
ligne  pourrait  évidemment  résulter  d'une  infinité  d’autres 
éijuations  de  celte  nature,  analytiquement  très-distinctes, 
quoiqu’admettant  les  mêmes  solutions  réelles. 

Outre  celte  double  imperfection  radicale,  qu’on  peut  juste- 
ment reprochera  mitre  .système  de  géométrie  analytique,  où 
elle  altère,  à divers  éeards,  la  relation  fondamentale  entre  le 
concret  et  l’abstrait , quoiqu’il  soit  d’ailleurs  presqu’impossible 
d’y  remédiiT  convenablement,  une  u iliquc  exagérée  a quelque- 
fois conduit  à attribuer  vicieusement  à ce  système  une  impuis- 
sance logique  dont  il  ne  doit  pas  philosophiquement  répondre, 
en  tant  que  certainement  inhérente  à la  nature  du  sujet , et 
‘ non  à l’insu (lisance  de  nos  conceptions  maiiiématiques.  J’ai 
surtout  en  vue  le  défaut  de  représentation  géométrique  des 
équations  assez  indéterminées  pour  contenir  au  delà  de  trois 
variables,  et  envers  lesquelles  la  géométrie  ne  saurait  fournir 
aucune  exacte  iaterprélalion  concrète,  qu’il  faudrait  alors 
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emprunter  à des  phénomènes  plus  compliqués,  et  par  suite 
plus  variés,  tels  que  ceux  du  mouvement,  si  cette  complica- 
tion supérieure  ne  devait  pas,  au  contraire,  être  plutôt  con- 
sidérée comme  constituant  un  obstacle  insurmontable  à l’efli- 
cacitc  logique  d une  telle  peinture,  qui  ne  saurait  vraiment 
éclaircir  des  relations  dés  lors  destinées  à rester  exclusivement 
absirailes.  Toutefois , on  a fait  quelques  tentatives  partielles 
sur  l interpréfadon  géométrique  des  équations  à quatre  varia- 
bles, en  les  eoncevant  relatives,  non  plus  à d»’s  surfaces,  mais  < 
à (les  volumes,  suivant  le  progrès  naturel  d’une  telle  indéter- 
mination. 11  n’est  pas  inutile  ici  d’apprécier  sommairement  de 
tels  elTorls  pour  vérifier  spécialement  qu'ils  ne  sont  susceptibles 
d’aucun  succès  vraiment  fondamental , et  que  le  nombre  trois, 
indiqué  par  les  dimensions  nécessaires  de  l’étendue  comme  par 
les  coordonnées  propres  aux  positions  les  plus  indéterminées, 
limite  inévitablement  le  degré  d’indé[>cndancc  des  variables 
<|ui  peuvent  régulièrement  coexister  dans  les  équations  pure- 
ment géométriques. 

En  considérant  la  quatrième  variable  comme  un  paramétre 
susceptible  de  valeurs  successives,  l’équation  s,  <)  = n 

représentera,  en  coordonnées  rectilignes  et  rccUuigulaires , par 
exemple,  une  certaine  surface,  de  nature  déterminée;  mais 
dont  la  position  changera, ainsi  que  la  grandeur  ordinairement, 
à l’imitation  de  ce  que  nous  avons  remarqué  ci-dessus  en  pas- 
sant de  deux  variables  à trois.  Le  lieu  géoniéirique  de  l équa- 
liou  proposée  se  montrera  donc  formé  d'une  suite  de  couches 
superficielles,  régulièrement  disposées,  selon  la  composition  de 
1 équation  par  rapport  à t , que  l’on  pourra  œmpter  suivant 
un  quatrième  axe , alors  purement  factice , également  incliné 
sur  les  trois  premiers,  pour  simplifier  l’image.  Mais  ce  sera 
seulement  dans  quelques  eas  particuliers  qu’un  tel  ensemble  de 
surfaces  constituera  un  véritable  volume,  exactement  circon- 


^l< 


Dk 


PREMIÈRE  PARTIE,  CIUPITRE  PREMIER.  441 

sorit , el  non  une  masse  confuse , le  plus  souvent  même  rem- 
plissant l’espace  entier.  Cet  assemblage  ne  saurait  devenir 
sufllsamment  net  qu’autant  que  les  surfaces  partielles  seront 
fermées  et  que  les  valeurs  de  la  quatrième  coordonnée  se 
trouveront  limitées.  Telle  serait,  par  exemple,  l'équation 
= 1 , qui , mise  sous  la  forme  x^+y+z’=  i—t', 
indique  une  suite  de  sphères  concentriques  , dont  le  rayon  dé- 
croîtra de  1 à 0 , à mesure  que  t augmentera  de  0 à 1 , et  de- 
viendrait ensuite  imaginaire:  on  pourrait  donc,  en  effet,  se 
représenter  l’ensemble  des  solutions  réelles  de  cette  équation , 
comme  géométriquement  relatif  au  volume  total  de  la  plus 
grande  de  ces  sphères, qui  enveloppe  tontes  les  autres;  le  rayon 
de  chaque  couche  sphérique  et  la  valeur  du  paramètre  variable 
t , se  correspondraient  ici  suivant  une  construction  assez  facile 
pour  que  cette  peinture  comportât  quelque  elBcacité , scienti- 
fique ou  logique , si  ces  cas  étaient  plus  fréquents.  Mais , en 
considérant  l’équation  analogue  x-f-^-f-s-f-z  = 1 , qui  parait 
encore  plus  simple,  les  diverses  valeurs  do  dés  lors  nullcr 
ment  restreintes,  en  feraient  sortir  une  série  indéfinie  et  con- 
tinue de  plans  parallèles  entre  eux,  qui,  pouvant  ainsi  passer 
en  un  point  quelconque^nc  sauraient  constituer  d’autre  assem- 
blage que  l'espace  entier , de  quelque  manière  que  t pût  être 
géomciriquement  apprécié.  On  sent  que  la  même  confusion 
résulterait  uniformément, de  la  plupart  des  équations  de  ce 
genre,  qui , par  conséquent,  ne  comporteraient  aucune  véri- 
table peinture  géométrique. 

Cette  nécessité  fondamentale,  qui  limitera  toujours  à deux 
variables  indépendantes  le  degré  d’indétermination  analytique' 
que  la  géométrie  peut  régulièrement  apprécier,  est,  en  réalité, 
d'autant  moins  regrettable  que  toute  correspondance  ultérieure, 
lors  même  qu’on  la  jugerait  possible , deviendrait  naturello- 
mcot  presque  aussi  inutile , comme  artifice  logique  , à la  pure 
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analyse  , qu’elle  le  serait  d’abord  évidemment , comme  moyen 
scienlifjÇue  , à rinvestip:alion  géométrique.  On  peut  remar- 
quer, en  effet , que  la  peinture  des  fonctions  à deux  variables 
indépendantes , quoique  pleinement  praticable , comporte  déjà , 
en  vertu  de  sa  complication  supérieure  , beaucoup  moins  d'elfi- 
cacité  logique  pour  faciliter  les  spéculations  analytiques  cor- 
respondantes (}uc  ne  le  permet  l'heureux  usage  des  lieux  géo- 
métriques envers  la  théorie  abstraite  des  fonctions  d'une  seule 
variable. 

133.  Afin  de  compléter  celte  introduction  fondamentale  à 
rensetnble  de  la  géométrie  à trois  dimensions,  il  faudrait  main- 
tenant motiver  la  préférence  unanime  qu’on  a toujours  accordée 
spontanément  au  système  des  coordonnées  rectilignes,  cl  même 
aux  axes  rectangulaires.  Mais  cette  préférence  repose  ici  né- 
cessairement sur  les  raisons  générales  déjà  examinées , à cet 
égard , en  géométrie  plane , et  qui  n’exigent  maintenant  aucune 
nouvelle  appréciation,  sauf  l'importance  supérieure  des  moyens 
^e  simplification  envers  une  élude  naturellement  plus  difficile. 
Cet  évident  surcroît  de  motifs  deviendrait  surtout  sensible  en 
opposant  au  système  adopté  l’un  ou  l’autre  des  deux  systèmes 

f 

polaires,  que  des  convenances  spéciales  conduisent  quelquefois 
à loi  substituer  temporairement , malgré  la  fâcheuse  compli- 
cation des  constructions  élémentaires  qui  s’y  rapportent.  En 
géométrie  pure  , la  formation  des  équations  de  surfaces  , aussi 
bien  que  leur  discussion  , ne  s’opérera  donc  jamais  qu’avec  des 
coordonnées  rectilignes  , à moins  que  la  science  ne  parvint  à 
ce  degré  de  spécialité,  qui  n’existe  point  encore , et  qui  peut- 
être  sera  toujours  écarté , où  l’on  étudierait  particuliérement 
des  formes,  analogues  à celles  des  spirales,  dont  les  types 
analytiques  ne  deviendraient  suffisamment  simples  qu'à  l’aide 
des  coordonnées  polaires.  Quant  à la  rectangularité  des  axes 
rectilignes , les  mêmes  motifs  la  représenteront  spoufanément 
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aa  Icdcur  comme  élanl  ici  encore  plus  convenable  que  dans  la 
géomclrie  plane  , où  nous  avons  quelquefois  employé  uiilcmcnt 
des  axes  obliques,  ce  qui  n’a  réellement  lien,  en  aucun  cas 
important , dans  la  géométrie  à trois  dimensions. 

Il  ne  nous  reste  donc  plus  maintenant  qu’à  constituer,  envers 
cette  nouvelle  élude  générale , les  théories  préliminaires  ana- 
logues à celles  de  la  géométrie  plane,  et  qui  deviennent  aussi 
indispensables  envers  les  surfaces  qu’à  l’égard  des  courbes.  Ces 
théories,  d'ailleurs  naturellement  plus  düTiciles , seront  ici  au 
nombre  de  (rois  ; car,  entre  la  théorie  de  la  ligne  droite  et  celle 
de  la  transposition  des  axes , la  géométrie  à trois  dimensions 
exige  nécessairement  qu'on  interpose  la  théorie  analytique  du 
plan.  Telles  sont  les  destinations  respectives  des  trois  cha- 
pitres qui  vont  successivement  compléter  cette  introduction 
générale. 


CHAPITRE  II. 


Thi-orie  arui)ti<)uc  i)e  la  ligne  drniic  dans  Tespace. 

13(.  j\ous  devons  d’abord  établir  Ma  plus  simple  forme 
générale  des  équations  de  la  ligne  droite-  Or,  parmi  l’infinité 
d’intersections  de  surfaces  propres  à produire  cette  ligne,  la 
pins  convenable,  sous  le  double  aspect  géométrique  et  analy- 
tique , doit  évidemment  consister  dans  la  combinaison  de  deux 
plans.  Mais  ce  mode  spontané  semble  d'abord  présenter , à cet 
égard , une  sorte  de  cercle  vicieux , puisque  la  formation  gé- 
nérale do  l'équation  du  plan  suppose,  à son  tour,  la  représen- 
tation analytique  de  la  ligne  droite,  comme  l’expliquera  spé- 
cialement le  chapitre  suivant.  La  seule  issue  réguiièrc  d'onc 
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telle  (lidicnHé  élémentaire  résulte  d’un  choix  judicieux  entre 
les  divers  plans  qui  contiennent  une  même  droite,  en  préférant 
deux  de  ceux  qui  sont  parallèles  aux  axes  coordonnés,  et  dont 
l’équation  doit , à ce  titre , suivant  nos  explications  fondamen- 
tales, être  indépendante  de  la  variable  correspondante,  de 
manière  à coïncider  avec  l’équation  plane  de  la  projection  de  la 
ligne  sur  le  plan  des  deux  antres  axes.  On  voit  que  ce  système 
n’est  autre  que  celui  des  deux  cylindres  projetants , qui , tou- 
jours destiné  à caractériser  finalement  chaque  ligne,  est  rare- 
ment le  plus  propre  à former  scs  équations  initiales  : c’est 
peut-être  ici  le  seul  cas  important  où  ce  mode  doive  être,  à cet 
égard,  préféré  à tout  autre.  Si,  par  exemple,  on  projette 
successivement  la  droite  parallèlement  aux  deux  axes  horizon- 
taux , on  aura  aussitôt  les  deux  équations  fondamentales 

■r  = ns  -j-  a et  y = bz~\-  6 , 

dont  l’ensemble  constitue  le  plus  simple  type  général  qui  puisse 
analytiquement  représenter  une  ligne  droite  dans  l’espace,  et 
auquel  tous  les  autres  modes  analytiques  seront  nécessairement 
réductibles  d’après  les  transformations  convenables. 

Ce  type  devant  devenir  aussi  usuel  que  celui  qui  lui  corres- 
pond en  géométrie  plane,  il  importe  de  se  familiariser  beau- 
coup avec  la  significafion  concrète  des  quatre  constantes  arbi- 
traires a,  ô,  a,  6 , qu’il  contient.  D’abord  le  nombre  de  ces 
paramètres , deux  fois  plus  multipliés  que  dans  le  cas  plan , 
représente  toujours,  mais  d’une  nouvelle  manière,  le  nombre 
des  points  qu’exige  la  détermination  de  la  droite  : car , d’après 
la  dualité  actuelle  des  équations  de  toute  ligne,  chaque  passage 
en  un  point  donné  fournit  maintenant  deux  relations  entre  les 
constantes  qui  s’y  rapportent , et  dont  le  nombre  devait  par 
conséquent  devenir  double  de  celui  des  points  déterminants.  Le 
même  oonlraslc  analytique  aura  lieu  nécessairement  envers 
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lODtc  autre'lignc  susceptible  d’ôlrc  aUernativement  considérée 
sur  un  plan  et  dans  l’espace , le  nombre  total  des  paramétres 
y devant  généralement  être  doublé  pour  le  second  cas , afin  de 
maintenir  la  fixité  du  caractère  géométrique  relatif  à la  déter- 
mination. 

En  second  lieu,laloi  d’homogénéité  indiquerait  snflisamment 
que  deux  de  ces  quatre  constantes,  a et  6,  sont  nécessairement 
angulaires,  tandis  que  les  deux  autres,  a et  6,  sont  linéaires, 
si  déjà  la  géométrie  plane  n’avait  rendu  très-familière  celle 
indispensable  distinction  élémentaire.  Quant  à l’interprétation 
géométrique  dcces  divers  paramètres,  nos  habitudes  antérieures 
ne  l’indiquent  nettement  qu’envers  les  projections  respectives , 
d’où  il  faut  indirectement  remonter  à la  droite  elle-même.  , 
Toutefois,  cette  dernière  rcmyion  peut  aisément  devenir  directe 
à l’égard  des  coefficients  linéaires  «,  6 , qui  désignent  évidem- 
ment les  coordonnées  de  la  trace  horizontale  de  la  droite  pro- 
posée. Mais , pour  les  coefficients  angulaires  a , ^ , il  faut  se 
borner  à concevoir  chacuir  d’eux  comme  la  tangente  de  l’angle 
formé  par  la  projection  correspondante  avec  l’axe  vertical,  ou, 
si  l’on  veut , par  le  plan  projetant  avec  l’autre  plan  vertical 
des  coordonnées.  La  direction  môme  de  la  droite  dans  l’espace 
dépend  nécessairement  à la  fois  de  ces  deux  constantes,  suivant 
une  loi  très-simple,  qui  sera  ci-dessous  expliquée,  et  dont 
l’inversion  permettra  d’ailleurs  de  se  les  représenter  commo- 
dément d’après  celle  direction. 

De  môme  qu’en  géométrie  plane,  la  théorie  analytique  de  la 
ligne  droite  doit  ici  consister  essentiellement  à déterminer  ces 
quatre  paramétres  quand , sans  être  immédiatement  donnés, 
ils  doivent  résulter  de  certaines  conditions  élémentaires,  dont 
l’expression  est  assez  usuelle  pour  mériter  qu’on  la  formule 
d’avance , et  qui  d’ailleurs  co'incidenl  exactement  avec  celles 
déjà  appréciées  pour  le  cas  plan. 
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13Ô.  Sous  l’un  etrau(re  aspect,  il  faut  d’abord  former  les 
équations  d’une  droite  assnjcllieà  passer  par  deux  points  donnés. 
Le  premier  passage  fournira  les  deux  relations  x'z=za-J-\-a  et 
y =é:'-f-6 , qui,  permettant  de  rapporter  les  coellieienls  li- 
néaires aux  angulaires,  conduiront  au  type 

JT— x' ^ («—*), 

aussi  usuel  qu’en  géométrie  plane  pour  représenter  toutes  les 
droites  menées  d'un  même  jwint.  Kn  ayant  égard  au  second  pas- 
sage, on  y déterminera  finalement  les  constantes  angulaires  par 
les  formules 


x"— X 


V 


7,^  = ‘ 


identiques  à celles  du  cas  plan , et  dés  lors  susceptibles  de  la 
même  explication  trigonométrique , puisque  chaque  projection 
verticale  de  la  droite  cherchée  contient  nécessairement  les  pro- 
jections correspondantes  des  deux  points  donnés. 

D'après  ce  premier  problème , quand  de  nouveaux  points 
de  l’espace  devront  être  en  ligne  droite  avec  les  deux  premiers, 
chacun  d’eux , comparé  à l’un  de  ceux-ci , fera  naître  analyti- 
quement deux  conditions , consistant  toujours  dans  une  double 
proporlioniialilé  entre  les  différences  respectives  des  trois  coor- 
données de  tous  deux. 

Considérons  maintenant  la  seconde  question  essentielle,  rela- 
tive à la  détermination  analyli  iue  de  l’angle  de  deux  droites 
dans  l'espace.  Par  sa  nature,  uik'  telle  recherche  est,  comme 
en  géométrie  plane,  nécessairement  trigonométrique,  d’après 
son  évidente  spécialité  : seulement  elle  offre  ici  plus  d’embarras, 
parce  que  les  angles  donnés  n'y  sont  pas,  à beaucoup  près,  aussi 
simplement  liés  à l’angle  demandé.  Comme  il  doit  d’ailleurs  de- 
meurer indépendant  des  coeliieients  linéaires,  nous  pourrons 
remplacer  les  deux  droites  données  par  leurs  parallèles  menées 
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de  l’origine,  sans  considérer,  do  reste,  si  les  ligues  primilÎTcs 
se  rencontrent  ou  non,  cequi  n’aflecte  nullement  leur  inclinaison 
mutuelle , toujours  également  indispensable  à mesurer.  D’a- 
près ce  préambule , la  solution  trigonométrique  consiste  à con- 
sidérer, sur  les  deux  droites  données , x=az,  y—bz,  et  x=a!z, 
y=zb'z,  deux  points  arbitraires  ,*dont  les  ordonnées  verticales,’ 
sets',  resteront  quelconques,  et  à résoudre,  par  rapjmrt  à 
l’angle  cherché,  le  triangle  ainsi  résulté  do  trois  côtés  aisément 
appréciables  par  la  formule  des  distances.  Les  indéterminées 
auxiliaires  s et  devant  s’éliminer  spontanément  à la  ûn  du 
calcul , pour  que  la  grandeur  de  l’angle  ne  dépende  pas  dui  la 
longueur  de  scs  côtés,  on  évitera  commodément  d’en  surcharger 
les  opérations,  si  on  use  du  droit  évident  de  les  choisir  égales 
entre  elles  et  à l’unité.  On  sait  que  la  (urinulc  trigouomélrique 
convenable  est  ici 


cos  V: 


2dd' 


en  nommant  </',  ctD  les  distances  dos  deux  points  artificiels 
à l'origine  et  entre  eux , lesquelles  sont  exprimét-s , d’après  les 
coordonnées  respectives  1,  a,  ô et  1,  ô',  par 

1,  D*=  {a— a!)  {,b~b')\ 

Il  en  résulte  aussitôt  la  formule  cherchée, 

. cosV=  ■ " 

qui  mérite  d’étre  retenue  comme  éminemment  usuelle. 

£n  faisant  successivement  coïncider  la  seconde  droite  ave«; 
chacun  des  trois  axes  coordonnes,  on  en  déduit  aisément  les 
formules  spéciales 

1 b 


cosZ  = 


, COSY: 


, cosX= 


V/a’+ô’+l 


V'»8  GKOKÉTRIE  DANS  L’eSPACE. 

pour  les  incIiuaisuDS  de  la  première  sur  ces  axes.  Ces  trois  an- 
gles ne  sauraient  être  indépendants  entre  eux , puisque , en  gé- 
néral , deux  angles  quelconques  dcterniincnt  suflisaniinent  une 
direction.  De  telles  formules  l’indiquent  assez  en  ne  faisant  dé- 
pendre les  trois  iiK  linaisons  que  des  deux  données  a et  è,  dont 
l’élimination  y fera  découv  rir  leur  relation  constante.  On  aperçoit 
aussitôt  que  celte  élimination  s’accomplira  spontanément  en 
ajoutant  les  carrés  de  ces  trois  égalités , d’où  résulte  le  théorème 
très-usuel 

cos  "X-j-cos  ’Y-feos  “Z  = l, 

ou , sous  une  forme  moins  connue , mais  utile  à noter  aussi , 

. sin’X-{-sin’Y-j-sin ’Z  = 2. 

Au  reste,  ces  deux  énoncés  algébri(jues  peuvent  élresuccinc- 
temcnl  réunis  en  un  seul  énoncé  vulgaire  : la  sommedes  carrés 
dos  cosinus  ou  des  sinus  des  angles  formés  par  une  droite  quel- 
conque avec  trois  axes  rectangulaires  est  nécessairement  con- 
stante. 11  y aurait,  en  effet,  un  vrai  pléonasme  logique  à men- 
tionner expressément  la  double  valeur  de  cette  constante , 
évidemment  indiquée,  eu  chaque  cas,  par  la  coïncidence  de  la 
droite  avec  l’un  des  axes.  Cette  liaison  remarquable,  directe- 
ment appréciée,  constitue  d’ailleurs,  sous  sa  première  forme, 
une  suite  peu  éloignée  du  théorème  fondamental  de  Pythagore. 
En  effet , il  sutlU  de  considérer  le  cosinus  d’un  angle  comme  la 
projéCtion  d’un  de  ses  côtés,  dont  la  longueur  serait  égale  au 
rayon  trigonomélrique  i , sur  l’autre  côté  : dés  lors  , les  trois 
cosinus  proposés  représentent  les  projections  de  la  droite  donnée 
sur  les  trois  axes  proposés;  ils  constituent  donc  les  arêtes  d'un 
ptarallélipipédc  rectangle  dont  cette  droite  serait  la  diagonale  ; 
ce  qui  conduit  aussitôt , par  une  double  application  de  ce  tliéo- 
réme,  à la  relation  précédente. 

Kéciproquement  envisagées  , les  formules  ci-dessus  permel- 
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' tent  d’exprimer  les  deax  coefficients  angulaires  d’une  droite 
quelconque  d'après  ses  inclinaisons  sur  les  trois  axes  rectan- 
gulaires, suivant  la  loi , très-usuelle  aussi , surtout  en  méca- 
nique, 

_cosX  ^_cosY 
~ cos  Z ’ cos  Z’ 

Cette  loi  fort  simple  conduit  h mettre  notre  formule  princi- 
pale de  cos  V sous  une  nouvelle  forme  très-remarquable  , due 
à Euler,  en  opérant  la  même  transformation  envers  les  deux 
droites  considérées  : on  trouve  ainsi 

cosV=cosX  cos  X'-|-co8  Ycos  Y'-j-cos  Z cos  Z'; 

ou , en  français , le  cosinus  de  l'angle  de  deux  droites  équivaut 
à la  somme  des  produits  des  cosinus  de  leurs  inclinaisons  res- 
pectives sur  trois  axes  rectangulaires  quelconques. 

D'après  le  problème  précédent , il  est  facile  d’apprécier  la  re- 
lation qui  doit  exister  entre  les  coefficients  angulaires  de  deux 
droites  pour  qu’elles  forment  un  angle  donné.  11  suffit  ici  de 
mentionner  le  cas  de  leur  perpendicularité , ainsi  caractérisée 
par  la  condition 

afl'-j-  bb'-\~\=Q, 

analogue  à celle  de  la  géométrie  plane,  quoique  plus  com- 
pliquée , mais  qui  ne  peut  plus  déterminer  Tune  des  directions 
par  l’autre,  conformément  aux  indications  géométriques  res- 
pectives. Toutefois,  cette  détermination  doit  exceptionnelle- 
ment s’accomplir  quand  on  suppose  V=  0 , ou  cos  V=  1 , puis- 
qu’alors  il  y a parallélisme  ; l’algèbre  exprime  cette  anomalie 
en  présentant  la  relation  correspondante  sous  la  forme 

(fl— o')’4- (é— é')’+ (aé'— a'é)*=0, 

qui , envers  les  valeurs  réelles , se  décompose  nécessairement 

J9 
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en  deux  conditions,  a'=  a , b'=  b , pleinement  confimnes  à la 
natnre  dn  cas. 

Examinons  enfin  le  troisième  élément  essentiel  de  la  théorie 
analytique  de  la  ligne  droite,  en  déterminant  l'intersection  de 
deux  droites  d’après  leurs  équations.  Le  prineipc  fondamenlal 
est  ici  nécessiirement  le  même  qu’en  géométrie  plane , pnisque 
tout  point  commun  à deux  lieux  quelconques  doit  nécessaire- 
ment satisfaire  à leurs  équations  simultanées , quel  qu’en  puisse 
être  le  nombre.  Mais , dans  l'espace,  l’application  normale  de 
ce  principe  uniforme  conduit  spontanément  à une  nouvelle  ap- 
préciation, qu'il  importe  de  remarquer  déjà  sur  ce  premier 
exemple  : car,  chaque  ligne , droite  ou  courhe  , ayant  main- 
tenant deux  équations,  le  nombre  des  conditions  qui  doivent 
déterminer  les  coordonnées  communes  est  alors  doublé,  tandis 
que  le  nombre  de  ces  inconnues  a seulement  augmente  de 
moitié;  en  sorte  que  l’harmonie  du  problème  se  trouve  désor- 
mais rompue,  à moins  d’une  concordance  spéciale  entre  l’une 
des  quatre  relations  et  l’ensemble  des  trois  autres,  sans  laquelle 
la  question  serait  contradictoire.  Or,  celle  considération  ana- 
lytique correspond , géométriquement , à l’impossibilité  actuelle 
de  toute  rencontre  entre  deux  lignes  quelconques , si  elles  ne 
satisfont  à une  certaine  condition  mutuelle,  consistant,  pour 
deux  droites  , à appartenir  au  même  plan,  et  toujours  analy- 
tiquement représentée  par  la  relation  résultée  de  l’élimination 
des  trois  coordonnées  communes  entre  les  quatre  équations  des 
deux  lignes.  Celte  importante  notion  de  gcHimétrie  à trois  di- 
mensions aura  bientôt  un  office  trés-étondu  dans  la  théorie  gé- 
nérale des  surfaces  courbes.  En  l’appliquant  maintenant  au 
seul  cas  de  deux  droites  quelconques, 

x = <vs-t-a,  y—bz-^(i,  et  a=rt's+a',  y=b'z  + ^, 

— a à — a 

la  condition  de  rencontre  est  unaleiuent  -z — = t, — r i 

— Ç l/' — (f 
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en  français,  les  diOérenccs  respectives  des  coefficients  linéaires 
doivent  être  proportionnelles  à celles  des  coefficients  angu- 
laires. Quand  elle  sera  remplie,  les  coordonnées  de  l’intersec- 
tion cherchée  seront 

«-«”  a-d  ’ ^ : 

en  les  supposant  infinies , on  reproduirait  les  caractères  connus 
du  parallélisme , du  moins  en  égard  à la  relation  préalable. 

Ces  formules  ne  doivent  pas  d’ailleurs  être  retenues  : il  sera 
préférable  d’en  retrouver  l’équivalent  spécial  en  chaque  oc- 
casion. 

136.  Tels  sont , dans  l’espace  , comme  sur  un  plan  , les  seuls 
éléments  vraiment  indispensables  à la  théorie  analytique  de  la 
» ligne  droite.  Parmi  les  nombreuses  que-stions  composées  qui 
peuvent  résulter  de  la  combinaison  de  ces  trois  problèmes  es- 
sentiels , je  me  bornerai  à en  examiner  deux  , analogues  à celle 
déjà  considérée  en  géométrie  plane , quoique  leurs  formules 
deviennent  ici  à la  fois  plus  compliquées  et  moins  usuelles  > 
outre  1 application  ultérieure  dont  elles  seront  quelquefois  sus- 
ceptibles , elles  constitueront  maintenant  des  types  suffisants  de 
CCS  exercices  secondaires,  que  le  lecteur  pourrait  ensuite  mul- 
tiplicr  spontanément. 

Déterminons  d’abord , comme  dans  le  cas  plan , la  distance 
d un  point  donné  (0/ , y,  z')  à une  droite  donnée 

{x  = az-k-<i,  y=bz-h^). 

En  suivant  la  même  marche  qu’alors,  il  faudra  préalablement 
former  les  équations  de  la  perpendiculaire  correspondante , 

(s ^ z')  , y—y~  1/  (z—  z<)  , 

d’après  les  deux  conditions 

é'6-f.l  = 0 ^ — àz'—a.  _ d~g  , 

’ y — l/z'  — Ç b'— b' 
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qui  expriment  qu’elle  forme  un  angle  droit  avec  la  ligne 
donnée  et  qn’ellc  la  rencontre , conformément  anx  règles  du 
n°  précédent.  Quand  ces  deux  équations  du  premier  degré 
auront  fait  connaître  a!  et  h\  on  calculera,  comme  ci-dessus  , 
les  coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire  , et  sa  distance 
an  point  donné  en  résultera  finalement , suirant  la  formule  or- 
dinaire. 

Sans  accomplir  cette  laborieuse  combinaison  analytique  de 
nos  trois  questions  essentielles , on  peut  trouver  plus  commo- 
dément l’expression  de  la  longueur  cherchée  p , par  une  sola- 
tion spéciale , fondée  sur  sa  comparaison  avec  la  distance  d du 
point  donné  à un  point  quelconque  de  la  droite  donnée , par 
exemple  , à sa  trace  horizontale  : car,  en  nommant  V l’incli- 
naison , aisément  appréciable  , de  celle  droite  sur  celle  dis- 
tance auxiliaire  , on  aura  évidemment  yj  = <fsinV.  On  faci- 
litera l’opération  en  prenant  pour  origine  provisoire  le  point 
O,  a , 6 , ainsi  choisi,  sauf  à revenir  ensuite  à l’origine  primi- 
tive, par  le  changement  final  de  x en  x — % ci  y enj' — 6. 
Dans  celte  hypothèse 


dz=\/ x'  -\-y^  et  cos  V 


ax 

\/(a^^b^+\){x‘+y-  + z') 


d’où  il  résultera  p — +.r’ -f  =’ — 

développant  et  réduisant,  on  trouvera  finalement,  après  avoir 
rétabli  l’ancienne  origine , la  formule 


\/i— 


=— Lr-^s- 6)’-f  {à[y-^)—b[x  — <^)  )‘ 
a’-f-ù’-j-l 


heaumup  plus  compliquée  que  son  analogue  plan , mais  pour- 
tant assez  symétrique  pour  élrc  aisément  retenue , si  elle  était 
assez  usuelle  pour  le  mériter.  Il  convient  d’y  remarquer  que  la 
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distance  d’un  point  à une  droite  n’est  plus  , en  général , une 
fonction  rationnelle  des  coordonnées  du  point , comme  en  géo- 
métrie plane.  Un  tel  caractère  est  particulier  au  cas  plan, 
envers  lequel  la  loi  précédente  indique  spootanément  cette 
exception  spéciale  : car,  si  la  droite  et  le  point  sont  tous  deux 
situés  dans  le  plan  des  xz^  il  y faudra  faire  6 = 0,  6=0,  et 
y = 0 , ce  qui  y réduira  à une  seule  les  trois  parties  de  son  nu- 
mérateur, dés  lors  devenu  un  carré  parfait , de  manière  à re- 
produire exactement  la  formule  p=  ^ gg. 

V/  «’-j- 1 

Considérons,  en  second  lieu , la  question  qui  consiste  à déter- 
miner la  moindre  distance  de  deux  droites  données.  Elle 
comporte , dans  son  ensemble , deux  solutions  fort  distinctes , 
dont  le  coittrastc  spontané  est  propre  à bien  manifester  le  vrai 
caractère  de»  méthodes  pleinement  analytiques  en  géoméirie 
générale.  La  première  consiste  à appliquer  analytiquement  le 
principe  géométrique  qui  représente  la  distance  cherchée  comme 
devant  se  mesurer  sur  la  perpendiculaire  commune  aux  deux 
droites  données,  x=az+x,y=bz+S,  et  x=a'z-Ht',^=6'a+€'. 
D’après  cette  notion  initiale,  tout  se  réduit  à former,  suivant 
l’ensemble  des  règles  précédentes  , les  équations  de  la  droite  in- 
connue , X = a"z  -f  a"  et  = b" Z -f-  6",  afin  de  calculer  ensuite 
ses  intersections  avec  les  droites  proposées , d’où  la  formule 
des  distances  conduira  finalement  à la  longueur  demandée. 
Les  deux  conditions  de  rectangularité  fourniraient  ainsi  les  re- 
lations 

aa"+bb"+i=0,  a!d'+b'bf'-hi=0, 
propres  à déterminer  d’abord  al'  et  6"  : dès  lors , la  double  ren- 
contre déterminera  aussi  les  coefficients  linéaires  al'  et  6",  sui- 
vant deux  autres  équations  du  premier  degré 

a"_a  6— 6 al’  — al  6'  — 6' 

a!'—a~b"—b'  "" 
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Cela  pose , le  reste  du  calcul , quoique  très-laborieux , ne  pour- 
rait offrir  aucune  difficulté.  On  voit  que  cette  première  sc^ution 
est  vraiment  analytique  dans  sou  exécution  , qui  apprécie  iso- 
lement chacune  des  conditions  du  problème  ; mais  elle  ne  l’est 
point  réellement  dans  son  institution , qui  repose  sur  un  prin- 
cipe géométrique  antérieur,  particulier  au  cas  de  deux  droites. 

Au  contraire , l’ensemble  de  la  seconde  solution  présente  un 
caractère  pleinctncnt  analytique , clairement  manifesté  par  une 
généralité  décisive,  qui  constitue,  à cet  égard,  le  meilleur 
critérium.  Nous  allons , en  effet , y procéder  à la  recherche 
proposée , sans  aucune  notion  géométrique  antérieure , sous  la 
seule  impulsion  de  la  théorie  universelle  des  minima , et  de  la 
même  manière  que  si , au  lieu  de  deux  droites  , il  s’agissait  de 
comparer,  à cet  égard  , deux  courbes  quelconques^  La  marche 
de  cette  solution  analytique  consiste  à chercher, les  ordonnées 
verticales , z et  z\  des  deux  points  les  plus  rapprochés , d’après 
la  condition  que  la  fonction 

æ=  (z—  z')’+  (az  — a'z'+  (a — (bz  — è'z'+  (ê — 6'))* 
ou 

z*(  1 f a*-f  è’) -f-  z"{l -1- b”}— 2 zz'(1  + aa'+  bb')+2(a(oc~  x') 

+ b(e  -6'j)z+  2 (a' (a'—  a)+6'{6'— g))z'-f(«— »')*-J-(6— 67, 

qui  exprime  le  carré  de  leur  distance , soit  un  minimum.  Or, 
notre  théorie  des  minima  est  directement  applicable  sans  dif- 
ficulté à ce  polynôme  du  second  dt.>gré,  qui  comporterait  même 
l’usage  facile  de  la  méthode  algébrique  la  plus  cléineutaire. 
Quant  à la  pluralité  acluello  des  variables  indépendantes , elle 
ne  peut  constituer,  envers  de  telles  recherches , aucun  obstacle 
fondamental  ; car,  le  minimum  doit  évidemment  subsister  à 
l’égard  de  chaque  variable  isolée  , quelle  que  soit  la  valeur 
constante  de  l’autre.  Celte  nouvelle  institution  du  problème 
n’a  donc,  en  général,  d’autre  influence  naturelle  que  de 
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fournir  deux  conditions  , destinées  à déterminer  les  deux  in- 
connues simultanées.  Elles  se  formeront  ici  en  annulant  les 
deux  dérivées  de  ce  polynôme  séparénient  relatives  à z et  à 
dont  les  valeurs  dépendront  ainsi  de  deux  équations  du  premier 
degré, 

s (1  s'  {aa< -f  /;6'  + 1 ) = a («' _ ,)  -f  6 (Ç'_g) , 

s'(l  _|_  rt"  -f  b'^)  — Z [ad  4-  -(-  1 ) = rt'(a— a')4-  6'  (g  — 6') . 

Une  fois  calculées,  leur  substitution  dans  la  formule  primi- 
tive de  fournira  sans  diflicullé  l’expression , d’ailleurs  com- 
pliquée et  inusitée , de  la  distance  cherchée.  Puisque  les  points 
les  plus  rapprochés  auront  été  ainsi  déterminés  préalablement, 
aucune  partie  essentielle  de  la  question  ne  se  trouvera  négli- 
gée. On  y pourrait  même , à titre  de  complément  alors  acces- 
soire , obtenir  finalement  les  équations  de  la  droite  suivant 
laquelle  se  mesure  la  moindre  distance,  et  de  manière  à recon 
naitre  analytiquement  sa  rectangularité  constante  envers  les 
deux  droites  données,  si  l’esprit  général  de  eette  seconde 
solution  conduisait  réellement  à instituer  une  telle  comparaison, 
essentiellement  propre  à un  autre  mode  d’appréciation  de 
l’ensemble  ÿu  problème. 

Au  sujet  de  cette  question , je  dois  enfin  avertir  que,  quand 
on  s’y  borne  à la  stricte  évaluation  de  la  moindre  distance, 
sans  s’occuper  de  la  détermination  effective  des  points  corres- 
pondants, cette  formule  peut  résulter  d’une  troisième  solution, 
mieux  calculable,  à cet  égard,  que  les  deux  précédentes,  et 
que  j’aurai  lieu  d’expliquer  dans  le  chapitre  suivant. 
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CHAPITRE  III. 

ThMhe  analjtiqae  du  plan. 


137.  L’équation  rectiligne  du  plan  peut  d’abord  être  indi- 
rectement établie , avec  toute  la  généralité  convenable , sans 
considérer  aucune  génération  de  cette  surface,  en  cherchant, 
en  sens  inverse,  le  lieu  géométrique  de  l’équation  complète  du 
premier  degré  à trois  variables,  ax-\-by-\-cz=  d.  En  y aup- 
posant  Z constant , pour  étudier  les  coupes  horizontales , 
ax+byz=:d — ch , on  voit  aussitôt  que  ce  seront  toujours  des 
lignes  droites,  parallèles  entre  elles  ; en  sorte  que  ce  lieu  se 
range  spontanément  parmi  les  surfaces  cylindriques.  Heste 
donc  à découvrir  la  loi  géométrique  suivant  laquelle  varie  le 
coeflicient  linéaire  de  cette  génératrice , en  lui  assignant  une 
directrice  quelconque,  par  exemple  l’une  des  traces  verticales 
de  la  surface  : or  cette  trace,  correspondante  à ^=0  ou  x=0 , 
est  évidemment  aussi  une  ligne  droite.  Ainsi , l’ensemble  de 
cette  facile  discussion  montre  nettement  le  lieu  cherché  comme 
engendré  par  une  droite  qui  glisse  parallèlement  sur  une  autre 
droite;  eequi  caractérise  irrécnsablemenl  le  plan.  Toute  équa- 
tion du  premier  degré  à trois  variables  représente  donc , en 
coordonnées  rectilignes,  une  surface  plane,  les  axes  étant 
d’ailleurs  rectangulaires  on  obliques. 

Si  maintenant  l’on  considère  que  l’équation  précédente  ren- 
ferme trois  constantes  arbitraires , dont  l’entière  disponibilité 
permet  de  faire  passer  son  lien  plan  par  trois  points  quelcon- 
ques de  l’espace,  on  concevra,  réciproquement , que  tout  pian 
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est  susceptible  d’une  pareille  équation , dont  le  lieu  pourrait 
ainsi  se  confondre  complètement  avec  lui , puisque  deux  plans 
coïncident  totalement  quand  ils  ont  trois  points  communs  non 
(Ê  ligne  droite.  Nous  connaissons  donc  déjà , indépendamment 
de  la  génération  do  plan , la  forme  nécessaire  de  son  équation 
rectiligne. 

Dans  l’usage  de  cette  équation  générale,  il  convient  de  réduire 
habitaellement  à l’unité  l’un  des  coefficients,  aGn  que  leur 
nombre  effectif  soit  toujours  en  pleine  harmonie  avec  celui  des 
points  qu’exige  la  détermination  de  la  surface.  Il  en  résultera 
deux  formes  distinctes,  qu’il  n’est  pas  inutile  de  comparer 
sommairement,  selon  que  cette  exception  facultative  affectera 
le  terme  constant  ou  l’un  des  termes  variables.  La  première 
forme  ax-\-by-\-cz=:\ , offre  une  plus  complète  symétrie 
algébrique,  puisque  les  trois  coordonnées  y sont  semblablement 
traitées  \ mais  elle  est,  géométriquement,  moins  conveuabli^ 
parce  que  l’interprétation  concrète  des  trois  constantes  y est^ 
trop  détournée , et  même  trop  uniforme  : car , chacune  d’elles 
est  réciproque  à la  distance  de  l’origine  an  point  où  le  plan 
proposé  rencontre  l’axe  correspondant.  Aussi  préférerons-nous 
communément  la  seconde  forme,  z = ax-{-by-\-c , où  la  loi 
d’homogénéité  annonce  aussitôt  que  les  coefficients  a et  b sont 
angulaires , tandis  que  c est  Unéaire,  conformément  à l’expli- 
cation spéciale  qui  montre  c comme  désignant  la  distance  de 
l’origine  à l’intersection  du  plan  avec  l’axe  vertical,  pendant 
que  a ci  b indiquent  les  tangentes  des  inclinaisons  de  scs  deux 
traces  verticales  sur  le  plan  horizontal.  Cette  distinction  spon- 
tanée entre  les  idées  de  direction  et  de  distance , non  moins 
nécessaire  dans  la  théorie  analytique  du  plan  que  dans  celle  de 
la- ligne  droite,  constitue  l’un  des  motifs  principaux  en  faveur 
de  ce  mode  usuel  ; car,  l’autre  mode , vu  sa  trop  grande  uni- 
formité , mêle  vicieusement  ces  deux  sortes  d’indications  géo- 
métriques. 
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138.  A^nt  ainsi  établi  l’éqaation  générale  do  plan  indépen- 
damment de  sa  génération,  il  importe  d’apprécier  comment 
elle  peut  être  directement  formée  d’après  les  diverses  manières  • 
dont  celte  surface  résulterait  du  mouvement  d’une  lignejdroite. 
Quoique  cette  appréciation  ne  soit  pas  strictement  indispen- 
sable à la  théorie  analytique  du  plan,  réduite  à sa  vraie  desti- 
nation propre  , elle  offrira  spontanément  le  précieux  avantage 
didactique  de  familiariser  déjà  le  lecteur  avec  la  marche  fonda- 
mentale, qui , dans  la  seconde  partie  de  notre  étude,  devra 
diriger  la  formation  des  équations  qui  représentent  les  princi- 
pales familles  de  surfaces,  parmi  lesquelles  le  plan  peut  indif- 
féremment se  ranger,  en  y modifiant  convenablement  les  seules 
directrices. 

Le  premier  mode  consiste  à regarder  le  plan  comme  une 
surface  cylindrique , ayant  pour  base  une  ligne  droite.  Dans 
0ttc  hypothèse,  soient  j:  = az+<t  ely=bz+Ç,  les  équations 
^dc  la  génératrice,  on  a cl  b seront  constants,  en  vertu  du  pa- 
rallélisme , tandis  que  les  coefficients  linéaires  varieront  d’une 
position  à l’autre,  suivant  une  loi  correspondante  à la  condition 
de  rencontre  continuelle  de  ’cette  droite  mobile  avec  la  direc- 

_ g' — g a — a 

Irlcc  donnée  x = a'z+a',x=b'x+&.  Cette  loi  -, — • = - — - , 

constitue  une  sorte  d’équation  naturelle  du  lieu  cherché  entre 
les  deux  paramètres  variables  a et  S.  Pour  en  déduire  l’équa- 
tion demandée , il  suffit  d’y  rapporter  cepx-ci  aux  coordonnées 
définitives  x.y^z,  d’après  les  équations  de  la  génératrice.  On 
obtiendra  ainsi  une  équation  qui , convenant  à un  point  quel- 
conque de  celte  droite  mobile  dans  une  position  quelconque , 
représentera  nécessairement  le  lieu  engendré  par  son  mouve- 
ment. Cette  substitution  de  j:* — az  ely  — bz^k  la  place  de  a 
et  6 , fournira  évidemment  une  équation  complète  du  premier 
degré , conformément  au  type  ci-dessus  démontré.  Le  nombre 
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des  coastaolcs  arbitraires  y surpassera  notablemeut  celui  des 
cot'i&cients  qui  en  seront  formés  ; ce  qui  induit  à penser  que 
» ces  six  constantes  pourraient  prendre  de  nouvelles  valeurs , 
sans  que  le  lieu  épipuvât  aucun  ebangement,  pourvu  que  leurs 
l'onctions  relatives  aux  trois  coclficieuls  restassent  invariables. 
Or,  cette  circonstance  analytique  est  spontanément  en  harmonie 
avec  un  certain  degré  naturel  d’indétermination  géométrique 
inhérent  à une  telle  définition  dn  plan.-  car,  la  directrice  y 
pourrait  d’abord  changer,  comme  envers  toute  autre  surface, 
à la  seule  condition  d'appartenir  au  lieu’considéré  ; mais,  en 
outre , la  génératrice  cllc-mémc  pourrait  indifféremment  affec- 
ter l’une  quelconque  des  directions  du  plan , par  une  exception 
particulière  au  cas  actuel,  et  que  ne  sauraient  offrir  les  cylin- 
dres curvilignes,  où  la  direction  des  génératrices  est  toujours 
unique. 

Considérons , en  second  lieu , le  plan  d’après  m génération 
conique,  par  le  mouvement  d’une  droite  autour  d’un  point  fixe,  '^ 
quand  sa  directrice  devient  cllc-méme  rectiligne.  Si  x',y,  z', 
désignent  les  coordonnées  dn  sommet  donné,  les  équations  de 
la  génératrice  seront  ainsi  x — a:'=a{z — z') , y—y'=.ÿ{z — z') , 
les  coefficients  angulaires  y étant  maintenant  variables.  Leur 
relation  constante  dépendra,  comme  ci-dessus , de  la  condi- 
tion de  rencontre  perpétuelle  de  cette  droite  avec  la  direc- 
trice connue,  x = az+«,  ^ = ùz+S.  Dans  cette  relation 
a — (i  X* — a’z’  — « 

- — — = — ; — tt, — r , il  faudra  pareillement  substituer  les 
Ji  — b y — bz  — 6 

expressions  do  a'  et  ù'  en  x , z , tirées  des  équations  de  la 
génératrice , en  commençant  toutefois  par  supprimer  les  ter- 
mes communs  en  db\  qui  sembleraient  élever  vicieusement  le 
résultat  au  second  degré.  On  trouvera  encore,  suivant  ce  modo, 
une  équation  complète  du  premier  degré,  où  l’excès  du  nombre 
des  constantes  arbitraires  sur  celui  des  cocfiiciciits  qui  en  sont 
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composés  représentera  anssi  ce  qa’nnc  telle  définition  renferme 
d’indéterminé  géométriquement , s<vt  quant  à la  directrice , qui 
pourrait  y varier  sans  faire  changer  le  lieu,  comme  envers  tout 
autre  cône , soit  même  quant  au  sommet^  qui , unique  pour 
un  cône  curviligne,  pourrait,  exceptionnellement,  être  ici  placé 
en  un  point  quelconque  du  lieu. 

Envisageons  maintenant  le  plan  comme  ane  surface  de  ré- 
volution , engendrée  par  la  rotation  d’une  droite  autour  d’uu 
axe  auquel  elle  demeure  constammeut  perpendiculaire  en  un 
même  point.  Si  .r',y,  z',  désignent  les  coordonnées  de  ce  pôle 
donné,  eta:  — j/=«(s — ^),  y — y = h{z — i'),  les  équations 
de  l’axe  considéré , la  génératrice  aura  pour  équations 
X — j:'=a'(z  — s*),  y — y = b'{z — z') , en  concevant  ses  > 
coefficients  angulaires  variant  selon  la  loi  de  rectangularité 
aa  +bb' +iz=zQ^  où  il  suffira  de  substituer  leurs  expressions 
en  jr,  s,  ^fin  d’obtenir  l'équation  définilivc  du  lieu  proposé. 
Cette  équation  sera  donc 

s = — ax—  fy'  -}-  (s'  ax'  + by'). 

Quoique , collectivement  envisagée , elle  contienne,  sans  doute, 
comme  dans  les  deux  modes  précédents,  plus  de  constantes  ar- 
bitraires que  de  coefficients  indéterminés,  une  appréciation  plus 
attentive  montre,  an  contraire , que  l’indétermination  corres- 
pondante n’affecte  alors  nullement  les  deux  coellioients  angu- 
laires , et  concerne  seulement  le  coefficient  linéaire  ; en  sorte 
que , parmi  les  données  de  cette  génération , a et  ô ne  poui^ 
raient  aucunement  changer  sans  altérer  le  lieu , tandis  que 
^•>y\  y pourraient  indif^emment  recevoir  une  infinité 
de  valeurs  distinctes,  pourvu  que  la  fonction  z'-f-ax'-f-éy 
demeurât  invariable.  Or , toutes  ces  nuances  analytiques 
sont  en  pleine  harmonie  avec  les  indications  géométriques, 
puisque  l’axe  d’un  plan  ne  peut  avoir  qu’une  seule  dircc- 
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(ion , tandis  que  le  pôle  peut  être  pris  à Tolonté  sur  la  surface. 

Au  sujet  de  l’équation  précédente,  il  convient  de  remarquer 
spécialement  la  véri6cation  analytique  qu’elle  offre  spontané- 
ment d’une  utile  proposition  géométrique,  sur  la  rectangularité 
nécessaire  entre  les  projections  quelconques  d’une  droite  et  les 
traces  correspondantes  d’un  plan  qui  lui  est  perpendiculaire. 
Car,  en  comparant , par  exemple,  la  trace 

3= — ajT+  (z'+ojc'+by), 

obtenue  en  faisant^  = 0,  avec  la  projection  x — x'=a(z—z') 
de  l’axe  sur  le  plan  des  xz,  le  symptôme  ordinaire  de  géométrie 
plane  montre  aussitôt  que  ces  deux  lignes  sont  rectangulaires. 

La  génération  précédente  se  lie  naturellement  à nnc  qua- 
trième manière  d’envisager  le  plan,  qui  serait  susceptible  de 
conduire  directement  à l’équation  de  cette  surface,  conçue 
comme  le  lieu  général  des  points  de  l’espace  équidistants  de 
deux  pôles  donnés  x',y\  z'  et  x",y",  s";  ce  qui  fait  rentrer  le 
plan  dans  la  snrfacc  également  éclairée  par  deux  lumières,  pour 
le  cas  particulier  de  l’égalité.  Celte  définition  fournit  aussitôt, 
d’après  la  formule  des  distances , l’équation 

•+  (y-ÿ)  ’=  {x-^x")  ’-t-  {y-y”)  ’+  (3-3") 

OÙ  les  termes  du  second  {Icgré  se  détruisent  spontanément , et 
dont  la  composition  confirmera  ensuite  aisément  qne  le  plan 
est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  deux 
pôles , conformément  à la  nature  géométrique  d’une  telle  for- 
mation, qui  pourrait  ainsi  coïncider  immédiatement  avec  le 
mode  ci-dessus  considéré. 

Concevons  enfin  le  plan  comme  une  surface  réglée  ou  recti- 
ligne, sons  l’aspect  le  plus  étendu,  en  le  supposant  engendré 
par  une  droite  qui  glisse  arbitrairement  sur  deux  autres  sus- 
ceptibles d’intersection.  Il  i^nl  ici  remarquer  d’abord  que  le 
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mouvement  d’une  droite  qnelconqne  n'est , en  général , suffi- 
sauiment  défiai  d’après  dos  directrices  qu’autant  que  celles-ci 
sont  au  nombre  de  trois,  sans  quoi  le  lieu  serait  nécessairement 
vague,  la  génératrice  y pouvant,  avec  deux  directrices  senle- 
ment,  aflecter,  en  chaque  point  de  l’une  d’elles,  uue  infinité 
de  directions  aboutissant  à l’autre.  Or,  par  uik  exception  tout 
à fait  particulière  au  plan,  cette  surface  est,  au  contraire,  suf- 
fisamment déterminée  en  faisant  mouvoir  à volonté  une  droite 
sur  deux  autres  qui  se  rencontrent,  parce  qu’une  droite  qui  a 
deux  do  ses  points  dans  un  plan  les  y a ton.  Soient  donc 

x=az+a,y  = bz+S  et  x=a'z  + a',y  = b'z+&, 
les  deux  directrices  données , entre  lesquelles  on  supposera 

a — a jf  J 

préalablement  la  relation  nécessaire  - — - = —, — ^ ! leur  dou- 
ble rencontre  continue  avec  la  génératrice  fournira  les  deux 

a"— a a"— a a”— a'  a"— «'  , 

conditions  analogues  ^7^  = ~ÿrzi  ~ IF^" 

les  quatre  paramètres,  alors  simultanément  variables , contenus 
dans  les  équations  de  celle-ci , x = a'’s-t-a",  y = é”i-l-e".  Pour 
que  l’cnscmblc  de  ces  quatre  équations  permit  d'éliminer  com- 
plètement a'',  é",  a",  6",  de  manière  à fournir  l’équation  du 
lieu , une  cinquième  relation , correspondante  à une  troisième 
directrice,  serait,  en  général,  indispensable.  Mais,  par  une 
anomalie  algébrique,  exticlemcnt  équivalente  à l’exception  géo- 
métrique spécialement  signalée  envers  le  plan,  on  trouvera  ici 
que,  si  l’on  dirige  ce  calcul  de  façon  à éliminer  seulement  trois 
de  ces  paramètres,  le  quatrième  disparaîtra  spontaniunent , 
pourvu  toutefois  que  l’on  ait  suffisamment  égard  à la  relation 
préalable  ci-dessus  formulée  entre  les  deux  directrices. 

139.  L’équation  générale  du  plan  étant  complètement  établie, 
la  théorie  analytique  préliminaire  qui  s’y  rapporte  est  propre- 
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ment  destinée , comme  envers  la  ligne  droite , à délerminer  les 
trois  constantes,  angulaires  cl  linéaire,  qu’elle  contient,  lorsque, 
sans  être  immédiatement  données , elles  doivent  résulter  de 
diverses  conditions  élémentaires  suflisamment  usuelles,  qui  se 
réduisent  encore  essentiellement  aux  trois  considérations  fon- 
damenlales  de  passage , d'inclinaison , cl  d’intersection , déjà 
appréciées  dans  la  double  tliœric  de  la  ligne  droite. 

Considérons  d’abord  la  délerminalion  de  l’équation  d’un  plan 
assujetti  à passer  par  trois  points  donnés.  En  a^anl  égard  au 
premier  point,  la  relation  x'=<ja.’'+l'y+c  permettra  de  rap- 
porter le  coefiieient  linéaire  aux  angulaires,  de  manière  à 
fournir  le  type  analytique  très-usuel  de  tous  les  plans  qui  con- 
tiennent un  même  point,  z — a'=a  (j  — a/) + 6 (j' — y).  On  y 
déterminera  ensuite  les  deux  constantes  acil>  d'après  les  deux 
autres  passages , qui , ainsi  combinés  avec  le  premier,  fournis- 
sent les  conditions 

z"-2f=a  (x'W)  +ù z"'-z'=a 

Si  l’on  achève  l’opératioo , dont  le  résultat  général  ne  mérite 
pas  d’ailleurs  d’être  retenu , on  pourra  constater  aisément  que 
l’indétermination  des  formnios  finales  correspond  an  cas  où  les 
trois  points  don^  sont  en  ligne  droite , conformément  aux 
exigences  géométriques. 

On  pourrait  présenter  cette  première  question  fondamentale 
sons  une  nouvelle  forme,  en  assojcttissanl  le  plan  à passer  par 
un  point  donné  at  à contenir  une  droite  donnée.  Sans  doute , ce 
second  cas  rentrerait  aisément  dans  le  précédent , en  expri- 
mant que  le  plan  cherché  passe  en  deux  points  arbitraires  de 
celte  droite  , ceux , par  exemple  , où  elle  rencontre  deux  des 
plans  coordonnés  ; ce  qui  suffirait  assurément , d’après  une 
notion  géométrique  Irés-familiére , pour  garantir  que  tout  le 
reste  de  la  ligue  s'y  Irouvoratit  aussi.  Ma»  il  importe  beaucoup 
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d’apprécier  ici  la  manière  dont  l’analyse  peut  directement  ex- 
primer, indépendamment  de  tonte  considération  antéricnre, 
qne  le  plan  z=<zx+V+c  contient  la  droite  x=m2+a, 
^=/tz+6  : car,  le  Icctcnr  commencera  ainsi  à sentir,  sur  un 
premier  exemple  caractéristique , le  mode  suivant  lequel  noos 
devrons  nltêrieurement  faire  passer,  en  général , une  surface 
quelconque  par  une  ligne  donnéç,  l’opération  actuelle  repo- 
sant déjà  spontanément  sur  le  même  principe  fondamental , 
suivant  l’attribut  nécessaire  de  toutes  les  conceptions  vraiment 
analytiques.  Or,  pour  qne  la  droite  soit  entièrement  contenne 
dans  le  plan  , il  faut  analytiquement  que  les  coordonnées  hori- 
zontales de  l’nne  satisfassent  à l’équation  de  l’autre , en  laissant 
l’ordonnée  verticale  tout  à fait  arbitraire  : ainsi , la  substitu- 
tion de  mz+tt  et  712+6  au  lieu  de  x et  doit  rendre  identique 
l’équation  du  plan , dès  lors  devenue 

a = {am  + bn)z+{ax  + f6  + c)  ; 

ce  qui'fournit  les  deux  relations  am-\-bn=i  ^ <za  + 66  + c = 0, 
sans  lesquelles  l’équation  précédente  spécifierait  l’ unique  inter- 
section de  la  droite  et  du  plan  , qui  doit  ici  devenir  indéter- 
minée. La  première  de  ces  deux  conditions  caractéristiques , 
indépendante  des  coefficients  linéaires  de  la  %nc  et  de  la  sur- 
face , indique  séparément  leur  parallélisme  ; quant  à la  secmide, 
elle  signifie , eu  cllc-mémc , que  ia  trace  horizontale  de  la 
droite  appartient  à la  trace  horizontale  du  plan  : en  sorte  que 
l’appréciation  géométrique  explique  nettcniant  comment  la 
combinaison  de  ces  deux  caractères  analytiques  constitue  exac- 
tement la  situation  proposée. 

Dans  une  telle  corelation  de  l’abstrait  au  concret , le  degré  de 
l’équation  finale  en  z exerce  une  influence  géométrique  qu’il 
importe  de  bien  saisir  : car,  il  y faut  voir  l’indication  analy- 
tique du  nombre  de  points  qu’une  droite  doit  avoir  sur  un  pian 
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pour  y Ctrc  cntièrcnirnt  conlcnue;  puisque  toute  équation  du 
premier  degré  à une  seule  inconnue  qui  comporte  deux  solu- 
tions distinctes  est  nécessairement  satisfaite  par  toute  autre  liy- 
pothèse  quelconque,  ce  résultat  analytique  signifie  qu'une 
droite  appartient  complètement  à un  plan  quand  elle  y a seu- 
lement deux  points.  Cette  appréciation  ne  fait,  sans  doute  , ici 
que  confirmer  un  axiome  géométrique  très-connu.  Mais  il  suf- 
firait de  la  généraliser  entièrement,  ce  qui  ne  susciterait  au- 
cune difliculté  nouvelle  , suivant  le  privilège  naturel  di*s  vraies 
conceptions  analytiques,  pour  en  tirer  une  importante  déter- 
mination, souvent  ignorée,  quant  au  nombre  de  points  quune 
droite  , ou  même  ensuite  toute  autre  ligne  donnée,  doit  avoir 
en  commun  avec  une  surface  quelconque , afin  d’y  être  entière- 
ment contenue.  D’après  le  même  principe,  ce  nombre  .serait 
nécessairement  égal  à trois  envers  une  surface  du  second  degré, 
et,  en  général , surpasserait  d’une  unité  le  degré  de  la  surface 
considérée  : car,  la  substitution  analogue  des  coordonnées  ho- 
rizontales de  la  droite  fournirait  une  équation  finale  en  z du 
même  degré  que  celle  de  cette  surface  ; en  sorte  que  cette  équa- 
tion deviendrait  inévitablement  identique  si  elle  admettait  des 
solutions  distinetes  en  nombre  supérieur,  même  d’une  seule 
unité , à ce  degré.  Envers  une  courbe  quelconque , le  nombre 
analogue  excéderait  toujours  d’une  unité  le  degré  de  l’équation 
correspondante  en  z , alors  dépendant  h ta  fois  du  degré  de  la 
surface  et  de  celui  de  la  ligne,  suivant  une  toi  algébrique  d’ail- 
leurs trop  peu  connue  pour  qu’on  en  puisse  d’avance  formuler 
le  résultat  général. 

Le  second  élément  essentiel  de  la  tbéorie  analytique  du  plan 
consiste  à déterminer  l’angle  de  deux  plans  d’après  leurs  équa- 
tions z=zax  + bj'  + c et  z = a'x  + b'y+c'.  Cette  question  ne 
peut  être  traitée  qu’en  ramenant  une  telle  inclinai.son  à celle 
de  deux  droites , suivant  tes  règles  géométriques  fondamen- 
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ta!e».  Mais  ces  règles  fournissent , à cet  égard , dcm  modes 
très-distincts,  entre  lesquels  le  choix  analytique  est  loin  d’étre 
iadiflercut.  En  adoptant  celui  que  la  géométrie  indique  d’abord, 
les  droites  auxiliaires  résulteraient  de  la  rencontre  des  deux 
plans  donnés  avec  un  troisième  plan , mené,  d’un  point  quel- 
conque, de  l’origine,  par  exemple  , perpendiculairement  à 
leur  intersection;  ce  qui  conduirait  à un  calcul  très-laborieux, 
que  je  recommande  seulement  à titre  d’exercice  scolastique. 
Suivant  l’autre  mode , au  contraire  , les  droites  sont  faciles  à 
obtenir  analytiquement , comme  étant  respectivement  perpen- 
diculaires aux  deux  plans  donnés  une  remarque  ci-dessus 
expliquée  leur  assigne  ainsi  aussilét  les  équations 

x= — az  , y=z — bz  et  xz= — a'z^y  = — b'z. 

Telle  est  la  seule  dilTicoIlé  nouvelle  que  puisse  offrir  la  question 
actuelle , dés  lors  ranicncc  à la  formule  du  cbapilrc  précédent 
sur  l’inclinaison  de  deux  droites,  sans  qu’il  convienne  ici  de 
s’arrêter  spécialement  à une  répétition  algébrique  qu’il  vaudra 
mieux  opérer  à l’instant  du  besoin  ; avec  nos  notations  ac- 
tuelles , la  formule  serait  d’ailleurs  littéralement  la  même 
qu’en  vers  deux  droites.  On  en  tirerait  nalurellement  de  pa- 
reilles conséquences  pour  les  angles  de  cliaque  plan  avec  les 
plans  coordonnés , et , par  suite , une  semblable  transforma- 
tiuu  pour  l’angle  de  deux  plans  quelconques  d’après  leurs  in- 
clinaisons simultanées  sur  trois  plans  rectangulaires.  La  rela- 
tion constante  entre  ces  trois  inclinaisons  serait  ici  susceptible 
d’une  nouvelle  interprétation  géométrique  , que  je  dois  expres- 
sément signaler,  à-cause  de  son  utilité  réelle  eu  plusieurs  occa- 
sions intéressantes.  Car,  en  considérant  la  projection  d'une  aire 
plane  sur  un  plan  quelconque,  le  cosinus  de  l’inclinaison  csl 
représenté,  d’après  un  théorème  trigonométiique  bien  connu, 
par  le  rapport  de  l'aire  projetée  à l'aire  inclinée  : si  donc  on 
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substitoc  de  pareils  rapports  aux  trois  cosinus  considère^  dans 
la  relation  cos’X+cos’Y+cos' Z = 1,  elle  conduira  à rccon- 
nattre  que  le  carré  de*  toute  aire  plane  équivaut  toujours  à la 
somme  des  carrés  de  scs  projections  simultanées  sur  trois  pians 
rectangulaires  ; en  sorte  que  , d'après  nos  explications  anté- 
rieures , cette  proposition  remarquable  constitue , au  fond , 
une  simple  conséquence  indirecte  du  grand  théorème  de 
Pythagore. 

Quant  à l’angle  d’une  droite , x = nt;  -)-  a , y = ns  -j-  6 , avec 
un  plan , z=a:c-f-//_y-j-c,  il  serait  encore  plus  facile  de  le  ra- 
mener aussi  à celui  de  deux  droites , soit  en  comparant  la  droite 
donnée  à sa  projection  sur  ce  plan,  soit , ce  qui  sera  analyti- 
quement bien  plus  commode , en  substituant  également  au  plan 
sa  normale  x = — az,y  = — bz,  pourvu  qu’on  prit  ensultélo 
complément  de  l’inclinaison  obtenue.  La  formule  fondamentale 
du  chapitre  précédent  conduirait  ainsi  à 


sin  V= 


1 — ma  — nb 


On  y vérifie  aussitôt  la  condition  ci-dessus  trouvée  pour  k pa- 
rallélisme entre  la  droite  et  le  plan  ; quant  au  cas  de  rectan- 
gularité, la  relation  se  décomposerait  spontanément  en  deux 
autres , suivant  un  mode  algébrique  déjà  expliqué.  < 

Enfin,  le  dernier  élément  indispensable  à la  théorie  analyti- 
que du  plan  consiste  à déterminer  l’intersection  de  deux  plans 
d’après  leurs  équations.  Cette  question  est  aussitôt  résolue  que 
posée , puisque  la  droite  cherchée  se  trouve  analytiquement  ex- 
primée par  la  coexistence  de  cesdeux  équations,  suivant  les  expli- 
cations fondamentales  de  l’avant-dernier  chapitre.  Si,  d’ailleurs, 
de  ce  premier  couple  analytique,  on  veut  passer , comme  il  con- 
viendra ordinairement , au  couple  Gnal  des  plans  projetants , 
cette  transformation  n’olTrira  aucune  difficulté  propre  à la  re- 


Digilized  by  Google 


468 


GKOMÉTRIK  PANS  I.’ESPACIÎ. 


dierehc  aclucHc,  cl  s’acconiplira  régulièrement,  en  chaque  cas, 
d’après  la  double  élimination  prescrite , qu’il  serait  inutile  ici 
de  formuler  d’avance. 

Il  ne  sera  pas  plus  dilTicile  de  déterminer  l’intersection  d’une 
droite  et  d’un  plan , en  combinant  leurs  trois  équations  simul- 
tanées pour  obtenir  les  trois  coordonnées  du  point  commun. 

Ces  deux  questions  se  résolvent  évidemment,  en  ce  cas,  selon 
le  même  mode  analytique  qu’envers  tonte  autre  sorte  de  lieux 
géométriques , surfaces  ou  lignes. 

140.  Parmi  les  nombreuses  recherches  composées  qui,  dans 
la  théorie  analytique  du  plan,  peuvent  résulter  de  la  combi- 
naison de  ces  trois  problèmes  indispensables , il  faut  ici , comme 
envers  la  ligue  droite,  distinguer  surtout,  soit  à titre  de  type, 
soit  en  vertu  de  son  utilité  réelle,  la  détermination  de  la  dis- 
tance P d’un  point  (x',y , s')  à un  plan  {,z  = ax-\-by  -\-c).  D’a- 
près les  équations  de  la  perpendiculaire  correspondante , 

x—x'=—a{z—z'),y—y  = — b{z~z'), 

on  peut  calculer  les  coordonnées  de  son  pied;  mais,  conune  la 
longueur  cherchée  dépeml  seulement  de  la  différence  de  ces 
coordonnées  à celles  du  point  donné,  on  abrégera  sensiblement 
l’opération  algébrique  en  écrivant  d’abord  l’équation  du  plan 
sous  la  forme: — z'  = a{x — x')-f-é(_v — désignant 
provisoirement  le  polynôme  connu  ax-'-j-by  -\-c  — On  trou- 
vera ainsi  la  formule  Irés-usuellc 

_ ax'  + byyc-z' 
v/a’-fé’-f-l  ’ 

assez  simple  pour  être  aisément  retenue , et  dont  le  souvenir  se 
liera  d’ailleurs  profondément  à celui  de  la  formule  analogue 
en  gc>omélrie  plane , qui  en  constitue  naturellement  une  simple 
modification  spéciale.  Il  serait  facile  de  l’obtenir  trigonométri- 
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quomonldc  la  nu'me  manière  que  celle-ci,  à l'aide  du  Irianglc 
rcclanglc  formé  par  le  prolongement  de  la  verticale  du  point 
donné  jusqu’au  plan  donne.  On  y remarque , comme  dans  le  cas 
plan,  qu’elle  est  rationnellement  composée  en  fonction  des  cær- 
données  du  point.  Au  reste , la  rationalité  de  cette  formule  tt 
l’irrationalité  de  celle  du  chapitre  précédent  pour  la  ligne 
droite  étaient  susceptibles  de  prévision  géométrique , en  consi- 
dérant, de  part  et  d’autre,  le  lieu  naturel  des  points  équidistants, 
dont  l’équation  doit  être  évidemment  du  premier  degré  à l’égard 
du  plan  et  du  second  envers  la  ligne  droite. 

La  formule  précédente  fournirait  commodément  l’équation  du 
plan  bissecteur  de  l’angle  de  deux  plans  donnés , en  y voyant 
le  lieu  des  points  équidistants  de  ceux-ci;  ce  qui , en  quelques 
occasions  utiles,  éviterait  de  longs  circuits  algébriques. 

On  peut  aussi  l’appliquer  heurrusemenf , en  un  cas  plus  im- 
portant , pour  obtenir  l’expression  de  la  moindre  distance  de 
doux  droites  données,  abstraction  faite  des  points  correspon- 
dants, comme  je  l’ai  annoncé  à la  fin  du  chapitre  précédent.  11 
suflit , en  effet , de  substituer  à cette  distance  celle , évidemment 
équivalente,  d’un  point  arbitraire  de  l’une  des  droites  au  plan 
qui  lui  serait  mené  parallèlement  par  l’autre.  En  utilisant  con- 
venablement CÆ  qu’un  tel  calcul  renferme  de  facultatif,  on  trou- 

(rt— a')  (fi— 6')— (i— ié) 


vera  sans  peine  la  formule  finale 


\/  [a—a')'->f{b—U  )'-Hab'—a’b)' 


Sa  composition  satisfait  aussitôt  à l’évidente  condition  de  s’an- 
nuler spontanément  quand  les  deux  droites  se  rencontrent  : 
je  laisse  an  lecteur  le  soin  d’y  apprécier  le  cas  exceptionnel  du 
parallélisme , où  elle  semble  d’abord  devenir  indéterminée. 

Toute  antre  explication  spéciale  serait  ici  superflue  envers 
les  questions  composées  relatives  à la  théorie  analytique  du 
plan,  et  qui,  essentiellement  inapplicables,  ne  peuvent  offrir 
d’utilité  didactique  qu’à  Ulre  de  simples  exercices,  dont  reffî- 
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cacité  rÉsDlte  surtout  de  leur  spontanéité.  J’enfrage  seulement 
le  lecteur  à chercher  ainsi , d'après  les  coordonnées  de  quatre 
points  quelconques  de  l’espace , soit  le  volnme  du  tétraèdre 
correspondant , soit  les  rayons  des  deux  sphères  qui  lui  se- 
raient inscrite  et  circonscrite  : sans  même  achever  ces  laborieux 
calculs,  leur  inslitntion  nette  exercera  ulilem.  nt  à la  combi- 
naison  familière  des  trois  éléments  essentiels  do  la  théorie  pré- 
liminaire que  nous  venons  d’établir. 


CHAPITRE  IV. 


Théorie  de  la  iransposUion  des  aies  dans  l’espaee. 


lit.  La  nature  et  la  destination  de  cette  dernière  théorie  pré- 
liminaire comportent  ici  les  mêmes  réflexions  générales  qu’en 
géométrie  plane  : il  n’y  a maintenant  de  nouve.au  qne  la  plus 
grande  difficulté  d'établir  les  formales  correspondantes  et  leur 
complication  supérieure.  Sans  revenir  expressément  sur  des 
explications  que  chaque  lecteur  étendra  spontancroont , il  est 
clair  qu’une  telle  théorie  doit  être  aussi  indispensable  à l'étude 
générale  des  surfaces  qu’à  celle  des  lignes , soit  pour  découvrir 
l’identité  des  lieux  géométriques  malgré  la  diversité  de  leur 
représeotation  aialytiquu  quand  la  difiereucc  ne  résulte  que  des 
situations  respectives,  soit  pour  simplifier  autant  que  possible 
l’équation  propre  à chaque  lieu  en  assignant  aux  axes  la  posi- 
tion la  plus  favorable  ; le  premier  office  continue  d’ailleurs  à 
être  ordinairement  plus  important  que  le  second.  Quant  au 
nombre  nécessaire  des  constantes  arbitraires  que  doivent  con- 
tenir les  nouvelles  formules  de  (rausposition , il  devient  nalu- 
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rellcment  plus  grand  que  pour  le  cas  plan  ; le  déplacement  de 
l'origine,  qui  correspond  toujours  à la  translation  dcslienx,  in- 
troduira trois  cléments  linéaires  ; le  changement  de  direction 
des  axes  exigera , en  général , la  considération  de  six  angles, 
puisque,  dans  l’espace,  toute  direction  se  détermine  naturelle- 
ment par  deux  angles;  mais,  si  l’inclinaison  des  axes  demeure 
la  même  qu’auparavant,  ce  qui  représente,  en  sens  inverse,  la 
rotation  des  lieux,  ces  six  angles  arbitraires  se  réduiront  spon- 
tanément à trois,  les  inclinaisons  données  suppléant  aux  trois 
autres.  Ainsi,  en  principe,  ces  formules  contiendront  nécessai- 
rement six  etmstantes  arbitraires , trois  linéaires  et  trois  angu- 
laires, lorsqu’on  les  emploiera  a la  comparaison  géométrique  de 
deux  équations  distinctes  ; elles  en  renfermeraient,  au  contraire, 
jusqu'à  neuf,  trois  linéaires  et  six  angulaires,  quand  un  les  ap- 
pliquerait à la  siraplificalion  algébrique  de  chaque  équation 
isolée.  Toutefois,  même  |»our  cette  seconde  destination,  les  con- 
stantes disponibles  ne  sont  pas  habituellement  plus  nombreuses 
que  pour  la  première,  parce  qu’on  préfère  ordinairement  main- 
tenir la  rectangularité  des  axes;  quoique  leur  obliquité  permit, 
sans  doute,  de  supprimer  trois  termes  de  plus,  elle  complique 
tellement  l’interprétation  gécmiélrique  qu’on  doit  ici  l'éviter  en- 
core plus  stiigneusoment  qu’en  géométrie  plane. 

En  procédant,  comme  au  n°  30 , d’après  la  décomposition 
naturelle  de  la  question  fondamentale , considérons  d’abord  le 
simple  changement  d’origine.  Les  nouveaux  axes  étant  paral- 
lèles aux  anciens,  il  est  clair  que  les  deux  coordonnées  analo- 
gues d’un  point  quelconque  auront  entre  elles  une  différence 
constante , égale  à l’intervalle  des  plans  fixes  où  clics  aboutis 
sent  respectivement,  et  représentant  le  déplacement  d’origine 
correspondant.  Ainsi,  les  formules  de  transposition  seront 
encore 

x=a.^+a,  ^=y-t-ù,  s=s'+c, 
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a,  b,  c,  désignant  les  anciennes  coordonnées  de  la  noavcllc 
origine,  et  SC  trouvant,  par  conséquent,  afTcctées,  en  chaque 
cas  , d'un  signe  indispensable,  sans  l’appréciation  duquel  ces 
formules  manqueraient  de  généralité. 

Le  changement  de  direction  des  axes  antour  de  la  même  ori- 
gine, qui  constitue  la  principale  diinculté  d’un  tel  sujet,  offre 
ici  plus  d’embarras  qu’en  géométrie  plane , ou  la  solution  > tri- 
gonométrique était  presque  aussi  facile  à instiluerqu’à  exécuter, 
tandis  que  maintenant  elle  exigerait  naturellement  de  pénibles 
comparaisons  entre  des  lignes  appartenant  à des  plans  diffé- 
rents. Ces  obstacles  sont  assez  graves  pour  susciter  l’application 
d’un  nouveau  principe  géométrique  dû  à Carnot , et  qui , d’ail- 
leurs très-utile  en  beaucoup  d’autres  recherches , dissipe  heu- 
reusement toutes  les  complications  de  la  question  actuelle.  Il 
consiste  en  ce  que,  si  l’on  projette,  sur  un  axe  quelconque,  un 
contour  rectiligne  fermé,  d’ailleurs  plan  ou  gauche,  la  projection 
de  chaque 'côté  sera  toujours  égale  à la  somme  algébrique  des 
projections  de  fous  les  autres.  Exposons  d'abord  l'explication 
générale  de  cette  importante  relation. 

Par  sa  nature , il  sullit  de  l'avoir  constatée  envers  an  simple 
triangle  pour  acquérir  aussitôt  le  droit  de  l'élcndre  successive- 
ment à un  polygone  quelconque,  forme  d'une  suite  de  triangles 
contigus,  qui  peuvent  d’ailleurs  être  situés  en  des  plans  diffé- 
rents. Afin  d’en  mieux  caractériser  la  notion,  bornons-nous  donc 
à considérer  ce  cas  fondamental , quoique  la  démonstration  pût 
directement  convenir  à fout  contour  fermé.  On  évitera  toute 
obscurité,  à cet  égard,  si  l’on  apprécie  préalablement,  en  gé- 
néral, la  double  mauiére  dont  peut  être  comptée,  d’après  la  loi 
du  signe  concret , la  projection  de  chaque  côté , évidemment 
susceptible  d’inversion  selon  le  sens  dans  le(]uel  on  parcourt 
l’une  et  l’aiitn!  ligne.  Celte  opposition  désigné  est  fidèlement 
traduite  par  l'expression  algébrique  de  la  projection , proiwr- 
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tionncllement  aa  cosinos  de  l’inclinaison  du  côlê  sur  l’axe  : 
car,  le  signe  de  ce  cosinus  change  spontanément  suivant  celle 
des  deux  extrémités  que  l’on  regarde  comme  initiale , en  con- 
cevant l’autre  comme  finale  , puisque  l'angle  avec  l’axe , tou-  . 
jours  compté  dans  1e  même  sens,  suivant  le  précepte  trigono- 
métrique,  augmente  alors  de  18ü°. 

D’après  cet  éclaircissement  préalable  , le  principe  des  pro- 
jections linéaires  ne  peut  olTrir  aucune  diificultc  , en  considé- 
rant la  succession  néa«saire  des  projections  de  deux  cdtés  con- 
sécutifs, comparées  à la  projection  du  troisième  côté  du  triangle 
correspondant.  La  seconde  projection  se  juxtaposera  ou  se  su- 
perposera à la  première , selon  que  le  second  côté  fera,  comme 
le  premier,  un  angle  aigu  avec  l’axe  , ou  bien  un  angle  obtus: 
or,  la  projection  do  troisième  serait  alors,  évidemment,  tantôt 
la  somme , tantôt  la  différence  géométrique  de  ces  deux  pre- 
mières projections , dont  elle  représentera  donc  toujours  la 
somme  algébrique , en  ayant  égard  aux  signes  simultanés  des 
cosinus.  Mémo  quand  le  second  côté  prend  une  direction  per- 
pendiculaire à l’axe  , auquel  cas  sa  projection  n’altcre  nulle- 

« 

ment  celle  do  premier,  la  relation  subsistera  encore  , puisque 
le  terme  corréspondant's’ànnulera  spontanément.  On  voit  que, 
dans  un  tel  énoncé , il  faut  considérer  le  dernier  côté  comme 
ayant  la  même  origine  que  le  premier  ; si  on  l’estimait  nais- 
sant de  son  antre  extrémité  , c’est-à-dire  suivant  le  parcours 
naturel  du'clrcnit  total , sa  projection  changerait  de  signe  , et 
le  théorème  consisterait  en  ce  que  la  somme  des  projections  de 
tous  les  éléments  d’un  contour  fermé  reste  constamment  nulle 
envers  un  axe  quelconque. 

L’importance  de  ce  principe  géométrique  m’engage  à in- 
diquer une  autre  manière  générale  de  l’envisager,  qui  pourra 
dissiper  ou  prévenir,  à cet  égard  , toute  confusion.  Si  l’on 
substitue  à l’axe  considéré  un  plan'qui  lui  soit  perpendicu- 
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lairc , cl  qui  d’iiillenrs  laisse  du  mdmc  côté  tons  les  points  pro- 
posés , il  est  clair  que  la  projection  de  chaque  ligne  sur  l’axe 
primitif  se  trouvera  représentée  par  l’excès  de  distance  à ce 
plan  d’une  de  ses  extrémités  comparée  à l’autre  : la  double 
manière  d'instituer  celle  comparaison  d’éloignement  correspond 
spontaném(‘iit  au  double  sens  de  la  projection.  Or,  en  parcou- 
rant successivement  tous  les  sommets  d’un  contour  fermé, 
triangulaire  ou  polygonal , plan  on  gauche  , l’écartement  pro- 
gressif envers  un  tel  plan  , toujours  augmenté  algébriquement 
des  divers  écartements  partiels , doit  nécessairement  se  re- 
trouver nul  quand , apri-s  avoir  parcouru  le  circuit  entier,  od 
sera  revenu  au  point  de  départ.  De  là  résulte  la  relation  pro- 
posée , d’alwrd  sous  sa  seconde  forme  , et  par  suite  aussi  sous 
la  première , en  renversant  le  mode  d’estimation  propre  au 
dernier  célé , comparé  à l’ensemble  des  autres. 

142.  11  est  maintenant  facile  de  déduire  de  ce  principe  les 
formules  propres  au  changement  de  direction  des  axes  , dans 
l’espace , autour  d’une  même  origine  , surtout  en  supposant 
les  anciens  axes  rectangulaires,  ce  qui  constitue  le  seul  cas 
usuel , hors  duquel  il  serait  ici  superflu  de  statuer,  quoique  la 
marche  fût  cssenliellcment  semblable.  ' Car,  envers  des  axes 
quelconques,  les  trois  coordonnées  OP’,  P'M',  IV  M (fig.  82) 
d’un  même  point  peuvent  être  regardées  comme  formant  un 
quadrilatère  gauche , fermé  par  la  distance  0.41  de  ce  p<jint  à 
l’origine,  et  auquel  on  peut  appliquer  le  principe  des  projec- 
tions. D’un  autre  côté  , la  projection  de  cette  diagonale  OM 
sur  chacun  des  axes  OX  , OY,  OZ,  équivaut  évidemment  à 
l’ordonnée  correspondante  du  point  M.  Si  donc  on  considère 
le  quadrilatère  ainsi  formé  des  nouvelles  coordonnées  z\ 
et  qu’on  le  projette  successivement  sur  les  anciens  axes  des  x , 
des^,  et  des  s , on  obtiendra  aussitôt  les  formules  cherchées , 
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cos  X'X+^'  cos  Y'X+i'  cos  ZTt 
X=a:'  cos  X'Y'+y  cos  Y'Y+s'  COS  Z' Y 
3 = jc'  cos  X'Z+y  cos  Y'Z  + s'  cos  Z'Z  , 

en  adoptant , pour  les  neuf  angles  ainsi  introduits  spontané- 
ment , la  lumineuse  notation  de  Carnot , fondée  sur  la  coexis- 
tence des  deux  lettres  qui  indiquent  les  deux  côtes  de  chaque 
angle.  En  géométrie  plane , nous  avons  pu  perfectionner  cette 
notation  , sans  la  rendre  moins  expressive  , parce  que , tous 
les  angles  considérés  se  trouvant  alors  formés  avec  une  même 
droite , la  mention  formelle  de  celle-ci  devenait  superflue , et 
la  désignation  pouvait  se  réduire  à une  seule  lettre  , relative 
au  côté  variable.  Mais  , dans  l’espace , une  telle  abréviation 
ne  comporterait  plus  assez  de  clarté  : quant  à l’usage  de  lettres 
insigniCantes  , ses  inconvénients  géométriques  surpassent 
beaucoup  scs  avantages  algébriques. 

L’apparente  simplicité  des  formules  précédentes  tient  à l’emploi 
d’un  trop  grand  nombre  d’angles  , qui  ne  sauraient  jamais  être 
envisagés  comme  indépendants  les  uns  des  autres,  même  quand 
l’inclinaison  des  nouveaux  axes  resterait  arbitraire  : puisque 
chacun  de  ceux-ci  y a été  déterminé  par  ses  inclinaisons  sur 
les  trois  axes  anciens  , dont  deux  suflisent  évidemment.  Ainsi 
l’usage  de  ces  formules  doit  toujours  être  accompagné  de  la 
considération  eUcctive  des  relations  uéeessaires  qui  existent 
entre  ces  angles  , et  qui  sont , d’après  l’avant-dernier  cha- 
pitre, 

cos’ X'X -f  cos’ X'Y -f  cos’ X'Z  = 1 
cos’  Y'X  -j-  cos’  Y'Y  -j-  cos’  Y'Z  = 1 
cos’  Z'X  -)-  cos’  Z'Y  -f  cos’  Z'Z  = 1 . 

En  outre,  t quand  les  nouveaux  axes  seront  pareillemen 
rectangulaires , la  règle  d'Euler  fournira  trois  autres  re- 
lations 
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COS  X'XcosY’X+ COS  X'Ycos  Y'ï  + CÜSX'ZCOSVZ=0 
cos  X X cos  Z'X + cos  X'Y  cos  Z'  Y -f-  cos  X'Z  cos  Z'Z = 0 

cos  Y'XcosZ'X+cosY'YcosZ  Y+cosY'ZcosZ'Z  =0 , 

\ 

dont  la  combinaison  avec  les  préccdcntes  permettrait  de  rednire 
les.  formules  de  transposition  à no  contenir  que  trois  angles  in- 
dépendants , conformement  à la  nature  de  la  question.  Ces 
deux  groupes  des  relations  indispensables  au  passage  habituel 
d'un  système  d’axes  rectangulaires  à un  antre  pourraient 
aussi  prendre  une  forme  inverse  , en  comparant , dans  le 
premier,  les  inclinaisons  simultanées  de  chacun  des  anciens 
axes  sur  les  trois  nouveaux , et  en  formulant , dans  le  second  , 
la  rectangularité  des  anciens  axes  entre  eux , d’après  ces 
mêmes  inclinaisons. 

143.  On  peut  établir  les  formules  précédentes , ainsi  que  les 
conditions  qui  s’y  rapportent , suivant  un  autre  mode  général’, 
purement  analytique,  qu’il  importe  maintenant  de  caractériser 
eu  considérant  immédiatement  le  cas  le  plus  étendu,  où  les  axes 
changent  à la  fois  d’origine  et  de  direction.  Celte  marche , émi- 
nemment rationnelle , duc  à Lagrange,  repose  sur  l’évidente 
appréciation  de  la  nature  ni'ce.'sairc  de  telles  formules,  qui 
doivent  être  du  premier  degré , sous  la  forme 

mx' -}- «y 

y = b -j-  m'x'  «y  -f/s', 

s = c -f  n^'x'  -f-  n"y  p"z', 

afin  que  leur  substitution  ne  puisse  pas  altérer  le  degré  de 
l’équation  de  chaque  lieu , degré  qui  ne  saurait  changer  avec 
la  situation.  Si  on  conservait,  à cet  égard,  quelque  incertitude, 
il  suffirait  de  considérer  que  ces  formules  sont  nécessairement 
communesà  toutes  les  équations  possibles,  en  tant  que  relatives 
à chaque  point  isolément  envisagé,  à quelque  lieu  qu’il  puisse 
appartenir  : d’après  ce  motif  irrécusable , la  permanence  cffcc- 
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live  (lu  degré  envers  certains  lieux  particuliers , dont  on  con- 
naît le  type  analytique  le  plus  general , convenable  à toutes 
leurs  positions  quelconques , comme  à l’égard  du  plan  ou  de  la 
sphère,  etc. , démontrerait  complètement  que  les  formules  de 
transposition  doivent  être  ainsi  constituées , même  quand  on 
n’aurait  constaté  qu’un  seul  exemple  semblable. 

La  difilculté  étant  alors  réduite  à déterminer  les  coefficients 
constants  des  expressions  précédentes,  on  y parvient  aisément, 
suivant  la  marche  ordinaire , par  l’examen  direct  de  quelques 
cas  particuliers  suffisamment  connus.  Quant  aux  termes  indé- 
pendants de  j/,  y , s',  et  qui,  d’après  la  loi  d’homogénéité, 
doivent  géométriquement  être  linéaires,  ils  constituent  évi- 
demment les  valeurs  Aa  x, y,  z,  pour  ar'=0,  y=;0 , s'=0; 
et  par  conséquent , ils  désignent  nécessairement  les  anciennes 
coordonnées  de  la  nouvelle  origine,  comme  on  l’avait  autrement 
trouvé  ci-dessus.  D’ailleurs,  lenrmodc  d’association  analytique 
à l’ensemble  des  autres  termes  indique  clairement  que  la  va- 
riation totale  résultée  des  changements  simultanés  d’origine  et 
de  direction,  est  la  somme  des  variations  partielles  ducs  à 
chaque  sorte  de  transposition  snceessive.  On  peut  donc , pour 
déterminer  les  ccwtliiicnts  des  termes  variables,  simplifier  les 
formules  en  y concevant  la  fusion  des  termes  indépendants 
dans  le  premier  membre , saps  diminuer  nullement  la  généra- 
lité de  cette  opération , envers  des  constantes'dont  la  loi  d’ho- 
mogénéité annonce  déjà  la  nature  purement  angulaire.  Cela 
posé , les  trois  coefficients  de  .r',  par  exemple , s’obtiendront 
aisément,  d’après  une  hypothèse  propre  à réduire  les  seconds 
membres  à m , m',  m’\  c’est-à-dire , en  faisanty=0,  z'—O  et 
x'=\\.  Ainsi,  ces  trois  constantes  équivalent  aux  coordonnées 
anciennes  d’un  point  pris  sur  l’axe  des  x',  à la  distance  1 de  la 
commune  origine.  Or,  si  l’on  considère,  d’une  part,  que  ces 
coordonnées  peuvent  être  regardé<*s  comme  les  projections  de 


Digitized  by  Google 


178 


GÉOMÏ^TBIK  DANS  L’ESPACE. 


ccUe  «lislaocc  sur  les  anciens  axes , et  d’une  antre  part , qnc 
ces  projections  sont  mesarces  par  les  cosinus  des  angles  cor- 
respondants, on  reconnaîtra  finalement  qne  «i,  w'  et  rn'\  dé- 
signent respectivement  les  cosinus  des  angles  de  l’axe  des  j:', 
avec  les  trois  axes  des  j’,  des  y et  des  s.  Par  une  semblable 
détermination  envers  les  coeflicienls  dey  et  de  on  acliève- 
rait  de  reproduire  exactement  les  formules  fondamentales  dn 
n”  précédent. 

Qnant  aux  six  relations  nécessaires  des  neuf  constantes  an- 
gulaires, elles  résulteraient  simultanément  de  ce  que  la 
fonction  -t-  z’  doit  rester  invariable  en  changeant  le 

système  desaxes  rectangulaires, comme  exprimant  diversement 
la  distance  d'un  même  point  quelconque  à la  commune  origine. 
Or,  si  on  développe  cette  condition  x’+y+s’=  y’+y’+i’’, 
d’après  les  formules  précédentes , on  trouvera  aussitôt  les  deux 
groupes  de  relations  cherchés , 

• + + p'+p''+p"^=^\, 

mn+)ii! n +m" n” —0 , nip+m'p'+ni"p"  = 0 , np-\-n'p'+n"p"  = 0. 

Lorsque  les  nouveaux  axes  sont  obliques , le  second  groupe 
est  modifié,  conformement  à la  formule  correspondante  des  dis- 
tances {’)  y'+y’+ï"+2yycosX'V'+2j.'3'cosX'Z'+;i)''2'cosY'Z'  ; 
il  est  digne  de  remarque  que  cette  modification  reproduit  spon- 


(*)  Au  sujet  lie  celle  formule  des ilistaiices,  dans  l'espace,  en  coordoniulcs 
obliipies,  11  convient  de  noter  la  facilité  de  formation  ((u'y  offrirait  le  principe 
des  prpjccliims,  en  considérant  d’almrd  la  relation  résultée  du  triangle  analogue 
A celui  que  nous  avons  considéré  envers  des  ases  rmangulaii'es.  On  aurait 
ainsi,  en  premier  lieu,  — j')‘  + d-+2(î"  — î'jdcosi,  d désignant  la 

distance  des  projections  liorizonlalcs  correspondantes,  et  a son  inclinaison  sur 
l’axe  des  z.  La  formule  piano  déjà  établie  donnerait  ensuite  <f*=  (y'  — y')’  + 
(j;"— x')’+2(i/'' — I/')  ^x" — x'jcos  VX.  Quant  au  deniler  ternie  2(ï" — a'jdcosx, 
Il  suffit  alors  d’y  envisager  le  facteur  rfcosx  comiiic  mesurant  la  projection  de 
il  sur  l’axe  vertical:  car,  en  la  coiiiparant  à cellos  de*  lioriaontales  y" — i/  et 
x"  — X,  le  principe  des  projections  pcrrnctlra  aussitôt  de  la  remplacer  par 
(y"— y' ;co«  VZ+(x'' — *')  cosXZ  , ce  qui  acliéve  d’établir  la  formule  cherciiéc. 


Digitized  by  Google 


PBEMTÈRE  PARnE,  CHAPITRE  ODATRIÈME.  479 

Unémcnt  le  Ihéorcmc  d’Euler  cos  X'Y'  = /«M-|-ni'«' + 
dés  lors  conçu  d’une  manière  purement  analytique. 

144.  Pour  compléter  la  théorie  de  la  transposition  des  axes, 
il  nous  reste  maintenant  à considérer  une  indispensable  trans- 
formation angulaire,  destinée  à dispenser  de  toqtc  relation 
étrangère  aux  formules  fondamentales,  en  rapportant  tous 
leurs  cocflicicnts  primitifs  à trois  angles  seolemenl , dés  lors 
pleinement  indépendants.  Sans  doute,  une  telle  réduction 
n’exigerait  ici  aucune  appréciation  nouvelle,  si  on  prenait  ces 
trois  angles  parmi  les  neuf  déjà  introduits,  et  entre  lesquels 
nous  avous  établi  six  équations  supplémentaires , qui  permet- 
traient d’exprimer  les  uns  d’après  les  autres.  ]>Iais,  à l’inspection 
de  ces  relations,  on  voit  que  les  six  expressions  Gnales  qu'elles 
fourniraient  se  trouveraient  trop  compliquées  pour  une  desti- 
nation aussi  usuelle,  à cause  des  dénominateurs , et  surtout  des 
radicaux , dont  elles  seraient  surchargées.  Si  donc , on  devait 
conserver  les  angles  primitifs , il  serait  encore  préférable  de  les 
garder  tons , en  se  résignant  à prendre  chaque  fois  en  consi- 
dération effective  ces  six  conditions  nécessaires,  plutôt  que 
d’altér^  autant  la  simplicité  des  formules  générales  eu  les  y 
insérant  ainsi  d’avance  implicitement.  Telle  est  la  seule  marche 
qu’il  faudrait  habituellement  suivre,  quelque  pénible  qu’elle 
soit  réellement,  sans  l’heureuse  idée  d’Euler  qui,  étendant  à 
la  géométrie  abstraite  un  usage  depuis  longtemps  familier  en 
astronomie,  a irrévocablement  dissipé  celte  fâcheuse  alternativ  e 
, en  choisissant  trois  nouveaux  angles  auxquels  tous  les  précé- 
dents peuvent  se  rapporter  selon  des  formules  très-simples, 
dont  l’introduction  dispense  désormais,  à cet  égard,  de  toute 
équation  accessoire. 

Ce  Inode  consiste  à déterminer  la  situation  du  nouveau  sys- 
tème rectangulaire*  envers  l’ancien  en  considérant  d’abord 
l’angle  ? formé  avec  l’axe  primitif  des  x par  l’intersection  des 
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deox  plans  aiÿ  et  xy , ensuite  l'indinaison  mnlnelle)  0 de  ces 
plans,  et  enfin  l’angle  4'  de  leur  intersection  avec  le  nouvel  axe 
des  j:'.  Un  tel  procédé  ne  constitue,  au  fond,  qu’une  imitation 
judicieuse  de  l’usage  universel  des  astronomes  qui , depuis  Hip- 
paniue,  caractérisent  la  situation  relative  des  diverses  orbites 
planétaires,  d’après  la  direction  de  leur  trace  sur  le  plan  de 
l'ccliptique,  leur  obliquité  par  rapport  à celui-ci,  et  l’inclinaison 
d(‘  leur  axe  sur  la  ligne  des  nœuds.  Quoi  qu’il  en  soit  de  l’ori- 
ginalité d’un  tel  système  angulaire,  on  ne  peut  méconnaitre  sa 
pleine  efficacité  analytique , puisque  la  formule  fondamentale 
de  la  résolution  des  angles  trièdres  ou  des  triangles  sphériques, 

cos  rt  = cos  b cos  c-f-sin  b sin  c cos  A, 

suffira  toujours  directement  pour  y exprimer  très-simplement 
les  huit  angles  primitifs,  le  neuvième  ZZ' étant  ici  seul  con- 
servé , sous  le  nouveau  nom  de  0 , comme  égal  à l’inclinaison 
mutuelle  des  deux  plans  x'y  et  xy.  Tout  se  réduit,  en  effet, 
envers  chacun  de  ces  angles , à considérer  l’angle  trièdre  dont 
il  forme  une  face,  cl  dont  l’arétc  opposée  est  toujours  l’inlcr- 
seclion  auxiliaire  OT  82)  de  ces  deux  plans.  Ainsi,  pour 
transformer  cos  X'X,  premier  coefficient  de,  la  formule  de  x^ 
on  aura,  dans  l’angle  trièdre  X'XT, 

cos  X'X=cos  y cos  ^j>-|-sin  y sin  ^cosOj 

on  calculera  de  même  cos  Y'X  d’après  l’angle  trièdre  Y'XT,  et 
on  ponrait  même  le  déduire  du  précédent , par  le  changement 
de  •{<  en  90”-4-  îi  : quant  à cos  Z'X , l’angle  trièdre  correspondant 
Z'XT  aura  une  face  rectangulaire  Z'T  , ce  qui  simplifiera  la 
formule  de  transformation, en  la  réduisant  au  second  terme,  qui 
donnera  cos  Z'X=sin  y cos  (90" -)-•))=:  — sin  y sin  0.  Les  trois 
coefficients  propres  à la  formule  dey  se  trouveront  comme  les 
’précédents , et  pourront  d’ailleurs  en  dériver , si  on  y remplace 
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parloat  ? par  90*+ y.  Enfin,  la  transformation  sera  encore  plus 
facile  quant  à z , à cause  de  la  rectangularité  spontanée  d’une 
des  faces  de  chaque  angle  trièdre , le  dernier  coefficient  étant 
d’ailleurs  conservé.  C'est  ainsi  que  les  formules  de  transposition 
prennent  aisément  leur  forme  définitive , heureusement  affran- 
chie de  toute  relation  CRtérienrc , 

x = x'  (cos  f cos  ^ji+sin  œ sin  cos  >•)  + 

+y'{ — cos? sin  sin ?cos cos  0)  — z'sin  ? sin 

y — a/  ( — sin  coS'J'-Hcos  ? sin  'l' cos  0)  -f 
+y  (sin  ? sin  -t-  cos  ? cos'-(/  cos  0) — z cos  ? sin  6+  (!> 
z = jd  sin  ^ sin  cos  ^ sin  0+z’  cosO-f-c. 

, 145.  Mous  devons,  enfin,  apprécier  une  importante  modifi- 
cation spéciale  de  ces  formules  générales,  destinée  à rapporter 
l’équation  d'une  courbe  plane  à des  axes  pris  dans  ton  plan, 
de  manière  à permettre  d’étudier  désormais  cette  ligne  d après 
une  équation  unique,  suivant  le  modo  plan.  Si  les  nouveaux 
axes  des  x'  et  des^'  appartenaient  au  plan , supposé  connu , de 
la  courbe  donnée, y,  > = *)  = 0,  il  suffirait 

alors  de  substituer  les  formules  précédentes  dans  l’une  ou  l’autre 
de  ces  équations,  ce  qui,  en  ce  cas,  serait  indifférent,  et  d’y 
faire  ensuite  s'  = 0,  ce  qui  devrait  tenir  lieu , d’après  l’Iiypo 
thèse,  de  la  seconde  équation.  Mais,  on  peut  d’abord  abréger 
beaucoup  l’ensemble  de  ce  calcul,  en  supposant  ;'  = 0 avant 
d’accomplir  la  substitution,  quand  la  courbe  est  réellement 
plane , et  que  son  plan  est  préalablement  déterminé , comme 
nous  le  concevons  en  ce  moment.  De  plus,  la  disponibilité  des 
nouveaux  axes  rectangulaires  dans  ce  plan  permet  d’opérer  une 
simplication  encore  plus  importante,  en  plaçant  leur  origine 
sur  l’axe  vertical,  et  dirigeant  l’un  d’eux  parallèlement  à la 
trace  horizontale  du  plan  delà  courbe,  de  manière  à annuler, 
d’une  part  les  constantes  linéaires  a H 0,  d’une  autre  part 

31 
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l’angte  ')>.  L’cnsemMe  de  ces  modifications  réduit  les  formoks 
prinitiTcsà  celles-d 

cos  f+y  sin  f cos  o,^  = — x'  sin  ?+y  cos  ç cos  0, 
z=y  sin  0 + c , 

qui  ne  contiennent  que  trois  données,  une  linéaire  et  deux  an- 
gulaires, relatives  au  plan  de  la  courbe  considérée.  On  con- 
<;oit  qu  elles  doivent  dire  fort  usuelh^  dans  toute  la  géométrie 
à trois  dimensions,  où  l'étude  des  surfaces  exige  presque  tou- 
jours l’appréciation  de  leurs  sections  planes,  qui  ne  saurait 
devenir  sutlisamment  nette  qu’autant  qu’on  pourra  l’accomplir 
d’après  une  seule  équation  , directement  correspondante  au 
plan  de  chaque  courbe.  11  faut  d'ailleurs  concevoir  que,  quoi- 
que la  situation  ainsi  assignée  aux  nouveaux  axes  doive  être , 
en  général , la  plus  propre  à facilita , envers  de  telles  courbes, 
la  transition  analytique  de  la  géométrie  à trois  dimensions  à la 
géométrie  plane,  elle  pourra  n’étre  pas  toqiours  la  plus  conve- 
nable, soit  géométriquement , soit  analytiquement , à l’examen 
spécial  de  diacune  d’elles.  Mais,  une  fuis  que  cette  étude  aura  été 
ramenée  au  mode  plan , les  changenaents d'axes  qu’elle  pourrait 
ultérieurement  exiger  s’opéreront  suivant  lesréglesordinaircs  de 
la  géométrie  plane,  et  leur  considération  deviendrai  t entièrement 
étrangère  à notre  sujet  actuel , où  il  s’agissait  uniquement  d’ins- 
tituer , le  plus  simplement  possible , ce  passage  indispensable. 

L’utilité  proRoncce  de  ces  formules  spéciales  m’engage  à 
indiquer  au  lecteur  le  moyen  de  les  établir  directement , sans 
les  déduire  des  formules  générales  de  transposition.  Or,  en 
écartant  le  déplacement  d’origine , qui  n’y  peut  susciter  aucune 
difiiculle,  leur  formation  immédiate  est  naturellement  suggérée 
par  l’analogie  spontanée  des  deux  premières  avoc  celles  qu'in- 
dique la  géométrie  plane  pour  changer  la  direction  des  axes 
rectangulaires;  car,  celles-ci  n'en  diflèreul  récliemcat  que  par 
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le  changement  de  y'  euy  cos  6.  sauf  un  renvc'rsoment  de  sianos, 
purement  facultatif,  envers  l’angle  7 , ici  compté  en  sens  inverse 
du  cas  plan.  D’après  cette  indication , qu’on  imagine,  dans  le 
plan  xy , un  axe  auxiliaire  OU  82)  perpendiculaire  à l’axe 
ŒF,  qui  est  maintenant  celui  des  j:'  ; les  formules  planes  que  je 
viens  de  rappeler  permettront  de  passer  des  coordonnées  x et^ 
aux  coordonnées  Ji^  et  u de  la  projection  horizontale  H du  |ioiiit 
N'  que.  l’on  considère  arbitrairement  sur  le  plan  •r'y  ; dés  lors, 
le  triangle  rectangle  IV'HQ  fournira  aisément  le  moyen  d’ëlimi 
ner  u ou  IIQ , et  aussi  d’exprimer  la  troisième  ciMftilonnée  cou 
PTH,  d’après  l’hypoténuse  N't^ouy  et  l’angle  comum  N'QH  ou  9 ; 
ce  qui  reproduira  exactement  les  formules  pré«'*Mites. 

M6.  Quand  la  courbe  donnée  f,{x,y,  s)=0, 

sera  réellement  plane,  mais  sans  qu’on  en  soit  averti,  son 
plan  étant  d’aillenrs  encore  inconnu,  la  méthode  précédente 
restera  pareillement  applicable,  en  y concevant  alors  indé- 
terminées les  trois  constantes  7,  6 etc,  ce  qui  n’empèchcra 
nullement  la  substitution  de  nos  formules.  Seulement,  cette 
substitution,  qui  n'était  d’abord  indis|iensab]e  qu’envers  l’une 
des  deux  équations  proposées  , devra  maintenant  s'accomplir 
dans  toutes  deux,  afin  de  constater  la  nature  plane  de  la 
courbe  considérée  et  de  déterminer  son  plan  , d’apri*s  l’identi- 
flcalion  totale  des  deux  résultats  par  des  valeurs  convenables 
des  constanlci  disponibles  7, .9  et  c.  Lorsque  c<‘tte  cü'incidencc 
ne  saurait  s’éüiblir  de  quelque  manière  qu’on  dispose  de  ces 
trois  éléments  du  plan  .supposé,  il  sera  démontré  que  la  courbe 
en  question  n’est  pas  véritablement  plane. 

Cette  opération  analytique  pouvant  s’accomplir  entièrement 
sans  que  les  coeflicients  des  deux  équations  piimitives  soient 
déterminés,  pourvu  que  rindélermination  ne's’étende  pas  aux 
cx|>osauls,  une  telle,  méthode,  pous-sée  jusqu’à  .sa  plus  grande 
extension  fondamentale,  permettra  de  résoudre  un  problème 
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important  de  géométrie  générale,  en  déconrrant  analytiqae- 
ment  les  conditions,  de  situation  on  de  grandeur,  sous  les- 
quelles l’intersection  de  deux  surfaces  quelconques , données 
d’espèce,  deviendra  une  œnrbe  plane.  II suffira,  en  effet,  après 
avoir  disposé  de  7 , 6 et  c , de  manière  à satisfaire  à trois  des 
relations  de  coïncidence  ci-dessus  prescrites,  de  substituer 
leurs  valeurs  dans  les  autres  relations  de  ce  genre , qui  expri- 
meront alors  les  conditions  propres  aux  coefficients  des  deux 
surfaces  en  cas  d’intersection  plane. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  cylindres,  elliptiques  ou  hy- 
perboliques, x'-\-pz''=q,  ms’ = n.  Les  deux  substitutions 
indiquées  conduiront  aux  relations  de  coïncidence 

cos^sinycosO  _ sinQcos^cos» 
cos’  ? sin’  f 

sin’  y cos’  0 +/>  sin’  ? _ cos’  <p  cos’  0 msin’  0 
cos’  f sin’  f ’ 

«y^siné  cmsinO  pc’ — ç mc‘ — n 

cos’ y ~ sin’if  ’ cos’ÿ  sin> 


la  première  donne  6 = 90°,  la  seconde  tang<^  = 


et  la 


troisième  laisse  c indéterminé  ; ainsi , quand  l'intersection  est 
plane , son  plan  est  vertical  et  passe  par  l’axe  des  : , sons  un 
angle  connu  avec  l’axe  des  x.  D’après  ces  éléments,  la  qua- 
trième relation  fournit  la  condition  cberchéc  pn  = mq^  qui 
signiGe  géométriquement  que  les  deux  bases,  d'abord  de  même 
espèce , doivent  avoir  des  axes  verticaux  d'égale  longueur , 
quels  que  soient  d’ailleurs  leurs  axes  horizontaux. 
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SECONDE  PARTIE. 


THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  SURFACES  COURBES’, 

DAPtiS  LKDR  CUasmCATIOII  AIULraQCE  PAR  PAMU.C8  TRAUflRT  NATCREUES. 


PRÉAMBULE. 

147.  Toutes  les  théories  générales  que  nous  avons  établies 
dans  la  seconde  partie  de  la  géométrie  plane,  s’étendent  natu- 
rellement à la  géométrie  à trois  dimensions,  soit  pour  les  sur- 
faces , soit  pour  les  lignes , sans  exiger  ici  aucune  nouvelle 
explication  fondamentale.  Le  régime  didactique  ordinaire  op- 
pose seul  de  véritables  obstacles  à cette  extension  spontanée , 
en  dissimulant  la  généralité  intrinsèque  des  principales  concep- 
tions de  la  géométrie  analytique,  sous  leur  vicieuse  adhérence 
à quelques  cas  spéciaux.  Mais , ces  divers  principes  ayant  été , 
dans  ce  traité , conçus  et  exposés  d’une  manière  pleinement 
générale,  tout  lecteur,  qui  les  aura  suffisamment  compris 
pourra,  de  Ini-méme,  les  appliquer,  san» aucune  difiiculté 
sérieuse , à cette  nouvelle  destination , en  y opérant , d’aiUcurs, 
quand  il  le  faudra,  les  modiGcations  convenables.  Cette  facile 
élaboration  spontanée,  qui  constitue  l'un  des  avantages  essen- 
tiels de  la  inarche  que  j’ai  établie , me  permettra  ici  d'abréger 
beaucoup  l’étude  analytique  des  surfaces , en  la  réduisant  sur- 
tout aux  seules  conceptioas  qui  lui  sont  vraiment  propres,  et 
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qui  n’ont  aucun  analoguf^  en  géométrie  plane  : en  même  temps 
CCS  notions  supérieures,  trop  souvent  inaperçues  jusqu’à 
présent  au  milieu  tl'uiie  foule  de  détails  superflus  ou  déplacés, 
seront  ainsi  plus  nettement  saisies  et  plus  complètement 
apprêt  iées.  Je  vais  donc  me  borner  maintenant,  quant  aux 
diiïérentcs  théories  déjà  traitées  en  géométrie  plane,  à quelques 
rapides  indications  caractéristiques,  destinées,  soit  à faciliter, 
à leur  égard,  le  travail  personnel  du  lecteur,  soit  à y signaler 
quelques  modifleations  dont  nods  aurons  lieu  cnsnile  de  consi- 
dér<T  l’application  usuelle. 

La  première  d’entre  elles,  relative  an  nombre  de  points 
déterminant  s’étend  directement  aux  surfaces , aussi  bien 
dans  .sa  méthode  subsidiaire  que  dans  ses  principes  fondamen- 
taux , sans  exiger  aucun  autre  amendement  que  celui  natu- 
rellement relatif  au  nouveau  nombre  des  coordonnées , et  qui 
prescrira  de  compter  désormais  chaque  point  singulier  comme 
équivalent,  p<mr  la  détermination  d’une  surface  quelconque, 
non  plus  à deux  points  ordinaires,  mais  à trois.  Envers  les 
lignes , la  mcMliflcation  est  plus  profonde  et  pins  délicale , à 
cause  de  la  dualité  actuelle  de  leur  expression  analytique,  dont 
l'influence,  quoique  toujours  facile  à prévoir,  a été,  sous  ce 
ra|)p<u‘t , mal  appréciée  quclquefoia.  Nous  avons  eu  déjà  l’oc- 
casion de  la  caractériser  pour  la  ligne  droite,  de  manière  à 
indiquer  nettement  sa  tendance  générale.  11  faut  surtout  y re- 
marquer que  le  nombre  de  points  dctcBminant,  à l'égard  d'une 
courbe  quelconque,  est  alors  la  moitié  de  celui  des  constantes 
arbitraires  on  des  coefficients  indéterminés  propres  an  couple 
analytique  le  plus  simple  et  le  plus  général  dont  elle  soit  sus- 
ceptible , puisque.'  cliaqun  passage  fimrnit  maintenant  deux  re- 
lations au  lii-u  d’une  seule.  Ce  nombre  total  de  constantes  on 
de  coefficients  doit  donc  être  toujours  pair , et  il  y aurait  un 
oontre-sens  gn>ssier  à le  supposer  jamais  impair  : s’il  se  pré- 
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seaUU  d'abord  comme  tel , ce  serait  uo  motif  suffisant  d’assu- 
rer , ou  que  les  équations  n’ont  pas  toute  la  gcnéralité  conve- 
nable, ou  qu’elles  oonliennent  quelque  paramètre  superflu.  Par 
exemple,  en  concevant  le  cercle  d’après  la  rencontre  d’une 
sphère  et  d’un  plan,  ce  qui  constitue,  dans  l’espace,  son 
niciUcur  mode  d’expression  analytique,  ses  équations  semblent 
être 

(a — a) ’-f- (^  — 6)  *+ (z — 7) ’=  r\  s = ajc+ f c i 

mais,  puisqu’elles  renferment  sept  constantes  arbitraires , l’une 
d’elles  est  certainement  inutile  ; en  effet,  quoique  le  plan  doive 
être  unique,  la  sphère  ne  l’est  pas,  et  pourrait  varier  sans  faire 
changer  le  cercle  ; il  faut  donc  restreindre  assez  cette  surface 
pour  qu’elle  devienne  aussi  déterminée  que  l’autre.  On  y par- 
vient commodément  en  assujettissant  son  centre  à faire  partie 
du  plan  considéré  ; en  sorte  que  les  équations  du  cercle  prennent 
finalement  la  forme  pleinement  convenable 

(j:— — 6)  ’-r  (Z— 7)  ’=c’,  z— 7 = a (x— «) -t-i  (^— C), 

qni  offre  d’aiUenrs  accessoircmèot  l’avaqlage  géométrique  de 
ne  contenir  que  des  constaptes  dq«otement  relativçs  à la  courbe 
proposée.  Un  tel  éclaircissement  sur  ce  cas  usuel  indique  assez 
comment  il  faudrait  procéder  envers  tout  autre. 

A’otre  théorie  des  tangentes  anx  courbes  planes  conduit  aisé- 
ment à former  l’équation  du  plan  tangent  à une  surface  quel- 
conque , en  concevant  ce  plan  comme  le  lien  naturel  de  toutes 
Ips  tangentes  aux  diverses  sectfons  planes  de  la  snrface  autour 
du  point  considère.  Or,  celte  notion  géométrique , familière  en 
géométrie  descriptive,  peut  être  fondée,  indépcndapiniept  de 
tpulo  analyse,  sur  la  considération  directe  de  |a  normale , im* 
médiatement  caractérisée  par  sa  propriété  de  minimum.  Dès 
lors,  la  formation  de  l'équalion  du  plan  tangent  ne  peut  offrir 
aucune  difficulté.,  puisqu’elle  se  réduit  aussitôt  à exprimer 
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qu'il  oonticnl  deux  droites , préalablement  obtenues  comme 
tangentes  à denx  courbes  convenablement  choisies  sur  la  surface 
propos<v«  /"{j:,  y,  s)  = 0.  Les  coupes  les  plus  favorables  résul- 
teront des  plans  y=y, , -r=jr, , menés,  du  point  de  contact 
donné  (x„  y„  z,),  parallèlement  à deux  des  plans  coordonnés  : 
leurs  équations  propres  seront,  respectivement,/ =0, 
* /'(■ï'i . =)  = 0 ; elles  découleront  de  celle  de  la  surface , en  y 

supposant  constants^  ou  x.  Ainsi,  les  équations  des  tangentes 
correspondantes  deviendront,  d’après  notre  r^le  fondamentale, 

(2— =J,etx=jr..j^— J^.=— (Z— Z.). 

y *■  y ri 

Pour  que  ces  droites  soient  contenues  dans  le  plan  cherché 
= — z,  = a (x — x,)+b  (^— J',),  ses  coefGcients  angulaires  <z  et  ^ 

devront  être  respectivement  égaux  aux  fractions — T^^ct — . 

/ 'i  y *, 

L’équation  du  plan  tangent  sera  donc  finalement 

A.  (=— 2.)  +/’r.  (r  — y.)  +/'*.  (x—x,)=o. 

On  en  déduira  facilement  les  équations  de  la  tangente  à une 
courbe  quelconque,  analytiquement  représentée,  de  la  ma- 
nière la  plus  générale,  parle  couple  ? (jr,  j',  z)  =0,  il»  (x,y,  z)  =0, 
en  concevant  géométriquement  cette  tangente  comme  l'inter- 
section des  plans  tangents  menés,  du  point  considéré,  aux  deux 
surfaces  correspondantes.  Si  l’on  employait  le  système  dm  cy- 
lindres projetants,  on  ramènerait  plus  directement  la  question 
à la  géométrie  plane,  puisque  les  projections  de  la  tangente 
cherchée  devraient  toucher  les  projections  respectives  de  la 
courbe  : mais,  au  fond , ce  mode  de  réduction  ne  constituerait 
encore  qu’un  cas  particulier  de  la  notion  précédente.  D'après 
l’ensemble  de  cette  appréciation,  on  voit  que  notre  méthode  fon- 
damentale des  tangentes  s’étend  spontanément  à la  géométrie  à 

trois  dimensions , soit  pour  les  surfaces,  soit  pour  les  ligues,  et 
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en  y conservant  le  mi'me  déféré  précis  de  généralité  ; en  sorte 
qu’elle  s’y  trouve  parciliemeut  établie,  en  principi?,  envers  tous 
les  cas  possibles , mais  également  restreinte  ici , dans  son  ap- 
plication effective,  aux  seules  équations  algébriques,  préala- 
blement rendues  rationnelles  et  entières,  par  suite  d’une  sem- 
blable influence  de  la  faible  instruction  analytique  exigée  en  ce 
traité. 

En  étendant  aux  surfaces  la  définition  des  diamètres,  ces 
lieux,  qui  alors  deviennent  aussi  des  surfaces,  pourront  s’ob- 
tenir analytiquement  de  la  même  manière  qu’en  géométrie 
plane,  en  appliquant  chacune  d^  deux  méthodes  générales  que 
nous  y avons  établies , avec  des  modifications  trop  évidentes 
pour  nécessiter  maintenant  aucune  explication.  On  pourrait 
aussi  opérer  une  semblable  extension  envers  la  méthode  supplé- 
mentaire destinée  à déterminer  spécialement  les  diamètres  rec- 
tilignes, ici  transformés  en  diamètres  plans  : seulement  la  com- 
plication supérieure  dés  nouvelles  formules  de  transposition 
entraverait  beaucoup  l'exécution  habituelle  des  calculs  qu’elle 
prescrit. 

Il  est  enc(M%  plus  facile  d’étendre  aux  surfaces  le  principe 
analytique  propre  à notre  théorie  des  centres,  soit  à l’égard 
d’une  équation  quelconque , soit  sous  la  forme  spéciale  qui  con- 
vient aux  équations  algébriques  proprement  dites.  Envers 
celle-ci,  on  pourra  même  remarquer  que,  quoique  la  coexis- 
tence de  trds  variables  y multiplie  nécessairement  les  combi- 
naisons d’exposants,  les  conclusions  usuelles  restent  pourtant 
identiques  ; car,  après  avoir  ainsi  apprécié  tous  les  cas , on  re- 
connaîtra finalement  que  les  différents  termes  continuent  à 
changer  ou  non  de  signe,  parle  changement  de  signe  simultané 
des  trois  coordonnées,  selon  que  leur  degré  est  impair  ou  pair. 
Le  déplacement  d’origine  indéterminé,  destiné  à la  détermina- 
tion du  centre , sera  donc  toujours  dirigé  vers  la  suppression 
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des  termes  de  degré  impair  daos  les  équations  de  degré  pair,  oa 

réciproqvemdht. 

Si  l’on  considère , enfin  , notre  théorie  analytique  de  la  simi- 
litude , surtout  sons  sa  dernière  forme , on  reconnaîtra  direc- 
tement que  son  extension  spontanée  aux  surfaces  n’exige  au- 
cune modification , et  ne  suscite  d’autre  difiBcnlté  nouvelle  que 
l’inévitable  complication  des  calculs  de  transposition  qu’elle 
exige  envers  les  cas  les  plus  généraux,  son  principe  restant 
d’ailleurs  évidemment  identique.  Rien  n’empéchera  non  plus 
l’application  convenable , sous  les  mêmes  conditions  fondamen- 
tales qu’en  géométrie  plane , de  la  méthode  subsidiaire  destinée 
à dispenser  souvent  d'une  telle  élaboration , et  qui  acquerra 
ainsi  un  plus  grand  prix  en  suppléant  à des  opérations  algé- 
briques devenues  plus  pénibles. 

1 48.  D’après  l’ensemble  de  cette  rapide  appréciation , toutes 
nos  conceptions  de  géométrie  générale  relatives  à l’analyse  or- 
dinaire concernent  donc  esscnliellemeAt  l’étude  des  courbes 
planes , et  ne  présentent  ensuite , à l’égard  des  surfaces , qu'une 
simple  extension  spontanée,  dont  l’accom plissement  n’exige, 
au  fond , aucun  nouveau  principe  important  qui  soit  vraiment 
propre  à une  telle  destination  : je  peux  assurer  d’avance  qu’il 
en  est  à peu  prés  de  même  pour  les  diverses  notions  géomé- 
triqiK^  qui  exigent  l’analyse  transcendante.  Ainsi , en  suivant 
ici  le  même  plan  que  dans  la  géométrie  plane,  sa  seconde 
partie  semble  d'abord  s’effacer  naturellement , ou  ne  devoir 
consister  qu’en  une  sorte  d’imitation  facile.  En  outre , les  ex-  . 
plications  fondamentales  que  nous  avons  établic‘3  sur  la  discus- 
sion géométrique  des  équations  à trois  variables  paraissimt 
égaletueni  tendre  à faire  spontanément  disparaître  la  troisième 
partie  de  ce  système  didactique  , puisqu’elles  ramènent , en 
général , la  discussion  des  surfaces  à l’examen  de  leurs  diverses 
sections  planes,  sauf  les  embarras  supérieurs  que  suscite  alors 
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la  concentration  finale  des  résultats  obtenus.  Quel  peut  donc 
Cire  ici  l’objet  propre  de  notre  étude  générale  des  surfaces , d’où 
semblent  écartés  d’avance  les  deux  ordres  essentiels  de  diffi- 
cultés analytiques  envers  la  double  relation  élémentaire  entre 
l’abstrait  et  le  concret  ? 

Pour  apprécier  convenablement  le  caractère , éminemment 
nouveau , de  l’élaboration  fondamentale  qui  nous  reste  à ac- 
complir, il  faut  concevoir,  dans  le  système  total  des  spécula- 
tions géométriques , deux  points  de  vue  également  universels, 
qui  sont  profondément  distincts , quoique  intimement  liés , 
l’un  abstrait , l’autre  comparatif.  Sous  le  premier  aspect , es- 
sentiellement propre  à la  géométrie  plane  , il  s’agit  d’instituer 
les  moyens  analytiques  d’étudier  les  propriétés  générales  des 
formes  queloonques  : <?«t  ce  que  nous  avons  fait , d'abord 
envers  les  lignes  , et  par  suite  quant  aux  surfaces  , pour  les 
conceptions  suffisamment  accessibles  à l’analyse  ordinaire  , et 
auxquelles  il  resterait  seulement  à joindre  les  théories  plus 
profondes  qui  exigent  l’analyse  transcendante.  Au'contraire , 
le  second  point  de  vue , où  l’on  apprécie  l’application  collec- 
tive de  ces  diverses  méthodes  abstraites  aux  différentes  figures 
géométriqnéS  afin  de  les  classer  conformément  à l’ensemble  de 
leurs  affinités  réelles . est  jusqu’ici  resté  presqu’entiérement 
étranger  à la  géométrie  plane  , comme  je  l’ai  plusieurs  fois  in- 
diqué , surtout  au  début  de  sa  troisième  partie.  C’est  à la 
géométrie  à trois  dimensions  qu’il  appartenait  nécessairement 
de  constituer  le  nouvel  aspect  fondamental  de  la  science  géomé- 
trique, ultérieurement  susceptible  , sans  doute,  d’étre  conve- 
nablement étendu  à la^géomctrie  plane , où  il  laisse  aujour- 
d’hui , à beaucoup  d’égards , une  immense  lacune.  L’étude  des 
courbes,  plus  simple  et  plus  directe,  devait  essentiellement 
fonder,  sous  la  grande  impulsion  cartésienne,  la  géométrie 
générale  proprement  dite , par  les  travaux  graduels  des  suc- 
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ross«Drs  de  Dcscarlcs  pendant  les  deux  derniers  sii^lcs.  Mais , 
la  (jéumétrie  comparée , non  moins  indispensable , et  d’ailleurs 
plus  féconde,  quoiqu’elle  ne  pût  surgir  qu’apres,  n’a  com- 
mencé à se  caractériser  que  dans  l’élude,  plus  vaste  et  plus 
variée,  des  surfaces,  d’apres  l'éminente  conception  fondamen- 
tale de  Monge  sur  leur  classilication  rationnelle , dont  l’ana- 
logue n’existe  encore  aucunement  en  géométrie  plane.  Notre 
travail  actuel  est  donc  destiné  surtout  à établir  convenable- 
ment , autant  que  le  comporte  la  seule  analyse  ordinaire , 
celte  nouvelle  idée  mère,  qui  constitue , à mes  yeux  , le  plus 
grand  ps  qu’ait  pu  faire  le  système  des  conceptions  géomé- 
triques depuis  Descartes  et  Leibnitz , et  dont  le  seul  Lagrange , 
prmi  les  contemporains  de  Monge,  avait  dignement  soup- 
çonné la  haute  portée  philosophique , essentiellement  méconnue 
(le  presque  tous  les  géomètres  ultérieurs , devenus  de  plus  en 
plus  insensibles  au  perfectionnement  direct  de  l’ensemble  des 
pensées  mathématiques , par  suite  de  l’empirisme  croissant  que 
détermine  naturellement  le  morcellement  exagéré  de  la  culture 
scienliGquc. 

Cette  indispensable  étude  , principal  aliment,  à la  fois  scien- 
tifique et  logique , que  la  géométrie  analytique  à trois  dimen- 
sions puisse  spécialement  offrir  aujourd’hui  aux  bons  esprits  , 
ramènera  à de  véritables  régies  , soit  la  formation  , soit  la  dis- 
cussion, des  équations  de  surfaces,  du  moins  pour  toutes  les 
familles  dont  l’équation  collective  a pu  être  complètement 
obtenue  jusqu’ici.  Les  applications  naturelles  que  j’aurai  lieu 
d’y  expliquer  permettront  d’ailleurs  à cette  élaboration  finale 
de  remplir  accessoirement  un  oflicc  correspondant  à celui  de 
notre  quatrième  partie  de  la  géométrie  plane , en  faisant  suf- 
fisamment connaître  les  principales  propriétés  caractéristiqnes 
des  diverses  surfaces  du  second  degré , dont  toute  appréciation 
plus  particulière  sM>rait  ici  superflue  et  ne  tendrait  réellement 
qu  .i  détourner  rnttenlion  de  notre  objet  essimliel. 
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Notions  fondomentoles  sur  U classiHcalion  rationnelle  des  surfaces. 


149.  L’éladc  générale  des  surfaces  étant  natnrcllcntcnt  plus 
difficile  que  celle  des  lignes , on  peut  s’étonner  d’abord  que 
leur  classification  rationnelle  soit  pourtant  beaucoup  plus 
avancée  , à tel  point  que  la  géométrie  comparée  n’est  même 
dogmatiquement  ébauchée  jusqu’ici  qu’à  leur  égard  , comme 
nous  l’avons  souvent  reconnu  en  géométrie  plane.  Mais  une 
appréciation  plus  approfoudie  doit  entièrement  dissiper  ce  qu’un 
tel  contraste  logique  semble  offrir  de  paradoxal , en  faisant 
sentir  que,  par  suite  de  la  multiplicité  plus  étendue  et  de  la  va- 
riété plus  prononcée  inhérente  à leur  complication  supérieure, 
la  comparaison  universelle  des  surfaces  donne  lieu  nécessaire- 
ment à des  caractères  pins  tranchés  et  à des  rapprochements 
mieux  appréciables  que  ne  saurait  le  permettre  celle  des  lignes. 
Une  pareille  opposition  fondamentale  se  manifeste,  en  vertu 
de  semblables  motifs  élémentaires , dans  la  plus  éminente 
partie  de  la  philosophie  naturelle  proprement  dite , d’où  dé- 
rivent spontanément  les  vrais  principes  de  la  théorie  générale 
des  classitications  quelconques , c'est-à-dire  dans  l’étude  des 
corps  vivants , entre  le  règne  animal  et  le  régne  végétal  : car, 
le  classement  des  organismes  animaux  a toujours  été  beaucoup 
pins  satisfaisant  que  celui  des  végétaux , précisément  parce 
que  les  premiers  , étant  plus  compliqués , et , dès  lors  , plus 
multipliés  et  plus  variés , ils  comportent  des  comparaisons  plus 
décisives.  Quelque  singulier  que  puisse  d’abord  sembler  ici  un 
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tel  rapprochement  philosophique  à certains  esprits  mal  prépa- 
rés, ce  n’est  pas  sans  dessein  que  j’indique  en  passant  la  relation 
naturelle  de  ces  deux  cas  scicntiGqucs , dont  l’incvitable  alhnité 
logique  a certainement  influé  sur  le  peu  de  progrès  qu’a  faits 
jusqu’à  présent  la  géométrie  comparée  , depuis  sa  fondation  , 
plutôt  instinctive  que  systématique,  par  la  grande  conception  de 
Monge , encore  si  imparfaitement  appréciée  : on  conçoit  ainsi , 
en  effet , que  cette  sorte  de  stagnation  doit  tenir  surtout  à la 
vicieuse  éducation  des  géomètres  actuels , qui , d’après  un  em- 
pirique morcellement,  restent  ordinairemcMit  trop  étrangers 
aux  études  les  plus  propres  à développer,  à cet  égard , des 
dispositions  vraiment  rationnelles. 

En  opposant  directement  la  notion  générale  des  surfaces  à 
celle  des  lignes,  il  est  aisé  de  saisir  le  motif  fondamental  de  la 
facilité  spéciale  que  présente  nécessairement  la  première  sorte 
de  lieux  géométriques  à l’établissement  d’iinc  classiGcation  sa- 
tisfaisante. Car,  les  surfaces  sont  engendrées  par  le  mouve- 
ment des  lignes , tandis  que  cclles-<;i  résultent  du  mouvement 
d’un  simple  point.  Or,  un  point  n’ayant  aucune  forme  appré- 
ciable, les  divers  lieux  qu’il  prodoit  ne  peuvent  différer  que 
suivant  là  I<Ù  de  ce  mouvement , sans  laisser  d’accès  à aucun 
attribut  caractéristiqtn , qttl  fMtidé  permettre  d’instituer  à la 
fois  des  dftrtlnctlbnà  Üiinchécs  et  des  rapprochements  généraux, 
double  condition  indispensable  à tout  classement  régulier.  Les 
surfaces,  an  contraire  , se  rapprochent  et  se  distinguent  spon- 
tanément d’après  la  nature  de  leurs  génératrices  ; puisque  la 
même  ligne  , mue  diversement , peut  engendrer  une  infinité 
de  surfaces  dilfèrentcs  , dont  les  propriétés  respectives  seront 
néanmoins  essentiellement  analogues,  en  vertu  d'une  telle  • 
communauté  d’origine  , de  manière  à constituer  aussitôt  des 
groupes  vraiment  naturels  , d’ailleurs  plus  ou  moins  étendus. 
Aussi , en  aucuù  temps , la  classification  empirique  des  lieux 
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algébriques  suivant  les  degrés  de  leurs  équations  n’a-l-elle  pu 
acquérir  envers  les  surfaces  autant  de  consistance  provisoire 
qu’à  l’égard  des  courbes  : tout  en  l’employant , les  géomètres , 
même  avant  Monge , devaient  être  conduits  , par  un  instinct 
confus,  à sentir  son  incompatibilité  radicale  avec  le  principe 
évident  qui  prescrivait  de  classer  les  surfaces  selon  leur  mode 
de  génération  , de  façon  à réunir  en  un  même  groupe  toutes 
les  surfaces  cylindriques  , en  un  autre  toutes  les  surfaces  coni- 
ques , etc  , sans  considérer  les  diversités  de  degrés  , ou  en  ne 
leur  accordant  qu’une  attention  très-secondaire. 

150.  Pour  établir  convenablement,  d’après  ce  principe  , la 
conception  fondamentale  de  Monge  sur  la  classitiGation  ration- 
nelle des  surfaces , il  faut  on  apprécier  d’abord  la  nature  géo- 
métrique , ensuite  l’expression  analytique  , et  enfin  constituer 
l’harmonie  nécessaire  de  ces  deux  ordres  généraux  de  notions 
élémentaires. 

Sous  le  premier  aspect , nous  devons  ici  nous  borner  à carac 
tériser  rigoureusement  l’idée  de  famille,  seule  pensée  hiérar 
chique  qui  soit  encore  suffisamment  élaborée  en  géométrie 
comparée.  Deux  surfaces  ne  sauraient  appartenir  à une  même 
famille  géométrique  qu’autant  qu’elles  sont  eneendréi»  par  une 
même  ligne  ; mais  cette  indispensable  condition  rat  bien  loin 
de  suffire  -,  elle  donnerait  une  notion  beaucoup  trop  étendue 
de  CB  premier  groupe  naturel.  Une  même  génératrice , en 
effet , peut  convenir  à une  infinité  de  familles  de  surfaces  dif- 
férentes , comme  on  le  voit , par  exemple , même  envws  la 
ligne  droite , d’où  résultent  indifféremment  la  famille  des 
cylindres  , celles  des  cènes  , celle  des  conoïdes  , etc. , et  une 
multitude  d’autres  qu’on  ne  saurait  conlondre  entre  elles , mal- 
gré les  relations  spontanées  qui  doivent  y résulter  de  cette 
source  commune  : une  ligne  plus  compliquée  , telle  que  le 
cercle , admettant  encore  plus  de  variété , doit , à plus  forte 


Digitized  by  Google 


GÉOUÉTBIK  DANS  L’ESPACE. 


raison  , comporter  la  même  remarque.  Pour  que  la  famille 
géométrique  soit  sufTisamment  définie , il  faut  n’y  comprendre 
que  des  surfaces  résultées  d’une  même  génératrice  mue  suivant 
la  même  loi , en  laissant  seulement  indéterminée  la  directrice 
qui  doit  achever  de  spéciGer  le  lieu  produit , en  sorte  que  la 
diversité  de  celle-ci  constitue  réellement  l’unique  différence  es- 
sentielle de  ces  surfaces,  dont  les  équations  pourront  cepen- 
dant , à ce  titre , offrir  successivement  tons  les  degrés  algé- 
briques , ou  même  contenir  toutes  les  fonctions  transcendantes. 
Telle  est  la  juste  extension  des  seuls  groupes  naturels  envers 
lesquels  les  conditions  fondamentales  de  la  géométrie  com- 
parée puissent  aujourd’hui  être  regardées  comme  suffisamment 
remplies. 

Si  celte  notion  devait  rester  purement  géométrique , elle  se- 
rait essentiellement  dépourvue  d’efficacité,  puisque  les  études 
quelconques  de  géométrie  générale  ne  sont  vraiment  suscepti- 
bles d’un  progrès  décisif  et  soutenu  qu’aulant  qu’elles  peuvent 
se  subordonner  à des  conceptions  analytiques,  ainsi  que  nous 
l’avons  pleinement  reconnu , en  géométrie  plane , à l’égard 
même  de  recherches  beaucoup  plus  simples.  Aussi  est-ce  sur- 
tout dans  la  découverte  du  nouveau  genre  d’équations  propre  à 
représenter,  non  plus  des  surfaces  particulières,  mais  des  fa- 
milles ainsi  déGnies,  qu’a  dù  consister  l’éminent  mérite  de  l'é- 
laboration fondamentale  de  Monge,  avant  laquelle  les  géomè- 
tres avaient  dû  s’élever  quelquefois  à une  pensée  tellement 
naturelle,  sans  pouvoir  lui  donner  aucune  suite  importante, 
faute  d’en  avoir  conçu  la  représentation  analytique. 

Cette  indispensable  représentation  repose  sur  la  considération 
habituelle  d’une  nouvelle  sorte  d’équations  à trois  variables , 
contenant  une  fonction  arbitraire  , mais  dont  le  sens  est  néan- 
moins nettement  appréciable,  quoique  plus  étendu  que  celui  des 
équations  ordinaires,  ou  l’indétermination  se  réduit  commune- 
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ment  aux  seuls  coefficients,  en  affectant  tout  au  plus  les  expo- 
sants. 11  importe  d’alwrd  de  concevoir  abstraitement  une  telle  in- 
terprétation des  équations  de  la  forme/  (jr,  y,z)  = ^ (/  (x,^,  :)) 
ou , ce  qui  est  équivalent , ^ ( /(x,  z),/,(x,  z)  ) = 0,  tes 

caractéristiques  grecques  y et  '}«  désignant  des  fonctions  entière- 
ment arbitraires , tandis  que  les  caractéristiques  romaines /.et  - , 
f,  indiquent  des  fonctions  déterminées , suivant  une  notation 
que  je  maintiendrai  habituellement  en  toute  cette  théorie,  afin 
d’y  mieux  éclaircir  le  discours  analytique.  Or,  ce  qui  caracté- 
rise directement  toute  pareille  équation  à trois  variables  , c’est 
la  possibilité  d’étre  réduite  à deux  variables  seulement,  d’après 
une  transformation  toujours  assignable.  Car,  en  posant 
z) = t et  / (x,  z)  = U,  ces  deux  équations  déterminées 

permettront , en  chaque  cas , de  rapporter  deux  des  anciennes 
variables  aux  deux  nouvelles  t et  «,  et  à la  troisième  d’entre 
elles , suivant  des  formules  exactement  définies , 

x = F,(I,«,z),  y = ie,{t,u,z). 

Dès  lors,  la  substitution  de  ces  formules  dans  nue  équation  - 
particulière  donnée  y (x,^,  z)=o  devra  la  rendre  spontané- 
ment indépendante  de  z,  si  elle  est  vraiment  susceptible  de  con- 
formité avec  le  type  proposé , qui  constitue  une  relation , 

/ = ?(«)  ou >1-  (t,  a)  = 0,  entre  / et  u seulement.  Une  telle  dis- 
parition de  Z,  qui  ne  saurait  certainement  avoir  lieu  envers  one 
équation  prise  au  hasard,  sera  donc  propre  à caractériser,  par 
un  irrécusable  symptôme  analytique,  les  diverses  équations 
spéciales  que  ce  type  peut  embrasser,  à l’exclusion  nécessaire 
de  toutes  les  autres.  Ainsi,  les  équations  qui  établissent  une  re- 
lation arbitraire  entre  deux  fonctions  déterminées  de  trois  va- 
riables ont,  en  elles-mêmes,  une  acception  nettement  appré- 
ciable , quoique  plus  étendue  que  celle  des  équations  ordi- 
naires. 

82 
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Dans  celle  explicalion  élémentaire,  U importe  de  sentir  que 
toute  sa  réalité  analytique  repose  sur  la  coexistence  de  trois 
variables  au  moins , cl  qu'elle  s’effacerait  nécessairement  à l’é- 
gard des  équations  à deux  variables,  qui  ne  sauraient  com- 
porter une  telle  diminution  de  pluralité,  tendant  alors  à détruire 
tonte  idée  de  variation,  en  fixant  la  valeur  de  l’unique  variable  . 
ainsi  conservée.  La  notation  analogue  envers  deux  variables 
seulement, /.(x,j^)=  ?(/.(/a:,,r))ou 

désigne,  en  effet , une  équation  tout  aussi  pleinement  arbitraire 
que  si  l’on  écrivait  simplement  ^ = (j>  (x)  ou  (x,  y)  =0.  En  y 
appliquant  le  symptôme  précédent,  un  reconnaît  aussitôt  qu’il 
cesse  alors  d’étre  caractcristi(]ue,  puisque  celte  réduction  aux 
nouvelles  variables^  et  u pourrait  alors  s’opérer  indifféremment, 
d'après  chaque  mode  de  transformation , en  une  équation  quel- 
conque entre  x et  y.  Ce  contrpsle  nécessaire  des  deux  cas  ana- 
lytiques mérite  une  soigneuse  appréciation , connue  indiquant 
spontanément,  d’après  ce  qui  va  suivre,  l’impossibilité  radicale 
d étendre,  aux  courbes  le  principe  de  classification  que  nous 
allons  appliquer  aux  surfaces  ; en  sorte  que,  si  jamais  Icclasse- 
nient  des  lignes  devient  vraiment  rationnel,  ce  sera  inévitable- 
ment d’après  une  tout  autre  idée  mère,  dont  rien  jusqu’ici  ne 
saurait  Indiquer  le  germe  propre. 

Mous  pouvons  maintenant  constituer  directement  la  concep- 
' tion  fondamentale  relative  à la  classification  rationnelledes  sur- 
faces, en  établissant  une  exacte  harmonie  élémentaire  entre  les 
. deux  notions  générales,  l’une  géométrique,  l’autre  analytique, 
qui  viennent  d’étre  expliquées,  de  manière  à montrer  que  ces 
nouvelles  équations , 

JX->:,y  ,--)—<i[J'M.y,  s))  ou  ^{/M>y>  =))=o, 

sont  naturellement  destinées  à représenter,  non  de  simples 
surfaces,  mais  des  familles  proprement  dites , suivant  la  défioi- 
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(ion  précédente.  11  faut,  pour  cela,  discuter  le  lieu  géomé- 
trique d’une  telle  équation , dans  la  vue  d’y  saisir  ce  qu'il  offre 
do  vraiment  caractéristique,  abstraction  faite  de  toute  hypo- 
thèse particulière  sur  la  nature  de  la  fouction  arbitraire  y ou  'y. 
Or,  à cet  effet,  il  suflU  de  remarquer  que,  quelle  que  soit  cette 
fonction,  l’équation  proposée  est  composée  de  façon  à rendre 
inévitablement  constante  l’une  des  deux  fonctions  déterminées 
toutes  les  fois  que  l’autre  sera  supposée  l’ètre.  Si  donc  on  con- 
çoit le  lieu  quelconque  de  celte  équation  coupé  par  une  suite 
de  surfaces  auxiliaires  résultées  de  l’équation./',  [x,y,z)  = a, 
où  a désigne  un  paramétre  arbitraire,  la  seconde  équation  des 
sc’ctions  correspondantes  sera  néccssairemenl./i  z)=b,ù 
étant  un  autre  paramétre  analogue,  dont  la  relation  au  premier 
reste  soulemeiil  iiidéiermiuéo,  tant  que  la  fouction  v ou  n’est 
pas  définie.  Ainsi,  toutes  les  hyfiothèscs  relatives  à cette  dernière 
fonction  auront  cela  de  géométriquement  commun  que  les  sur- 
faces correspondantes , malgré  leurs  inévitables  différences , 
seront  pourtant  toujours  composées  des  lignes  représentées  par 
les  équationsy,  (x,^,  z)  = a,  J\  (x,y,  z)  = b.  La  nature  de  ces 
génératrices,  où  les  constantes  a et  b restent  seules  arbitraires, 
est  entièrement  déterminée,  ainsi  que  la  loi  de  leur  mouvement; 
la  diversité  réelle  du  lieu  géométrique , d’après  l’indétermina- 
tion de  la  fonction  7,  pourra  toujours  être  réduite  à ii’affectcr 
que  les  directrices  successivement  combinées  avec  cette  com- 
mune génératrice,  puisque  chaque  relation  des  paramètres 
équivaudrait  sans  cesse  à une  condition  de  rencontre  entre  cette 
courbe  mobile  et  chaque  courbe  fixe.  Nous  sommés  donc  con- 
duits à regarder  un  tel  type  analytique  comme  représentant  une 
véritable  famille  de  surfaces , suivant  l’exacte  définition  préa- 
lable de  CCS  groupes  géométriques  : ou  ne  peut  plus  conserver 
aucune  incertitude  sur  la  correspondance  fondamentale  des  deux 
modes  d’indétermination , l’un  concret,  l’antre  abstrait. 
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L’analyse  transcendante  complète  heureusement  cette  co- 
relation  nécessaire  , en  permettant  de  remplacer  ces  (M{uations 
directes  contenant  une  fonction  arbitraire,  par  des  équations 
indirectes  entre  les  deux  dérivées  partielles  de  la  variable  dé- 
pendante, où  celte  fonction  est  entièrement  éliminée , et  qui  de- 
viennent dés  lors  mieux  calculables,  sans  qu’une  telle  transforma- 
tion altère  d’ailleurs  aucunement  l’interprétation  géométrique. 
Mais,  quoiqu’un  tel  complément  général  soit  certainement  in- 
dispensable pour  bien  apprécier  la  puissance  et  la  fécondité  de 
la  grande  élaboration  de  Monge , nous  pouvons  déjà  cepen- 
dant , avec  la  seule  analyse  ordinaire,  constituer  ici  essen- 
tiellement la  classilication  rationnelle  des  surfaces  , de  manière 
à retirer  immédiatement , de  celte  intéressante  étude  , une  im- 
portante elHcacité  scientifique , aussi  bien  qu’une  haute  utilité 
logique. 

151.  O’aprés  cette  nouvelle  idée  mère , les  familles  de  sur- 
faces peuvent  être  multipliées,  d’une  manière  presque  machi- 
nale , avec  autant  de  facilité  que  les  espèces  de  courbes  en  géo- 
métrie plane,  en  attribuant,  même  au  hasard , diverses  formes 
analytiques  aux  deux  fonctions  , f,  cl f, , qui  caractériseront , 
en  chaque  cas  , le  mode  de  génération.  Quoique  ces  hypothèses 
successives  puissent  quelquefois  coïncider  géométriquement , 
par  suite  de  l’inlinie  diversité  propre  à la  représentation  ana- 
lytique d’une  ligne  dans  l’espace , on  conçoit  cependant  qu’elles 
fourniront  le  plus  souvent  des  familles  vraiment , distinctes  , 
dont  la  plupart  n’auraient  jamais  été  considérées  auparavant, 
et  auraient  encore  moins  reçu  un  nom  propre  , qui  n’a  été  ac- 
cordé jusqu'ici  qu’à  quelques  familles  usuelles.  En  chaque  cas , 
la  discussion  générale  du  type  analytique  proposé , suivant  la 
marche  fondamentale  que  je  viens  d’établir,  caractérisera  tou- 
jours nettement , avec  plus  ou  moins  de  facilité  d’ailleurs , 
la  famille  correspondante. 
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Soit,  par  exemple  , l’équation  — 2 = ÿ(j* — 1^* 

équations  de  la  génératrice  seront  donc  jt  4-.> — z = a , 
J — y-\-z  = b;  or,  chacune  d’elles  représentant  un  plan  de 
direction  constante  , dont  la  distance  à l’origine  reste  seule  ar- 
bitraire , il  s’ensuit  que  la  famille  proposée  est  engendrée  par 
une  droite  parallèle  à la  ligne  f\\cx+y — z=0,  jc — y+z  = 0. 
Ainsi , quelle  que  puisse  être  la  fonction  l’équation  donnée 
a pour  lieu  géométrique  une  surface  cylindrique  ; et  ces  deux 
dernières  équations  , ou  leur  équivalent  plus  simple  x=0, 
y = z,  indiquent  que  ce  cylindre,  est  toujours  parallèle  à la  bis- 
sectrice de  l’angle  de  deux  des  axes  coordonnés. 

Considérons  encore  l’équation  un  peu  plus  compliquée 

X-^+Z=<f ;; , 

où  la  génératrice  sera  représentée  par  jc  z = a , 

JC — y=bz.  On  y reconnait  aussitôt  une  ligne  droite,  mais 
dont  la  direction  n’est  plus  invariable.  En  cherchant  à saisir  ce 
que  1a  génératrice  offre  de  fixe,  afin  d’apprécier  la  famille 
géométrique  correspondante  , il  est  aisé  de  découvrir  que  ces 
surfaces  résultent  toujours  du  mouvement  d’une  ligne  droite 
parallèlement  à un  plan  donné  x-l-^-j-s=0  et  le  long  de  la 
bissectrice  de  l’angle  des  deux  axes  horizontaux. 

Examinons,  on  dernier  lieu,  l’équation  z = f(xy) , rela- 
tive à une  famille  qui  n’a  pas  été  signalée.  Sa  génératrice  aura 
pour  équations  s = « , xy=b  \ ce  qui  annonce  une  hyperbole 
dont  le  centre  parcourt  l’axe  vertical , tandis  que  ses  asymp- 
totes demeurent  parallèles  aux  axes  horizontaux  , son  sommet 
se  mouvant  d’ailleurs  arbitrairement  dans  le  plan  bissecteur 
de  deux  des  plans  coordonnés. 

Je  ne  saurais  trop  recommander  au  lecteur  la  multiplication 
spontanée  de  ces  nouveaux  exercices  de  géométrie  analytique  , 
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les  plus  propres  de  tous  à faire  profondément  sentir  la  relation 
nécessaire  de  l’abstrait  au  concret , qui  s’y  trouve  nalurellu- 
ment  plus  vaste  et  en  même  tempe  plus  condensée  qu’en  aucun 
autre  genre  de  discussion  géométrique  des  équations.  Sans 
jamais  dépasser,  envers  les  deux  fonctions  caractéristiques , des 
formes  suffisamment  simples  , comme  l’exige  la  difficulté  su- 
périeure de  telles  appréciations , dont  lu  résultat  final  man- 
querait autrement  de  la  netteté  convenable  à leur  destination 
logique , il  sera  facile  de  varier  asseï  les  familles  correspon- 
dantes pour  acquérir  bientôt  un  sentiment  usuel  de  la  concep- 
tion fondamentale  de  Monge. 

152.  Ce  grand  principe  prescrit  directement  la  marche  ge- 
nerale suivant  laquelle  on  doit  toujours  procéder  à la  forma- 
tion de  l’équation  collective  propre  à l’ensemble  de  chaque 
famille,  quand  elle  sera  géométriquement  définie.  Il  snflira 
d’élaborer  analytiquement  cette  définition , de  manière  à obtenir 
les  équations  de  la  génératrice  avec  deux  constantes  arbitraires 
seulement.  Une  telle  réduction  sera  nécessairement  toujours 
^possible,  en  ayant  égard  à toutes  les  circonstances  caracté- 
ristiques , si  ce  groupe  naturel  est  convenablement  institué  , 
c’est-à-dire , s’il  a le  juste  degre  d’extension  qui  correspond  à 
une  famille  proprement  dite.  D’après  cette  condition  préalable , 
l’équation  collective  de  la  fàmillc  se  formera  toujours  en  résol- 
vant ces  deux  équations  de  la  génératrice -relativement  aux 
deux  paramétres  , ainsi  rapportés  aux  coordonnées  variables , 
afin  d’indiquer  entre  ces  deux  fonctions  une  relation  totale- 
ment arbitraire. 

Quand  l'ensemble  des  conditions  proposées  laissera  plus  de 
deux  paruraètros  arbitraires  dans  les  équations  générales  de  la 
génératrice,  ce  symptôme  analytique  indiquera  sans  équivoque 
que  le  groupe  considéré  est  trop  vague  pour  l’étal  présent  dç 
la  géométrie  comparée , et  comprend  réellement  une  infinité  de 
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ramiUps  do  surfarcs.  Lorsque,  au  conlraire,  ces  équations  pour- 
ront élrc  amenées  à ne  plus  contenir  qu’un  seul  paramétre  va- 
riable , il  est  évident  que  le  lieu  géométrique,  cessant  de  con- 
stilner  une  véritable  famille,  se  réduira  à une  espèce  déterminée, 
dont  l’équation  se  formerait  en  éliminant,  entre  ces  deux  i^ua- 
tions , cet  unique  paramétre , de  manière  à ne  laisser  rien  d’in- 
décis dans  la  composition  analytique , sauf  les  valeurs  des 
cocHieients. 

Pour  déterminer,  en  sens  inverse,  si  une  surface  particulière 
donnée  appartient  ou  non  à une  famille  donnée,  les  régies  gé- 
nérales prescrites  au  n°  150  permettront  toujours  de  le  décider, 
en  les  appliquant  de  fa^^oti  a rec^uiuaitre  si  l'équation  spéciale 
proposée  peut  ou  non  rentrer  abstraitement  dans  le  type  ana- 
lytique correspondant.  Telle  est,  à cet  égard,  la  seule  question 
judicieuse  qui  puisse  élrc  réellement  posée.  Car,  demander  à 
qui  lle  famille  appartient  chaque  surface  parlieuliérc,  constitue 
évidemment  un  problème  trop  indéterminé , puisque  la  même 
surface  peut  être  rangée  parmi  une  intiiiité  de  familles  dilTé- 
rentes , d’après  les  divers  modes  de  génération  dont  elle  est  tou- 
jours susceptible;  quoique  sou  étude  spéciale  puisse  ensuite 
exiger,  entre  ces  divers  points  de  vue  géométriques,  un  choix 
unique , qui  d’ailleurs  variera  suivant  la  nature  des  recherches 
poursuivies.  Un  doit  regarder  toute  surface  comme  pouvant 
être  engendrée  successivement  par  chacune  des  lignes  qu’on  y 
peut  tracer.  Mais  cette  inévitable  indétermination  n’altére  nul- 
lement la  réalité  fondamentale  de  notre  conception  géométri- 
que sur  les  familles  de  surfaces , toujours  caractérisées  par  la 
nature  de  la  génératrice  et  la  loi  de  son  mouvement  ; car , si 
chaque  surface  peut  contenir  une  infinité  de  courbes  distinctes, 
il  en  existe  encore  davantage  qui  n’y  peuvent  jamais  être  si- 
tuées ! le  cercle  est,  par  exemple,  la  seule  courbe  plane  qu’on 
puisse  décrire  sur  une  sphère. 
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Après  avoir  élabli , dans  ce  premier  cbapilrc , tontes  les  no> 
tions  essentielles  relatives  an  classement  rationnel,  à la  fois 
analytique  et  (;éomctriquc , des  surfaces  quelconques,  il  nous 
restcà  mieux  caractériser  ces  principes  généraux  par  leur  ap- 
plication spéciale  à l'étude  successive  des  principales  familles 
qui  ont  été  jusqu’ici  régulièrement  introduites  en  géométrie 
comparée. 


CHAPITRE  IL 


Théorie  des  surfaces  cjlindriques. 


153.  Cette  famille,  la  plus  simple  et  la  plus  usuelle  de 
tontes , comprend  les  surfaces  engendrées  par  une  droite  de 
direction  Gxe , glissant  sur  une  ligne  quelconque.  Les  équations 
naturelles  de  cette  génératrice , jc  = az-\- a , y = bz-\- S , sont 
donc  immédiatement  adaptées  à la  formation  de  l’équation 
collective , d’après  les  principes  fondamentaux  du  chapitre  pré- 
cédent. 11  suffit,  pour  cela,  d‘y  concevoir  fixes  les  deux  coeffi- 
cients angulaires  a et  6 , en  supposant  variables  les  seub  para- 
métres linéaires  a et  6.  Puisque  les  constantes  arbitraires  s’y 
trouvent  ainsi  réduites  spontanément  à deux , on  formera 
l’équation  de  la  famille  en  dégageant , snivant  la  règle , a et  6 
en  x,y,z,  afin  d’indiquer,  entre  ces  deux  fonctions , une  re- 
lation arbitraire , x — az=<f[y — bz) , ou  (x — az  ,y — <>2)=0. 
Telle  est  donc  l’équation  générale  des  surfaces  cylindriques , ou 
tel  est  du  moins  le  type  analytique  le  plus  simple  auquel  on 
puisse  ramener  toute  surface  de  cette  sorte  : car,  on  conçoit 
d’aillears , en  principe , que , d’après  l’inGnic  diversité  que 


Digilized  by  Googif 


SECONDE  PARTIE,  CHAPITRE  DEUXIÈME.  5U5 

comporte  le  couple  analytique  propre  à la  représentation  de 
chaque  ligne  dans  l’espace,  l’équation  collective  convenable  à 
chaque  famille  pourra  prendre  une  inGnilé  de  formes  distinctes 
quoique  équivalentes , selon  le  mode  adopté  pour  formuler  sa 
génératrice.  Mais  toutes  ces  formes  diverses  sont  toujours  sus- 
ceptibles de  coïncider  finalement,  par  suite  des  transformations 
déjà  expliquées  au  sujet  des  lignes.  On  choisit  donc,  envers 
chaque  famille,  le  mode  le  plus  simple,  pourvu  qu’il  ait  une 
suffisante  généralité i il  correspond  au  meilleur  couple  analy- 
tique de  sa  génératrice,  et  on  l’emploie  habituellement  à carac- 
tériser les  surfaces  considérées.  C’est  en  ce  sens  que  nous  œn- 
sacrerons  essentiellement  1e ^ype  analytique  x — az—<f{y — bz) 
à la  représentation  spéciale  des  surfaces  cylindriques.  , 
Quand  on  voudra  reconnaître  , d’après  ce  type , si  une  sur- 
face donnée  f (x,  z)  =0  appartient  ou  non  à cette  famille , 
il  faudra  donc , suivant  la  régie  fondamentale  du  chapitre  pré- 
cédent , y changer  x — az  et^  — bz  en  t et  m , c’est-à-dire  y 
substituer  t-\-az  et  u-\-bz  au  lieu  de  x ct^,  afin  de  voir  si  le 
résultat  y (ï-é<Jz,  u->rbz  , z)  = 0 peut  devenir  indépendant 
de  Z.  Mais  il  importe  , à ce  sujet , d'apprécier  ici  un  supplé- 
ment d'explication  que  je  n’ai  pu  suffisamment  signaler  dans  la 
doctrine  générale , parce  qu'il  n’aurait  pas  été  assez  nettement 
saisissable  = il  consiste  en  ce  que  cette  disparition  de  z ne  sau- 
rait jamais  être  entièrement  spontanée;  elle  supposera  toujours 
quelques  conditions  relatives  à la  disponibilité  des  paramètres 
fixes,  a et  6 , de  la  génératrice.  Aucune  surface,  en  effet, 
n’est  cylindrique  en  un  sens  quelconque  , même  le  plan  qui , 
exceptionnellement , se  trouve  l’étre  en  une  infinité  de  sens  : 
c’est  toujours  une  partie  essentielle  de  la  question  que  de  dé- 
terminer la  direction , habituellement  unique,  des  génératrices 
de  chaque  cylindre.  Il  faut  donc  concevoir  la  disparition  de  z, 
dans  l’équation  finale  /(i-^-az,  u-f-éz,  z)=0,  comme  ne 
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pouvant  jamais  s’accomplir  qu’cn  disposant  convenablement  des 
constantes  et  6 , qui  permettront  d’abord  d'y  annuler  à vo- 
lonté deux  des  termi's  distincts  en  z qni  les  contiennent  = après 
avoir  ainsi  disposé  de  ces  paramétres , il  faudra  que  leurs  va- 
leurs réelles  annulent  aussi  In  roclllcient  total  de  tout  autre  de 
CCS  termes , sans  quoi  la  surface  ne  sera  pas  cylindrique.  Si 
toutes  ces  conditions , au  contraire , y peuvent  être  simulta- 
nément remplies , sa  nature  cylindrique  sera  constatée  , et  l’on 
connaîtra  la  direction  de  ses  génératrices  : il  ne  restera  plus , 
pour  concevoir  nettement  sa  génération,  que  de  lui  assigner 
une  directrice  sudisamment  simple , qui  sera  le  plus  souvent 
l’une  des  traces  de  la  surface  sur  les  plans  coordonnés. 

Considérons , par  exemple , l’éqnalion 

jc'+y+  2c’—  2jts  — 2y  5 = 1 . 

La  substitution  prescrite  y fournira  l'équation  finale 

(a’+  é’—  2a — 2f>  + 2)  z’+  (2« — 2)  rs + (2/>  — 2)  ;<s + C'+  «’=  1 . 

Pour  que  ce  résultat  devienne  indépendant  de  z , d'après  cer- 
taines valeurs  de  a et  b , il  faut  poser  2é  = 2 , 2a=2 , 
et  a'+h‘=z2a+2b — 2,  les  deux  termes  en  iz  et  en  uz  ayant  • 
dû  être  ici  traités  comme  distincts , quoique  contenant  la  même 
puissance  de  z , puisque  les  nouvelles  variables  ( et  u ne  sau- 
raient être  confondues  parmi  les  coeOicients , afin  que  a otb 
restent  vraiment  constants,  ü’après  l’accord  spontané  de  ces 
trois  conditions , la  surface  proposée  est  curtainemeut  cylin- 
drique , cl  les  projections  de  scs  génératrices  sont  parallèles 
aux  bissectrices  des  angles  XZ  et  Y/.  Quant  à la  base  du 
cylimire,  on  pourra  choisir,  par  exemple,  sa  trace  horizon- 
tale, Qu’indique  l'équation  primitive  en  y faisant  z=x.ü , d où 
rt-sulle  le  cercle  x‘+y‘=^ . Au  reste,  on  peut  remarquer,  en 
général , que  ^ dans  la  théorie  des  surfaces  cylindriques , cette  ’ 
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(race  s’obtiendra  toujours  spontanément , en  même  temps  que 
la  direction  des  pciiératrices  , en  reconnaissant  la  nature  de  la 
surface  : car,  l'équation  finale  précédente , lorsque  z y a dis- 
paru , représente  géométriquement  la  trace  horizontale  de  la 
surface  proposré , entre  les  nouvelles  variables  r et  n , alors 
considérées,  suivant  leur  interprétation  concrète,  comme  les 
coordonnées  de  la  trace  horizontale  de  la  génératrice. 

Tous  les  calculs  ainsi  prescrits  pouvant  également  s’accom- 
plir si  les  coedlcients  de  l’équation  donnée  étaient  indéter- 
minés , pourvu  que  les  exposants  ne  le  fussent  pas , cette  mé- 
thode serait  susceptible  de  dévoiler  sous  quelles  conditions 
analytiques  la  surface  correspondante  deviendrait  cylindrique. 
Quand  le  développement  de  l’équation  finale 

/(r  + rts,  U+&*,  s)=0 

aurait  déterminé  a et  b d’après  deux  des  termes  en  z , il  fau- 
drait que  leurs  valeurs , d'ailleurs  réelk's , annulassent  chacun 
des  autres , d'où  résulteraient  autant  de  relations  nécessaires  et 
suffisantes  pouT  rendre  cylindrique  le  lieu  proposé.  Dans  l’équa- 
tion générale  du  second  degré , par  exemple , 

Cz’-t-  Dj:;x  + E-rz-t-F^z+Gj:+Hx+Kz=  1, 

on  trouverait  ainsi , après  un  calcul  un  peu  long  mais  facile  , 
deux  relations  entre  les  neuf  coefficients , puisque  les  termes 
distincts  en  zs’y  trouveraient  au  nombre  de  quatre,  contenant 
l’un  z’,  un  autre  rz,  un  troisième  uz,  et  on  dernier  z seulement. 

154.  Il  faut  maintenant  considérer,  envers  les  surfaces  cylin- 
driques , la  question  générale  qui  consiste  à déterminer  la  fonc- 
tion arbitraire  propre  à l’équation  collective  de  chaque  famille 
d’après  les  équations  de  la  directrice. 

Comme  cette  fonction  indique  ici  la  relation , d’aliord  indé- 
terminée , entre  les  paramètres  variables  « et  6 de  la  généra- 
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tricR,  x = nz+a  et  y=  bz+^,  tout  se  réduit  à découvrir  leur 
liaison  d’après  la  condition  de  rencontre  perpétuelle  de  cette 
génératrice  avec  la  directrice  donnée , 

y,  =)  = 0 et/,(x,  y,  s)  — 0. 

Or,  cette  condition  se  formulera , suivant  la  marche  ordinaire  , 
par  l’élimination  des  trois  coordonnées  x , y,  s,  entre  ces  deux 
couples  simultanés.  Une  fois  obtenue , la  relation  des  para- 
mètres i|<  (a , 6)  = 0 fournira  aisément  l’équation  de  la  surface , 
en  les  y remplaçant  par  x — az  et  y — bz. 

On  peut  donner  à ce  calcul  une  forme  technique  très-simple , 
qu’il  convient  d’indiquer  ici , quand  on  a pris  spécialement  pour 
base  du  cylindre  proposé  sa  trace  horizontale, y(x,^)=0,  z=0 
Car,  l’élimination  préparatoire  s’accomplit  alors  sans  qu’il  faille 
spéciGer  la  fonction  y,  relative  à l’éqnation  plane  de  cette 
courbe,  et  la  relation  des  paramètres  linéaires  devient 
/(a,  6)  = 0,  d’où  résulte,  à l’^ard  du  cylindre  cherché, 
l’èquntion  /"{x — nz,y — bz)  = 0.  Ainsi , on  passera  analyti- 
quement d’une  telle  base  au  cylindre  correspondant , en  se 
bornant  à y changia'  x en  x — az  eiy  en  y — bz  ; ce  qui  permet 
de  composer  très-facilement  des  équations  cylindriques , d après 
les  diverses  courbes  planes,  algébriques  ou  transcendantes.  En 
partant,  par  exemple,  des  équations 
..  y'-{-x^=f>,  y'=mx,  xy=p\  y=c‘,  >'=sinx,  etc. 

on  formerait  aussitôt  les  équations 

{y  — Ô3)’-f  (X  — az)'=  r\  (y  — 6s)’  = w (x  — az) , 

(x— as)  {y—bz)=p\  y—bz^c^-",  y—bz=8\n(x—az),  etc. 

pour  les  cylindres  circulaire , parabolique , hyperbolique , 
logarithmique,  troeboïdique , etc. 

Nous  devons , enGn  considérer  aussi  la  détermination  de  la 
fonction  arbitraire , de  manière  à spécifier  l’equation  du 
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cylindre , quand  celle  surface , au  lieu  de  passer  par  une 
courbe  donnée  , doil  élre  circonscrile  à une  surface  quelconque 
donnée/ (x,  z)  = 0.  La  diOicullé  consisle  encore  à décou- 
vrir la  relalion  des  paramèlres  variables  a el  6 qui  rendra  la 
généralrice , x = a^-|-«,  y=bz-\-^  ^ langentc  à une  Iclle 
surface  dans  chacune  de  scs  posilions  : on  converlira  eusuile 
celle  liaison  en  équalion  du  cylindre , en  y changeanl , comme 
ci-dessus,  ael6  en  x — ax  el  y — bz.  Or,  pour  formuler  ce 
conlacl , d’après  les  seules  règles  de  la  géomèlrie  plane  , il  suflil 
de  le  réduire  à celui  de  la  droile  considérée  avec  la  seclion  de  la 
surface  par  l’un  quelconque  des  plans  qui  la  conlienneiil.  Si 
l’on  cboisil , à ce  lilre , l’un  de  scs  plans  projelanls^=éz-|-6 , 
la  généralrice  sera  sulUsammcnl  cousliluéc  tangenle  à la  courbt; 
correspondanle , en  élablissant  la  même  relalion  entre  leurs 
projections  respectives  sur  le  second  plan  vertical.  Tout  se 
réduit  donc  à exprimer,  dans  ce  dernier  plan  , suivant  l’un  ou 
l’autre  des  deux  modes  généraux  prescrits  à ce  sujet  en  géomé- 
trie plane,  que  la  droile  x=az-j-a  touche  la  courbe 
/{x,  éx-j-6 , z)  =0  , d’où  résultera  la  relation  des  paramétres 
6}=0,  el , par  suite,  l’équation  du  cylindre  cherché 
+ (x — az  , y — bz)  = 0. 

En  employant  le  principe  des  racines  égales  pour  formuler 
ce  contact  plan , ce  qui  d’ailleurs  n’csl  pas  toujours  préférable , 
comme  on  sait , on  serait  donc  amené  à chercher  la  condition 
d’égalité  entre  deux  racines  del'équation /(«x-{-a,  6x-|-6,z)=o. 
Sous  cette  dernière  forme  , la  méthode  pourrait  être  directe- 
ment conçue  , indépendamment  des  considérations  précédentes , 
puisqu'une  telle  équation  , immédiatement  appréciée , leud  à 
déterminer  l’intersection  de  la  génératrice  avec  la  surface 
donnée , en  sorte  que , à ce  titre , deux  de  ses  racines  doivent 
coïncider  en  cas  de  contact. 

Ce  problème  général  comporte  spoQtanémenl  ane  application 
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très-étendae  dans  la  thé  orie  des  ombres , quand  les  rayons 
lumineux  sont  regardés  comme  parallèles  , ainsi  qu’on  doit  le 
supposer  liabiluellcmcnl  envers  la  lumière  solaire.  Si  l’on  cir- 
conscrit alors  au  corps  propose  un  cylindre  parallèle  à ces 
' rayons , la  courbe  de  contact  constituera  évidemment , sur  la 
surface  considérée  , la  ligne  de  démarcation  entre  la  partie 
éclairée  et  la  partie  obscure  ; ensuite  l’intersection  de  ce  cylin- 
dre par  un  plan  donné  , ou  par  telle  autre  surface  quelconque 
où  l’on  voudra  recevoir  l’ombre , déterminera  le  contour  na- 
turel de  l’ombre  ainsi  portée.  Tout  dépend  donc , à cet  égard , 
de  la  détermination  du  cylindre  circonscrit , dont  l’cquatiou 
successivement  combinée  avec  celles  de  la  surface  éclairée  et 
de  la  surface  d’ombre  fera  aussitôt  connaître  les  deux  lignes 
qui  constituent  le  sujet  géométrique  d’une  telle  recberche. 

Envers  la  courbe  de  contact,  il  n’est  pas  inutile  de  remarquer 
qu’on  pourrait  l’obtenir  directement  avant  de  trouver  le  cylin- 
dre , et  de  manière  même  à faciliter  ensuite  sa  recherche , en  y 
voyant  le  lieu  des  points  de  la  surface  proposée  où  le  plan  tan- 
gent est  parallèle  aux  rayons  lumineux  x=az,^=szbz  ; car, 
d’après  le  type  général  de  l’équation  du  plan  tangent  ( n“  147  ), 

(z — Z,)  f Z, +{j'  —X,  )/'v.  + { -^’ — ® > 
ce  parallélisme  fournirait  aisément  la  relation 
J"' il + Vi  + ‘}f'x,  — 0 , 

en  exprimant  que  la  droite  œrrespondante  x — x^=za(z — z), 
y — y^=b[z  — z.)  est  entièrement  contenue  dans  ce  plan.  Los 
équations  de  la  courbe  cherchée  seraient  donc 

/(•^.r»z)  = 0,  af'x+b/'y+f'.  — O. 

On  pourrait  dés  lors  faire  rentrer  cette  question  dans  la  précé- 
dente, en  considérant  cette  ligne  comme  une  directrice  donnée 
du  cylindre  cliercbé.  O’après  le  mode  analytique  de  furmatiou 
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de  la  seconde  équation,  son  degré  sera  nécessaireiucnt  inférieur 
d’une  unité  à celui  de  la  première  ; d’où  l’on  peut  nécessaire- 
ment conclure , envers  toute  surface  du  second  degré , que  sa 
courbe  de  contact  avec  un  cylindre  circonscrit  sera  toujours 
plane,  et , par  conséquent , une  section  conique. 

Soit,  par  exemple,  l’ellipsoïde = 1 , éclairé  par 

des  rayons  lumineux  x=z,  x = et  qu’il  faille  trouver 
l’ombre  portée  sur  le  plan  des  xy  Cherchons  d’abord  le  cylindre 
circonscrit  suivant  la  première  méthode , et  en  y employant  le 
principe  des  racines  égales,  ici  très-convenable;  après  avoir 
substitué  Z -H  a et  Z + 6 au  lieu  de  x et  y,  la  relutiHb  do  contact 
sera  alors  -aê’=13;  elle  fournira,  pour  ce  cylindre, 
l’équation 

x’+y  + z’  — Jrr— xz— ^'Z  = 13, 

d’où  résultera  la  courbe  d’ombre  cherchée  x’  +y^  — xy=:t3; 
quant  à la  courbe  de  contact , le  lecteur  pourra  s'exercer  ù con- 
stater, en  combinant  convenablement  les  équations  du  cylindre 
et  de  l’ellipsoïde , que , conformément  à la  remarque  précé- 

dente,  elle  appartient  au  plan  - +'^+z=  0, 

4 9 


CHAPITRE  III. 

îhSorte  des  surfaces  coniques. 

'155.  Dans  cette  seconde  famille,  la  génératrice  est  encore 
une  ligne  droite , mais  assujettie  à tourner  autour  d’un  point 
fixe , en  glissant  d’ailleurs  sur  une  courbe  quelconque.  Si  donc 
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a,  6 , y désignent  les  coordonnées  de  ce  sommet  donné,  les  équa- 
tions de  cette  génératrice , 

X— a=a{z— 7),  y—€  = b(z—y). 


ne  contenant  plus  que  deux  paramétres  variables,  les  deux 
coefficients  angulaires  et  é,  se  trouveront  spontanément  adap- 
tés à la  Tormation  immédiate  de  l’équation  collective,  qui  sera, 
par  conséquent , en  général , sous  sa  forme  la  plus  simple. 


X— a y — ëy 


Pour  employer  ce  type  analytique  à vériGer  la  nature  conique 
de  chaque  anrfacc  particulière y(x,^,  z)  = 0,  il  faudrait, 
suivant  nos  règles  fondamentales,  remplacer  x et  y par 
t+a{z—j'),  u+ë{z~y),  afin  de  rendre  cette  équation  spé- 
ciale y(t-t-a(z — 7),  «-(-6  (z — 7),z)=o  entièrement  indépen- 
,dantc  de  Z , en  disposant  convenablement  des  constantes  a,  6,  7, 
relatives  au  sommet  du  cône.  Dans  l’équation  complète  du  se- 
cond degré , par  exemple , on  aurait  ainsi  à annuler , comme  au 
chapitre  précédent , les  termes  en  z%  en  iz , en  uz  et  en  z seul  ; 
mais  on  disposerait  maintenant  de  trois  paramètres , en  sorte 
que  ces  quatre  conditions  n’aboutiraient  ici  qu'à  une  relation 
unique  entre  les  neuf  coefficients  indéterminés,  tandis  que  le 
cas  cylindrique  en  exigeait  deux.  Au  reste,  envers  une  équa- 
tion quelconque , la  figure  cylindrique  du  lieu  correspondant 
supposera  toujours  une  conilition  de  plus  que  la  forme  conique, 
puisque , en  regardant  le  cylindre  comme  un  cône  dont  le  som- 
met s’éloigne  à l’infini,  il  faudra  joindre  aux  conditions  coniques 
une  relation  nouvelle  propre  à rendre  jpfinies  les  coordonnées 
du  sommet  ou  l’une  d’elles , en  annulant  le  dénominateur  com- 
mun ou  partiel. 

L’opération  analytique  propre  à v^ifier  si  une  surface 
donnée  appartient  à la  famille  proposée  est  donc  ici  naturelle' 
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ment  plus  pénible  qu’au  chapitre  précédent  i mais  elle  comporte  | 

une  heureuse  simplification  générale,  en  ayant  égard  à un  } 

théorème  important  de  géométrie  comparée,  suggéré  par  le  type 
conique  que  nous  venons  d’établir,  quand  on  y apprécie  les 
modifications  qu’il  éprouve  en  supposant  l'origine  des  coor- 
données placée  au  sommet  du  cône.  Cette  équation  collective 

devient  alors  - = ? on  <{1  = 0.  Or,  sous  cette  forme, 

la  vérification  proposée  s’ac«)mpiirait  aisément , puisqu’elle  se 
réduirait  à substituer  iz  et  uz,  au  lieu  de  x et  y,  dans  chaque 
équation  particulière , afin  d’examiner  si  z y disparaît  sponta- 
nément. D’après  ce  principe,  il  suffit  de  concevoir  cette  sub- 
stitution envers  un  terme  quelconque  hx’^y’^z'',  qui  deviendrait 
ainsi  0’"''”*+’,  pour  reconnaître  aussitôt  qu’une  telle 

élimination  suppose  à tous  les  termes  un  même  degré , estimé , 
suivant  le  mode  algébrique  ordinaire , par  la  somme  des  expo- 
sants des  trois  variables.  C’est  ainsi  que  Monge  a découvert  na- 
turellement cette  belle  proposition  générale  : toute  équation 
homogène  à trois  variables  représente  nécessairement  un  cône 
dont  le  sommet  est  à l’origine  des  coordonnées  ; et , réciproque- 
ment , toute  surface  conique  est  susceptible  d’une  équation 
homogène , quand  on  transporte  l’origine  des  coordonnées  an 
sommet  du  cône.  Quoique  la  géométrie  comparée  ait  été  jus- 
qu’ici bien  peu  cultivée , une  telle  relation  est  très-propre  à 
faire  sentir  la  puissance  du  nouveau  mode  analytique  sur  lequel 
Monge  a fait  reposer  l’étude  collective  des  diverses  familles, 
géométriques;  car  celte  liaison  remarquable  entre  la  forme 
conique  de  la  surface  et  la  composition  homogène  de  l’équation, 
qui  découle  avec  tant  d’évidence  et  de  simplicité  de  ce  système 
d’apjiréciation , n’aurait  pu  s’apercevoir,  au  contraire , de  l’an- 
cien point  de  vue,  où  les  différents  cônes  resteraient  dispersés 
dans  tous  les  degrés  algébriques,  que  par  suite  d’une  lente  et 

3.1 
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pénible  induction , qae  rien  ne  oondnisait  naturellement  à for- 
mer avant  que  toutes  les  surfaces  assujetties  à une  même  géné- 
ration eussent  été  analytiquement  envisagées  sous  un  aspect 
commun. 

D’après  cette  propriété  caractéristique,  on  pourra  recon- 
naître aisément  la  nature  conique  de  chaque  surface  donnée 
z)  = 0 ; car,  si  cette  équation  est  homogène , la  ques- 
tion se  trouvera  ainsi  résolue  immédiatement  ; si  elle  ne  l’est 
pas,  il  restera  à déplacer  l’origine  de  manière  à la  rendre  telle, 
en  y annulant  tous  les  termes  distincts  dont  le  degré  est  infé- 
rieur au  sien , par  le  changement  accoutumé  de  x , z en 
x+a,^-f-e , z-t-y,  de  manière  à déterminer,  dans  ce  dessein , 
les  constantes  disponibles  a , 6 , 7,  qui  indiqueront  le  sommet 
do  cône.  Pour  l’équation  générale  du  second  degré , par  exem- 
ple , il  faudrait  faire  alors  disparaître  les  trois  termes  du  pre- 
mier degré  et  le  terme  constant,  d’où  résulterait,  comme  sui- 
vant le  premier  mode,  mais  bien  plus  simplemtmt,  une  relation 
nécessaire  entre  les  neuf  cocflicients  indéterminés , après  avoir 
éliminé  les  coordonnées  du  sommet. 

156.  Considérons  maintenant,  de  même  qu’en  vers  les  cylin- 
dres, la  spécifîcation  de  l’équation  collective  des  cônes,  quand 
ou  donne  la  directrice  de  la  surface.  Entre  les  équations  de 
cette  base,  y,  (X,  J',  z)  = 0,/,(x,^,  z)  =0,  et  celles  de  la  gé- 
nératrice, X — a = d(z — V),.y — t=b  (z — 7),  il  suffira  encore 
d'éliminer  x , z , afin  de  former  la  condition  de  rencontre 
.perpétuelle  |(  , ô )= 0 , d’où  l’on  passera  aussitôt  à l’équation 
du  cône , en  y changeant  les  paramètres  variables  a et  ô en 
X — a.  y 6 

et . 

*—7  55—7 

Je  prendrai  spécialement  pour  exemple  à ce  sujet  le  cône  qui 
se  rapporte  à la  théorie  des  mappemondes , quand  on  y cherche 
la  perspective  d’un  cercle  quelconque  de  la  sphère  terrestre , 
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sapposé  vu  à travers  un  certain  méridien  dont  le  pôle  indique- 
rait la  position  de  l’œil,  suivant  le  mode  de  projection  géogra- 
phique le  plus  usuel.  En  plaçant  l’origine  des  coordonnées  au 
centre  de  la  terre , dirigeant  l’axe  des  z vers  les  pôles  terres- 
tres , l’axe  des  x suivant  le  méridien  ainsi  choisi,  de  manière  à 
faire  passer  l’axe  desy  au  point  de  vue,  les  équations  d’un  cer- 
cle quelconque  du  globe , maintenant  érigé  en  base  du  cône 
cherché,  seront  z’  = r"  ei  zz=.ax+by-^c.  Celles  de  la 

génératrice  étant  ici  x^mzc\y=.nz-\rr,  la  condition  de  ren- 
contre deviendra  finalement 


m’  ( 6r-|-c)’-t-(  nc-\-r — amr)'  +{br+c}'‘  = r*(l  — am  — bn)’’. 
Ainsi,  l’équation  du  cône  cherché  sera 


j:’(ôr+c)’+(ciy— r)-t-r* — arxy+z'{br+c)'=^(i^ax'^b{r — rs))’ 


En  y faisant  ^ = 0 , on  en  déduira  l’équation  de  la  perspective 
demandée 


x’+z'+2z  — 2 ■— — s + 


br-^c 


br+c 


r’(c  — br) 
c+br 


Sa  composition  indique  aussitôt  la  principale  propriété  d’une 
telle  projection  géographique , où  tout  cercle  terrestre  est  tou- 
jours représenté  aussi  par  un  cercle,  comme  les  anciens  l’avaient 
découvert  d’après  la  considération  des  sections  anti-parallèles 
du  cône  circulaire  oblique.  Un  pourrait  y constater  également, 
mais  à l’aide  d’un  calcul  pénible  dont  rien  ne  suggérerait  natu- 
rellement 1a  pensée , la  remarque  accessoire , d’ailleurs  peu 
utile , sur  l’aptitude  de  celte  perspective  à maintenir  sans  alté- 
ration l’angle  de  deux  cercles  quelconques.  En  achevant  l’ap- 
préciation spéciale  de  l’équation  précédente,  on  trouvera,  pour 
les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  do  cercle  ainsi  obtenu , 
les  formules 

ar*  r* 
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dont  la  dernière  est  seule  usitée  en  géographie,  et  uniquement 
même  envers  les  parallèles  à l’cquatenr  ou  les  méridiens.  Si  on 
y fait  les  hypothèses  : = c,^=/7x,  correspondantes  à ces  deux 
cas  pour  l’équation  du  plan  du  cercle  considéré , on  en  déduira 
aisément  les  règles  ordinaires  de  construction  des  arcs  de  cercle 
qui  s’y  rapportent  : leurs  rayons  seront  ainsi  respectivement 
mesurés  par  la  cotangente  de  la  latitude  ou  par  la  sécante  de 
la  longitude. 

La  formation  spéciale  de  l’équation  d’un  cône  dont  la  direc- 
trice est  donnée  se  simpliiic  beauconp,  comme  dans  le  chapitre 
précédent,  quand  on  prend  pour  hase  la  trace  horizontale  de 
la  surface.  Car,  l’élimination  des  trois  coordonnées  variables 
peut  alors  s’accomplir  aisément  entre  les  équations  de  la  géné- 
ratrice, X — a = a (; — 7),  y — S=b(z — 7),  et  celles  d’nne 
telle  directrice J'{x,y)=0,z  = 0 : il  en  résulte  la  relation  gé- 
nérale des  deux  paramétres  a — ay,  6 — by)=Q  \ d’où 

dérive  l’équation  du  cône  cherché  f(— — = 0 

\ s — 7 s — y / 

ainsi  déduite  l’équation  plane  de  sa  hase  par  le  changement  de 
' a:  — yx  6: — yy 

x et  ^ en  et . Ln  partant , par  exemple , du 

Z— y Z— y 

cercle , on  aurait , pour  le  cône  circulaire, 

i (6=— + — (z~-y)% 

et,  s’il  esUdroit, 

e et  a s’annulant  alors. 

Âu  sujet  de  celte  application  particulière , il  faut  ici  noter  la 
position  normale  de  l’appréciation  des  courbes  du  second  degré 
comme  sections  coniques , que  nous  n’avons  pu  traiter  en  géo- 
métrie plane  que  d’après  un  artifice  exceptionnel.  Pour  établir 
celte  notion  dans  son  entière  généralité,  envers  tout  cône  cir- 
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cniaire,  droit  ou  oblique,  il  suffirait  de  traiter  chacune  des 
équations  précédentes  par  la  méthode  générale  que  nous  avons 
destinée  à l’étude  des  sections  planes  d’une  surface  quelconque, 
et  qui  maintenant  fournirait  aussitôt  une  courbe  du  second 
degré.  Mais  on  sera  même  entièrement  dispensé  de  l’exécution 
d’un  tel  calcul,  si  l’on  se  borne,  à cet  égard,  à la  proposition 
principale , consistant , au  fond , dans  la  simple  connaissance  du 
degré  de  la  section,  sans  s’occuper  d’ailleurs  de  sa  nature  pa- 
rabolique, elliptique,  ou  hyperbolique,  assez  indiquée,  en 
chaque  cas,  par  la  situation  du  plan.  Car,  du  point  de  vue 
propre  à la  géométrie  analytique  à trois  dimensions,  il  est  clair, 
en  général,  indépendamment  de  la  méthode  des  sections  planes, 
que  tonte  surface  algébrique  d’un  degré  quelconque  ne  peut 
être  coupée  par  un  plan  que  suivant  une  courbe  du  même 
degré,  puisque  cela  est  incontestable  pour  les  plans  parallèles 
aux  plans  coordonnés , et  qui  peuvent  représenter , à vrai  dire, 
des  coupes  quelconques,  en  considérant  l’équation  ta  plus  com- 
plète de  chaque  type , dont  la  composition  convient  spontané- 
ment à toutes  les  situations  possibles  du  lieu.  Suivant  ce  prin- 
cipe  évident , toutes  les  èecffmis  planes  du  cône  circulaire  sont 
des  courbes  du  second  degré , par  cela  seul  que  celte  surface 
fait  partie  de  celles  de  ce  degré. 

Dans  la  théorie  des  cônes,  comme  dans  celle  des  cylindres, 
on  peut,  enGn , déterminer  la  fonction  arbitraire  en  concevant 
que  la  surface  doive  être  circonscrite  à une  surface  quelcon- 
que donnée  /*  (a:,  s)  = 0,  qui  remplacerait  la  directrice  cor- 
respondante. La  solution  s’accomplira  de  la  même  manière,  en 
cherchant  la  relation  des  deux  paramètres  variables  propres  à 
la  génératrice,  — x=a  (s — y),  y — 6=é  (s — 7 ),  quand 

celle-ci  doit  toucher  constamment  la  surface  proposée , sans 
qu’il  faille  ici  ajouter  aucune  explication  nouvelle  à celles  du 
chapitre  précédent  sur  le  mode  de  formulation  d’un  tel  contact. 
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d’après  Ica  seules  méthodes  de  la  géométrie  pkne.  Cette  rela- 
tion (a,  b)=0  étant  une  fois  obtenue  par  un  procédé  quel- 
conque , on  en  déduira  l’équaüon  du  cône  cherché,  comme  si 
la  directrice  était  donnée , suivant  le  changement  accoutumé 


de  a et  & en 


La  courbe  de  conctact  de  ce  cône 


Z — y Z— y 

avec  la  surface  sera  dés  lors  représentée  analytiquement . en 
concevant  simultanément  leurs  équations  respectives.  Âu  reste, 
cette  courbe  pourrait  aussi  être  déterminée , indépendamment 
dn  cône , et  de  manière  même  à en  faciliter  la  recherche,  à titre 
de  directrice , en  y voyant  encore  le  lieu  des  points  de  la  surface 
proposée  où  le  plan  tangent  passe  au  sommet  donné , d’où  ré- 
sulterait, à son  égard,  la  seconde  équation 


{=-7)A+(r-e)./"r+(^-»)/'*=o- 

Ce  dernier  problème  général  comporterait , envers  les 
cônes , une  application  non  moins  naturelle  que  pour  les  cylin- 
dres, dans  la  détermination  géométrique  des  ombres , quand  on 
suppose  tous  les  rayons  lumineux  émanés  d’un  même  point; 
ce  qui  représenterait  suffisamment,  en  beaucoup  d'occasions, 
le  cas  de  la  lumière  artificielle.  On  peut  aussi  l’appliquer  à 
une  autre  destination  pratique , qui  n’en  changerait  nullement 
la  nature , en  considérant  la  question  des  contours  apparents 
et  des  perspectives , où  il  ne  s’agil  jamais  que  de  trouver  la  sec- 
tion du  plan  du  tableau , ou  même  de  la  surface  quelconque 
qui  en  tiendrait  lieu,  par  le  cône  qui,  ayant  son  sommet  au 
point  de  vue,  serait  circonscrit  au  corps  observé.  En  l’un  on 
l’autre  cas,  toute  la  difliculté  mathématique  d’une  telle  re- 
cherche SC  réduirait  évidemment  à la  connaissance  do  cône 
circonscrit. 
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CHAPITRE  IV. 


Théorie  des  lurrioea  de  révolution. 


157.  Le  tilre  habitacl  des  surfaces  qui  cumposeot  cette 
troisième  famille , et  le  nom  de  corps  ronds  qui  en  offrirait 
l’équivalent  plus  rapide , .se  rapportent  à leur  principale  pro- 
priété pratique , consistant  on  ce  que  chacune  d’elles  pont  ré- 
sulter de  la  rotation  d’une  certaine  ligne  autour  d’un  axe  fixe 
auquel  elle  est  invariablement  liée  Mais , quelle  que  soit , dans 
les  arts  géométriques , la  haute  importance  d'un  tel  caractère , 
qui  permet  souvent,  envers  ces  surfaces , un  mode  de  construc- 
tion très-facile , il  présente  , sons  l’aspect  théorique , le  grave 
inconvénient  de  ne  pas  appeler  directement  l'attention  sur  la 
véritable  génératrice  propre  à cette  famille  : car,  le  méridien 
de  chaque  surface  de  révolution  , variable  d’un  corps  rond  à 
l’autre,  n’en  constitue , au  fond,  que  la  directrice.  Suivant  nos 
principes  fondamentaux  de  géométrie  compar<*,  la  généra- 
trice devant  toujours  être  commune  à toutes  les  surfaces  d’une 
même  famille , cette  propriété  usuelle  ne  saurait  fournir  la  dé- 
Hnilion  rationnelle  de  ce  nouveau  groupe  naturel , où  le  cercle 
est  réellement  la  seule  ligue  uniformément  reproduite , comme 
y résultant  des  coupes  perpendiculaires  à l’axe , quelle  que 
paisse  être  la  Ggure  des  méridiens. 

D’après  cette  indispensable  reclitication  préliminaire,  les 
surfaces  considériies  ici  sont  donc  engendrées  par  un  cercle 
dont  le  centre  parcourt  une  droite  lise , tandis  que  son  plan 
reste  coustamment  perpendiculaire  à celte  droite  , son  rayon 
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variant  d’ailleurs  suivant  une  loi  quelconque , que  déta-minera, 
en  chaque  cas,  la  ligne  immobile  sur  laquelle  le  cercle  devra 
glisser.  La  propriété  générale  ci-dessus  remarquée , et  d’où  dé- 
rive le  nom  usité , résulte  directement  d’une  teUe  génération. 
Car,  si,  dans  une  surface  ainsi  produite,  on  considère  une 
section  plane  suivant  l’axe,  les  rayons  correspondants  aux 
diverses  parties  de  1 axe  y auront  toujours  envers  celles-ci  la 
même  relation,  quelle  que  puisse  être  la  direction  de  cette 
coupc  J en  sorte  que  tous  ces  méridiens  seront  nécessairement 
superposables.  Sons  un  aspect  plus  étendu  , par  quelque  sur- 
face auxiliaire , plane  ou  courbe,  qu’on  ait  d'abord  coupé  un 
corps  rond , la  section  ne  changera  jamais  quand  la  surface 
d’où  elle  résulte  ne  fera  que  tourner  autour  de  l’axe  proposé  ; 
puisque  toutes  les  parties  du  cercle  générateur,  outre  leur  iden- 
tité propre,  sont  d'ailleurs  pareillement  situées  envers  cet  axe. 
On  conçoit  que  cette  propriété  cesserait  si  le  plan  de  ce  cercle  , 
quoique  coose^vaut  une^direction  invariable , devenait  oblique 
a la  droite  fixe  que  décrit  sou  centre.  Il  y a donc  d’autant  moins 
d’inconvénieols  à conserver,  pour  cos  surfaces,  les  dénomina- 
tions usitées,  après  en  avoir  rectifié  la  destination  géométrique, 
qu’elles  correspondent  à un  attribut  général  où  l’on  peut  voir 
réellement  un  heureux  résumé  spontané  de  l’ensemble  des  ca- 
ractères inhérents  à la  définition  rationnelle  d’une  telle  famille. 

Pour  former  ici  convenablement  les  équations  de  la  généra- 
trice, il  faut  concevoir  ce  cercle  comme  résultant  de  la  combi- 
naison d’un  plan  quelconque  perpendiculaire  à l’axe  donné  , 
jf  ^ avec  une  sphère,  de  rayon  arbitraire, 

dont  le  centre  soit  fixement  placé  en  un  certain  point  de  cet 
axe,  là , par  exemple,  où  il  perce  le  plan  horizontal.  Suivant 
ce  mode , ces  équations 

(x — z-\-ax-^bjr  =c , 
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quoique  plus  compliquées  que  celles  des  deux  chapitres  précé- 
dents , se  trouveront  aussi  spontanément  adaptées  à la  forma- 
tion directe  de  l’équation  collective,  puisqu’elles  ne  contien- 
dront encore  que  deux  paramètres  variables  r et  c.  Ainsi , 
cette  troisième  famille  géométrique  aura  pour  type  analytique 

(x  — a)*-l-  [y  — s’=  ç (z  -j-  -f  by) , 

OU  +((x— 6)’-f  a’,  5-j-ax-fè^)=0. 

Son  application  normale  à la  reconnaissance  spéciale  de 
chaque  cas  particulier  serait  ici  plus  laborieuse  que  dans  les 
deux  autres  groupes  considérés , mais  d’ailleurs  dirigée  par  les 
mêmes  principes  généraux.  En  concevant  alors  leur  usage  al- 
gébrique sous  l’aspect  le  plus  étendu , il  faudrait  donc  éliminer 
deux  des  coordonnées  variables  entre  l’équation  proposée 
/(•*■«  X,  2)  = 0 et  les  deux  relations  uniformes 

{x  — a)’-K^ — 6)’+z>=m,  z+ax+6^=r; 

la  troisième  variable  devrait  ainsi  disparaître  du  résultat  final , 
en  y dispoikant  convenablement  des  constantes  a , 6 , a , 6 , re- 
latives à l'axe , afin  d’annuler  chacun  des  termes  distincts  où 
elle  se  trouverait  contenue.  L’élimination  préalable  se  fera 
d’ailleurs , soit  par  le  mode  ordinaire  de  la  substitution , s’il 
demenre  praticable , soit  par  tout  autre  procédé  équivalent 
qui  pourrait  devenir  indispensable. 

Celte  équation  collective  des  surfaces  de  révolution  est  tou- 
jours susceptible,  envers  cbacnne  d’elles,  d’une  importante 
simplification , qnand  on  prend  pour  axe  des  z l’axe  même 
du  corps  rond.  En  y supposant  ainsi  <z=0,  ù=0,a=0,  6=0, 
elle  devient  d’abord  x’-fy’-fz*=(p  (z);  mais,  comme  le  terme  z* 
du  premier  membre  peut  passer  dans  le  second , où  on  doit  le 
concevoir  absorbé  par  la  fonction  arbitraire,  le  type  analytique 
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SC  raméoe  finalement  à la  forme  très-simple , et  non  moins  ei- 
pressive, 

^'+X'  = ? (z). 

où  l’on  voit  directement  que  la  génératriee  z=c,  est 

un  cercle  horizontal  dont  le  centre  décrit  l’axe  vertical.  Au 
reste,  cette  dernière  modification  secondaire  apportée  à l’équa- 
tion des  corps  ronds  par  la  transposition  de  s‘  correspond  géo- 
métriquement à la  substitution  d’un  cylindre  à la  sphère  jusqu’a- 
lors employée  envers  le  cercle  générateur. 

Suivant  un  tel  type,  l’climination  fondamentale  ci-dessus 
prescrite  pour  vérifier  si  une  surface  particulièrey{a^^y,^)=  0, 
appartient  à cette  famille,  se  réduira  maintenant,  en  y supprimant 
toute  circonlocution  superflue,  à y faire  disparaitre  simultané- 
ment X et , y en  posant  sculemcnty'’-|-x’=7<.  1 1 est  d’ailleurs  évi- 
dent quel’accomplisseroentde  cette  condition  analytique  n’auto- 
riserait pas  suflisamment,  en  général,  à décider  la  négative  de 
cette  question,  quand  on  n'aurait  aucun  motif  de  présumer  que 
l’axe  de  la  surface  dût  nécessairement  coïncider  avec  l’axe  des  z. 
Un  tel  caractère  ne  deviendraitalors  pleinement  certain  que  d’a- 
près une  transposition  d'axes  indéterminée,  et  en  disposant  con- 
venablement des  constautes  arbitraires  qu’elle  introduirait.  Mais, 
dans  presque  tous  ces  cas , heureusement  peu  utiles  à considé- 
rer, l’cnscmblc  de  celte  vériU»ation  analytique  deviendrait  an 
moins  aussi  pénible  que  si  l’on  eût  d'abord  employé  le  type  uni- 
versel primitivement  établi. 

158.  En  continuant  à considérer  la  plus  simple  équation  col- 
lective des  corps  ronds , il  est  facile  d’y  déterminer,  comme 
dans  les  deux  chapitres  précédents,  la  forme  spéciale  de  la 
fonction  arbitraire  conformément  à une  directrice  donnée, 
^)  = 0,f,{x,y,z)=0.  Tout  se  réduit,  en  effet , à ex- 
primer la  rencontre  de  cette  ligne  avec  une  génératrice  quel- 
conque 8 = c,  jr*+y=  f',  en  éliminant  x,y,  z entre  les  deux 
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couples  d’équatioDS,  d’où  résultera  la  relation  correspondante 
des  deux  paramètres  variables  (c,r)  = 0,  aussitôt  convertie  en 
équation  de  la  surface  cherchée , en  y changeant  c en  z et  r en 

yPTÿ. 

Appliquons  d’ahord  cette  méthode  an  cas  où  la  directrice 
serait  une  droite  donnée,  x = a2+a,j'  — 6 , que  l’on  peut  sup- 
poser, en  effet , parallèle  au  plan  des  j:z,  sans  particnlariser, 
davantage , au  fond , la  solution  géométrique.  La  relation  des 
deux  paramétres  c et  r est  ici  (ac+a)’+è’  = r’,  et  il  en  résulte  , 
pour  la  surface  cherchée,  l’équation  très-simple 

j'’+  — a’z’ — 2aaz  = 

11  est  aisé  d’en  déduire  la  nature  des  méridiens  de  ce  corps  rond, 
afin  de  le  mieux  connaître , en  faisant  .y  = 0,  ce  qui  donne 
x' — aV — 2actz  = a’+€\  Or,  cette  équation  annonce  évidem- 
ment une  hyperbole,  dont  l’axe  des  z constitue  Taxe  non- 
transverse,  l’autre  étant  parallèle  à l’axe  des  x,  et  son  centre 

étant  situé  à la  hauteur  verticale  — ~ correspond  sponta- 
nément au  point  de  la  directrice  le  pins  rapproché  de  l’axe  do 
la  suriâce  ; conformémimtaux  indications  géométriques  directes 
sur  la  correspondance  nécessaire  de  la  moindre  section  circu- 
laire avec  le  sommet  et  le  centre  de  l’hyperhole  méridienne. 
Ainsi , la  surface  produite  par  la  révolution  d’une  droite  quel- 
conque autour  d’un  axe  fixe  où  elle  adhère  invariablement , 
peut  aussi  résulter  de  la  rotation  d’une  hyperbole  autour  de 
son  axe  non-transverse.  Le  cône  circulaire  droit  y rentre  comme 
modiffeation  particulière,  quand  la  droite  rencontre  l’axe,  ou 
que  l’hyperbole  se  réduit  à ses  asymptotes,  c’est-à-dire  en  an- 
nulant e. 

Examinons  encorde  cas  où  la  directrice  serait  une  Mice,  en 
établissant  d'abord  les  équations  de  celte  courbe  remarquable , - 


Digitized  by  Google 


GÉOMÉTRIE  DANS  L’ESPACG. 


imaginée  par  Archimède,  et  qui  ronstilue,  à tous  égards,  la 
plus  importante  de  toutes  les  lignes  à double  courbure , parmi 
lesquelles  elle  tient , d’après  sa  parfaite  uniformité  caractéristi- 
que, le  même  rang  que  le  cercle  entre  les  courbes  planes.  Cette 
courbe  cylindrique  résulte  du  mouvement  uniforme  d’un  point 
sur  une  droite  pendant  que  celle-ci  tourneuniformément  autour 
d’un  axe  parallèle  adhérent.  Sa  grandeur  dépend  donc  de  deux 
éléments  linéaires , la  distance  constante  de  la  génératrice  à 
l’axe,  ou  le  rayon  du  cylindre  dont  elle  fait  partie , et  le  chemin 
spécial  parcouru  parallèlement  à l’axe  à l’issue  de  chaque  révo- 
lution entière,  ou  l’intervalle  Gxe,  ordinairement  nommé  pas , 
qui  existe  entre  deux  spires  consécutives  le  long  des  arêtes.  La 
théorie  générale  de  la  similitude  des  courbes  indique  aisément , 
surtout  eu  ce  cas , que  deux  hélices  ne  sont  semblables  qu’autant 
que  leurs  rayons  sont  entre  eux  comme  leurs  pas.  D’après  sa 
définition  , les  plus  simples  équations  de  cette  courbe  contien- 
dront ces  deux  constantes  arbitraires  : ainsi , l’hélice  exige 
quatre  points  pour  sa  détermination  ; puisque  la  transposition 
d’axes  indispensable  à la  généralisation  de  ce  premier  type  ana- 
lytique y introduira  naturellement  six  nouveaux  paramètres , 
linéaires  ou  angulaires.  Une  appréciation  géométrique  directe 
confirme , en  effet , que  les  équations  les  plus  générales  de  l’hé- 
lice doivent  contenirhuit  constantes, savoir  : les  quatre  relatives 
à l’axe,  les  deux  dimensions  de  la  courbe,  et  enfin  deux  coor- 
données de  la  position  initiale,  déjà  placée  sur  un  cylindre  connu. 

11  est  aisé  de  former  les  équations  de  cette  «mrbe,  puisque, 
d’après  sa  définition , elle  se  distingue  de  toutes  celles  qui  ap- 
partiennent au  même  cylindre , en  ce  que  la  différence  des  dis- 
tances de  deux  quelconques  de  ses  points  an  plan  de  la  base  est 
toujours  proportionnelle  à la  partie  de  ce  cercle  comprise  entre 
leurs  projections.  Mais , avant  de  déduire  d'un  tel  caractère  le 
cou|de  analytique  accoutumé , il  faut  d’abord  noter  deux  pro- 

1 » 
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priélés  importantes  qui  en  dérivent , Tune  pour  la  tangente  à 
l’hélice,  l’autre  quant  à sa  recüGcation.  Quoique  cette  courbe 
soit  transcendante,  et,  à ce  titre , directement  inaccessible  aux 
r^les  élémentaires  de  ce  traité  à l’égard  des  tangentes , nous 
pouvons  cependant  y traiter  spécialement  cette  recherche  ; car, 
d’après  cette  constante  proportionnalité , la  tangente  à l’hélice 
doit  faire  avec  l’axe  du  cylindre  un  angle  invariable , dont  la 

27rr 

tangente  trigonométrique  équivaut  à si  r et  A désignent  le 

h 

rayon  et  le  pas;  ce  qui  sniRt  pour  déterminer  cette  droite,  déjà 
nécessairement  contenue  dans  le  plan  langent  au  cylindre.  En 
second  lieu , une  telle  proportionnalité  indique  clairement  que, 
quand  le  cylindre  se  déroulera  sur  un  plan,  chaque  spire  de 
l’hélice  SC  développera  suivant  une  ligne  droite , dont  l’angle 
précédent  déterminera  l’obliquité  envers  les  génératrices  du 
cylindre;  en  effet,  les  longueurs  variables  ainsi  coniparée.s  con- 
servant toujours  leur  grandeur  après  celle  Iransformalion , 
cette  proportion  reproduit  spontanément  le  caractère  fonda- 
mental de  la  ligne  droite , lorsque  les  arcs  de  la  base  sont  de- 
venus rectilignes.  L’hélice  pourrait  donc,  en  sens  inverse, 
résulter  de  la  flexion  d’une  droite  sur  la  surface  d’un  cylindre 
dans  une  direction  plus  ou  moins  oblique.  A ce  litre , elle  y in- 
dique nécessairement  le  plus  court  chemin  entre  deux  points 
quelconques  : ce  chemin  minimum  équivaut  ainsi  à l’hypoté- 
nuse du  triangle  rectangle  formé  par  les  deux  longueurs  ci- 
dessus  comparées  ; en  sorte  que  la  rcctiflcation  de  l’hélice 
se  ramène  aussitôt  à celle  du  cercle.  Cette  sommaire  appréciation 
des  principales  propriétés  de  cette  courbe  ne  laisse  réellement 
à l’analyse  transcendante  aucune  autre  détermination  essen- 
tielle que  celle  de  la  loi  précise  suivant  laquelle  chacune  des 
deux  courbures , évidemment  constantes  , d’une  telle  ligne  dé- 
pend de  son  rayon  et  de  sou  pas  ; nos  ressources  actuelles  ne 
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peuvent  indiquer , à cet  égard , qu’un  vague  et  insuffisant 
aperçu  sur  le  décroissement  nécessaire  de  l’une  ou  l’autre 
courbure  à mesure  que  l’une  ou  l’autre  de  ces  dimensions 
augmente. 

Formons  actuellement  les  plus  simples  équations  de  l'hélice, 
en  prenant  son  axe  pour  celui  des  = et  dirigeant  vers  elle  l’axe 
horizontal  des  x.  L’une  des  équations  sera  d’abord  x’+^r’  = r’, 
commune  à l'ensemble  du  cylindre  considéré  ; quant  à l’autre , 
elle  résultera  aussitôt  du  caractère  précédemment  établi, 

A / x\ 

8 = — ./-arc  f cos  = - J,  puisque  x serait  évidemment  le  co-  ' 

sinus  de  l’arc  correspondant  de  la  base,  si  r était  le  rayon  tri- 
gonométrique.  Mais,  au  lieu  do  ce  couple  primordial,  il  faut 
habituellement  préférer,  suivant  le  mode  ordinaire,  la  combi- 

naison  plussimple  x=  rcos^-z,^=rsin^s  , relafive  aux 

fl  h 

projections  verticales. 

D’après  ces  dernières  équations,  il  devient  aisé  de  former 
l’équation  de  la  surface  produite  par  la  révolution  d'une  hélice 
autour  d’une  parallèle  à son  axe.  Afin  de  ne  pas  troubler  inu- 
tilement les  habitudes  analytiques  propres  à ce  chapitre,  où 
nous  supposons  l'axe  du  corps  rond  confondu  avec  l'axe  des  z , 
il  faudra  modifier  un  [jcu  les  équations  précédentes , en  y dé- 
plaçant l’origine,  mais  seulement  sur  l'axe  des  x,  d’une  distance 
égale  à l’intervalle  donné  a entre  l’axe  du  cylindre  et  l’axe  de 
rotation.  En  partant  ainsi  des  équations 

. 2x 

J'  = rsm  — z , x = rcos  ~z+a, 
h h ’ 

on  trouvera  aisément  la  condition  de  rencontre  perpétuelle 
avec  le  cercle  z = c,  x’*+j^’=R’,  qui  engendre  l’héliçu'ide 
cherché , dont  l’équation  sera  finalement 

29T 

J'*  + x’ = 2ar  cos -T  a + (r’+ a’)  ; 

h 
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il  sera  facile  d’en  déduire  la  nature  des  méridiens , en  y faisant 
jr  = 0. 

Le  mode  général  pour  le  passage  analytique  de  chaque  direc- 
trice donnée  an  corps  rond  correspondant,  se  simpliGe  beaucoup 
quand  cette  directrice  est  le  méridien  de  la  surface , dont  nous 
supposons  toujours  l’axe  confondu  avec  celui  des  z;  alors,  les 
équations  de  la  courbe  étant  /'(x,s)  = 0,^=0,la  relation 
des  deux  paramétres  variables  c et  r propres  à la  génératrice 
devient  aussitôt  / ( r,  c )= 0 , d’où  résulte  l’équation  de  la  sur- 
face cherchée  /(\/' x'  +y , z ) = 0 , ainsi  obtenue  en  changeant 

seulement  JT  en  \/ x’  +y*  dans  l’équation  plane  du  méridien  pro- 
posé. Suivant  cette  règle  fort  simple,  l’équation  ay-t-ô’x’—a’ô* 
donnerait  a’x’  + ô’x’  + ôy  = a' U'  pour  l’ellipsoïde  de  révolu- 
tion; de  même , en  partant  de  a'z’  — = on  aurait 

a’z’  — ù’x’  — ô>’=±a’ô’ envers  l'hyperboloïde,  en  prenant 
le  signe  supérieur  ou  le  signe  inferieur,  suivant  que  la  révolu- 
tion se  ferait  autour  de  l’axe  transverse  ou  de  l’axe  non  trans- 
verse ; pareillement , les  surfaces  engendrées  par  la  rotation  de 
la  parabole  autour  de  son  axe  ou  de  la  tangente  au  sommet  se- 
raient j^+x*=  m*  ou  zi  =a  m*  ( x'+y'  ),  en  considérant  succes- 
sivement les  équations  méridiennes  x’=  mz  ou  z’  = mx. 

Il  convient , à ce  sujet , de  signaler  spécialement  les  cas  du 
tore , dont  l’équation  se  formera  d’après  celle  du  cercle  méri- 
dien x’ 4- (x — af  = r^,  où  nous  supposons  l’axe  des  x dirigé 
vers  son  centre.  On  trouve  ainsi , pour  le  tore , l’équation  du 
quatrième  degré 

z’  -f(l/ x'+y—a)'  — r'  ; 

il  est  aisé  d’y  constater,  en  rendant  y constant , que  les  coupes 
parallèles  à l’axe  coïncident  exactement  avec  les  courbes  oonsi- 
déréqs  au  n°  22 , puisque  leur  équaliou 

— (c’+a*— r*-j-x’)-t-2a  ]/  c’+x’ 

« 
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peut  toujours  s’identifier  avec  celle  que  nous  avons  alors  formée, 
en  annonçant  d’avance  l’appréciation  géométrique  de]ces  lignes 
comme  sections  toriques. 


CHAPITRE  V. 


Thtorie  des  surfaces  conoldes. 


139.  Cette  dénomination , dont  le  sens  a beaucoup  varié  de- 
puis Archimède , semble  maintenant  consacrée  à désigner  une 
nouvelle  famille  géométrique , fort  usitée  dans  les  arts,  et  com- 
prenant toutes  les  surfaces  engendrées  par  une  droite  glissant 
sur  un  axe  fixe , parallèlement  à un  même  plan , quelle  que  soit 
d'ailleurs  la  seconde  directrice  qui  doit , en  chaque  cas , complé- 
ter la  détermination  de  son  mouvement.  Quelques  auteurs 
qualifient  aussi  de  gauches  les  surfaces  ainsi  produites,  d’après 
leur  contraste  naturel  envers  le  plan  : mais  ce  terme  parait 
communément  affecté  au  seul  conoïde  du  second  degré.  Le  nom 
qui  a prévalu  rappelle  assez  heureusement  une  comparaison 
géométrique  avec  les  surfaces  coniques , que  confirmera  ci-des- 
sous l’appréciation  analytique. 

Nos  principes  généraux  conduiraient  aisément  à former  l’é- 
quation collective  qui  doit  caractériser  cette  quatrième  famille 
usuelle , d’après  l’axe  donné , x=  az+x,y  — bz+Z,  et  le  plan 
directeur,  z = px+qy.  Car,  la  rencontre  perpétuelle  de  la  gé- 
nératrice x=  a'z+u!,y  = b'z+t',  avec  cet  axe,  assujettirait 
d’abord  ses  quatre  paramètres,  ici  simultanément  variables,  à 

a o!—^  (I 

la  relation  ordinaire^7^  = ^7—^  j ensuite  sou  parallélisme 
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constant  envers  le  plan  leur  imposerait  encore  la  condition 
pd+qb'—\,  dontla  combinaison  avccla précédente  permettrait 
de  réduire  ces  coetlicients  à deux  seulement,  selon  notre  règle 
fundamentale.  D'après  un  tel  préambule , il  sufTirait  de  rappor- 
ter CCS  deux  derniers  paramétres  aux  coordonnées  x,y,  z,  dans 
les  équations  de  la  génératrice , pour  en  déduire  aussitôt  le 
type  analytique  cherché,  en  indiquant,  comme  de  coutume , 
une  liaison  arbitraire  entre  ces  deux  fonctions.  Mais  je  crois 
devoir  laisser  au  lecteur  l’c-xécution  de  cette  opération , dont 
je  ne  rapporterai  pas  môme  le  résultat,  que  sa  trop  grande  com- 
plication nous  rendrait  presque  inutile.  Je  vais  seulement  former 
cette  équation  collective  dans  l’hypothèse  la  plus  favorable  à 
sa  simplification , c’est-à-dire , eu  supposant  que  l’axe  du  co- 
noïde  soit  pris  pour  axe  des  * , et  le  plan  directeur  pour  plan 
des  jr^;saufàn’appliquerensuitcccltccquation  collective  âl’en- 
tiôrc  appréciât  ion  d’un  cas  quelconque  qu’après  une  convenable 
transposition  d’axes  coordonnés  , qui  offrirait , sous  une  autre 
forme , des  embarras  algébriques  à peu  prés  équivalents  à ceux 
qu’occasionne  l’usage  direct  du  type  le  plus  général. 

Suivant  cette  supposition  habituelle , les  équations  s = c et 
y = ax  exprimeront  aussitôt  l’ciiscmblc  des  conditions  rela- 
tives à la  génératrice  , ainsi  assujettie  , en  effet , à rester  hori- 
zontale en  glissant  sur  l’axe  vertical  : aussi  ce  couple  ne  con- 
tient-il spontanément  que  deux  paramètres  variables , dont 
l’élimination  conduira  facilement , d’après  nus  règles , au  type 
très-simple 


On  peut  simplifier  beaucoup  son  application  à la  vérification 
spéciale  de  chaque  cas  , en  y voyant  l’expression  naturelle  d’un 
thwréme  général  de  géométrie  comparée  analogue  à celui  de 
Monge  sur  les  surfaces  coniques-  Car,  un  (el  caractère  indique 

34 
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évidemment , comme  au  n”  155  , que  l'cqualion  du  conoïde  est 
toujours  homogène  relativement  aux  seules  variables  x et  j-, 
en  ne  faisant  point  participer  la  troisième  coordonnée  z à l’es- 
timation du  degré  algébrique.  Ainsi , l’idée  analytique  d'homo- 
généité qui , complètement  envisagée , correspond  à la  notion 
géométrique  d’un  cène,  se  lie,  au  contraire,  à celle  d’un  conoïde, 
quand  on  lui  fait  subir  cette  modincatioii  élémentaire.  Cette  re- 
marque générale  caractérise  analytiquement  l'analogie  sponta- 
née de  ces  deux  familles,  et  tond  à mieux  motiver  la  dénomina- 
tion qui  rappelle  un  tel  rapprwhemenl.  Quoi  qu’il  en  soit , ce 
caractère  comporte  évidemment  une  application  fort  commode 
à l’appréciation  géométrique  de  chaque  équation  particulière  ; 
car.  toute  équation , comme,  par  exemple,  z = xy,  considérée 
au  n“  131 , qui  se  trouvera  homogène  envers  deux  des  varia- 
bles , représentera  nécessairement  un  conoïde  dont  le  plan  direc- 
teur serait  parallèle  à ces  coordonnées , et  dont  l’axe  correspon- 
drait à celle  qui  n’aorait  point  participé  au  degré.  Un  usage 
convenable  des  formules  de  transposition  d axes  dans  l’espace 
permettrait  d’ailleurs  de  généraliser,  mais  très-péniblement , 
rinlerprélalion  négative  d’un  tel  symplômeanaly  tique  ; puisqu’il 
n’y  a pas  de  conoïde  qui , réeipro«|uement , ne  soit  susceptible 
d’une  pareille  homogénéité  partielle  envers  certains  axescoor- 
donnés. > ■s  t.*  ' 

160.  Considérons,  maintonntit,  pour  une  semblable  équation 
collective,  la  détermination  accoutumée  de  la  fonction  arbitraire 
conformément  à une  directrice  donnée 

/.(■r,  X,  s)  = 0,  /.  X,  *)  = 0- 

L’élimination  de  x,x,  s,  entre  ce  couple  spécial  et  le  couple 
générais  =c,  J = tix  relatif  à la  génératrice  fournira  aisément 
la  liaison  correspondante  =0  des  deux  paramètres  varia- 
bles, d’où  l’on  déduira  aussitôt  l’équation  du  conoïde  proposé , 

• y 

en  y changeant  c en  z et  a en 
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Appliquons  celte  méthode  au  cas  où  la  directrice  serait  une 

ân’ 

hélice,  j^'^rcos -pî,^  = rsin  —z.  On  trouve  alors,  entre  les 
h h 

ân* 

deu\  paramètres , la  relation  a = tang  — c,  et , par  suite , 

h 


277 

y = x tang  — ; pour  l’équation,  très-simple,  quoique  transccii- 
h 

danle,  duconoïdc  cherché.  Cette  surface , fort  usuelle  dans  les 
arts  géométriques,  est  évidemment  celle  de  la  vis  à ülels  rec- 
tangulaires ou  de  l’escalier  à vis  sansjour,  engendrée  par  une 
droite  horizontale  glissant  à la  fuis  sur  une  hélice  et  sur  l’axe 
du  cylindre  vertical  correspondant.  Quant  à la  vis  à Ciels  trian- 
gulair(*8,  malgré  sa  grande  analogie  avec  la  précédente,  elle  ne 
constitue  point  exactement  un  vrai  concriide  ; car,  le  parallélisme 
continuel  de  la  génératrice  au  plan  de  la  base  du  cylindre,  s'y 
trouve  remplacé  par  son  inclinaison  constante  sur  ra.xe  j ce  qui 
reproduira  d’ailleurs  l'autre  gis,  quand  cet  angle  deviendra 
droit.  Pour  trouver  celte  nouvelle  équation,  on  pourra  conser- 
ver la  seconde  équation  de  la  génératrice  précédente^ 

ISlDfi  7 

mais  il  faudra  remplacer  l’autre,  z=c,  par  x = - 

V + \ 

qu’il  est  aisé  de  former  d'après  la  condition  que  cette  droite 
fasse  maintenant  un  angle  donné  y avec  l’axe  vertical.  Relati- 
vement à l'hélice  directrice,  il  conviendra  de  préférer  les  équa- 

r 2ir  . 

tions^’+x’=r’  et-  = tang— Z,  qui  résultent  aussitôt  des  deux 
anciennes.  Cela  posé,  on  trouvera  sans  difficulté  la  relation  de 

2ir /r — jI/ «*  -t- 1 \ 

rencontre  a =tang  ^ j = en  y remplaçant  les  pa- 

ramétres a et  a par  leurs  expressions  déduites  des  équations  de 
la  génératrice,  l’équation  de  la  surface  de  la  vis  triangulaire 
sera  fi:talcnient 
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J'  = lang 


27T(r-j-ilangy— y/y+xQ 
A lang  y 


Quoique  beaucoup  plus  compliquée,  en  général,  que  celle  de 
la  vis  rectangulaire,  elle  y rentre  spontanément  quand  l’angle 
7 devient  droit. 


Il  convient  maintenant  d’apprécier  la  simplification  générale 
qu’éprouve  la  formation  de  l’équation  propre  à chaque  conoïde, 
lorsqu’on  y prend  spécialement  pour  directrice  la  trace  de  la 
surface  sur  un  plan  parallèle  à l’un  des  deux  plans  verticaux. 
I,es  é(|uationsde  cettenouvellc  base  étant  alorsy^x,r)=0,  y=d, 


la  relation  des  paramètres  variables  devient  toujours  fi^,  c 'j  ~0, 


et  conduit,  pour  le  conoïde  correspondant,  à l’équation 


qui  ne  dilTère  de  celle  de  la  courbe  donnée  que  par  le  simple 
rfx  . . 

e.liaiigeinent  de  x en  — . C est  ainsi , entre  autres , que,  d après 

les  i>quatiuns  x’  = mz  ou  s’=  /«x,  le  conoïde  parabolique  serait 

d" 

représenté  par  les  équationsj^’s  = — x*  ou  z*y  = dmjc,  selon 

quel’a.vc  de  sa  base  serait  parallèle  ou  perpendiculaire  au  sien. 
Le  cas  le  plus  remarquable  est , en  ce  genre , celui  du  conoïde 
rectiligne , correspondant  à la  directrice  y = d,  x = az+a  ; on 
trouvera  aussitôt,  pour  cette  surface,  l'èquation  fort  simple 
ayz+xy  = dx,  dont  le  degré  annonce  que  tontes  les  sections 
planes  correspondantes  sont  des  coniques.  Si  on  y applique 
notre  méthode  générale  pour  l’étude  de  telles  coupes , on  recon- 
naîtra farilement  quelles  ne  sauraient  jamais  être  elliptiques, 
et  qu’elles  sont  habituellement  hyperboliques,  sauf  certaines 
situations  déterminées  où  le  plan  sécant  donne  des  paraboles. 
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Ce  conoïde  sera  plus  spécialement  examine,  au  chapitre  suivant, 
sous  le  nom  consacré  de  paraboloïdc  hyperbolique.  ' 

Considérons  enfin , comme  envers  les  cylindres  et  les  cônes,  la 
formation  de  l’équation  propre  à chaque  conoïde,  quand  il  doit 
être  circonscrit  à une  siu-face  quelconque  donnée  f{x^  :)  = O. 

Le  mode  fondamental  employé  dans  les  deux  autres  cas  est 
également  applicable  à celui-ci  pour  formuler  le  contact  per- 
pétuel de  la  génératrice , s = c , y = ax,  avec  cette  surface  ; 
ce  qui  se  réduira  maintenant  à exprimer,  d’après  les  règles  de 
la  géométrie  plane,  que  la  droite  y — ax  touche  la  courbe 
y(x,  J',  c)  =0  , en  y employant , si  on  le  juge  convenable  , le 
principe  des  racines  égales.  De  la  relation  ainsi  établie  entre  les 
paramètres  variables  a et  c , on  passera  d’ailleurs  à l’équation 
du  conoïde , comme  quand  la  directrice  était  donnée.  Au  reste, 
on  pourrait  aussi,  dans  ce  nouveau  cas,  étendre  la  méthode, 
déjà  indiquée  à l’égard  du  cylindre  et  du  cône , afin  de  carac- 
tériser directement  la  courbe  de  contact  du  conoïde  avec  la  sur- 
face donnée,  en  assujettissant  le  plan  langent  de  cellc-ci, 
(x— J j/'x. -f  + (*—•*.)/':.  = 0 , à contenir  tou- 

jours une  horinmtale  rencontrant  l’axe  vertical , c’est-à-dire , 
à donner,  en  y supposant  a = 2.  , une  droite  dont  la  projection 
horizontale,  (x  — x,)f’x,-^{y — y,)f'y,=0,  passe  constam- 
ment à l’origine.  On  trouve  ainsi 

xf'x+yf'y=>a 

pour  la  seconde  équation  de  cette  courbe , qui  dès  lors  pourrait 
devenir  la  directrice  du  conoïde  circonscrit , de  manière  à faire 
rentrer  cette  question  dans  la  précédente , si  on  le  jugeait 
utile  , comme  envers  les  deux  familles  antérieures. 

Appliquons  , par  exemple  , cette  méthode  au  cas  où  la  sur- 
face donnée  serait  le  cylindre  vertical  x’-f;y’=r^,  en  supposant 
toujours  que  le  plan  directeur  soit  horizontal,  mais  en  donnant 
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alors  à l’axe  du  conoïde  une  situation  oblique , qn’on  peut 
d'ailleurs  concevoir  parallèle  à l’on  des  deux  autres  plans  coor- 
donnés. Si  les  équations  de  cet  axe  sont  x = y—d,  sa 

rencontre  avec  une  génératrice  quelconque , z=c,  y=px-\-q  , 
rournira  d’abord  la  condition  d=pac-\-J>^-\-l.  La  relation  de 
contact  sera  ensuile  En  éliminant  les  para- 

mètres variables  />,  7,  et  c , entre  ces  deux  équations  de  con- 
dition et  celles  de  la  génératrice , on  trouvera , pour  la  surface 
cherchée  , l’équation  du  quatrième  degré 

(ttyz  ■j-V'— dx  )’=  r’({d  — j)’+  x)’). 

Cette  surface  est  ordinairement  celle  de  l’escalier  à jour,  quand 
la  rampe  est  rectiligne.  Mais , si  l’arétc  horizontale  des  mar- 
ches , en  touchant  toujours  le  cylindre  vertical  y 
devait  d’ailleurs  glisser  sur  une  hélice , appartenant  à un  plus 
grand  cylindre  autour  du  même  axe,  le  lieu  ne  serait  plus  un 
conoïde.  Toutefois,  son  équation  spéciale  ne  serait  pas  plus 
diflicile  à former,  d’après  les  mêmes  équations  z=c  cly=px+q 
pour  la  génératrice,  en  substituant  à l’axe  du  conoïde  l’hélice 

directrice  R cos^^z,^ —R sin^  Z.  A l’ancienne  relation 

de  contact  ÿ’=r*(p’-|- 1) , il  faudrait  ici  joindre  la  nouvelle 

condition  de  rencontre  R sin  c=  z>  R cos  -r-c-\-q.  L’éUmi- 

h n 

nation  des  trois  paramètres  variables  p,  q,c,  entre  ces  équa- 
tions et  celles  de  la  génératrice , fournirait , pour  la  surface 
cherchée,  l’équation  transcendante 

R’  ^xsin^z— j^cos^z  j R sin^zj  Rcos -z^ 

où  R désigne  le  rayon  de  la  cage  cylindrique  de  l'escalier  et  r 
celui  de  la  colonne  vide. 
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CHAPITRE  VI. 


Théorie  générale  complémentaire,  relative  à tous  le»  groupes  géomeiriquea  dont 
1 e({uaiion  collective  u est  pas  conmic,  et  surtout  aui  surfaces  rectilignes  ou 
circulaires. 


1 61 . LY'tudosucccssivedps  î’amilles  les  plus  usueUesa  tellement 
caractérisé , dans  les  quatre  chapitres  précédents,  l’application 
normale  des  principes  fondamentaux  établis  d’ahord  sur  la  classi- 
fîcation  rationnelle  des  surfaces,  que  le  lecteur  attentif  ne  sau- 
rait éprouver  aucune  grave  diflicullé  .i  étendre  spontanément 
le  même  esprit  à de  nouvelles  familles  quelctmqucs  dont  la  con- 
sidération pourrait  devenir  convenable,  pourvu  que  leurs  dé- 
finitions restassent  conformes  à la  condition  universelle  que 
nous  avons  préalablement  posée.  Mais , afin  de  procurer  à ces 
notions  générales  toute  l’effîcacité possible,  il  faut  maintenant 
compléter  leur  appréciation  essentielle , en  la  dégageant  des 
équations  collectives  qui  ne  doivent  servir  qu’à  en  perfectionner 
l'nsage  régulier,  de  manière  à pouvoir  résoudre,  en  chaque  cas 
particulier , les  deux  questions  principales  relatives  à la  forma- 
tion et  àla  discussion  des  équations  d’après  le  mode  de  génération 
des  surfaces  correspondantes , même  envers  les  groupes  géomé- 
triqHcsqui  u’oni  pu  enrore  être  convenablement  ramenés  à de 
tels  types  analytiques.  Pour  bien  sentir  l'impurlanee  de  cette 
théorie  complémentaire,  nous  devons  préalablement  caractéri- 
ser les  difficultés  fondamentales  qui  empêchent  jusqu’ici , et  qui 
peut-être  interdiront  tonjonrs,  à beaucoup  d’égards,  rétablis- 
sement de  ces  prérieusos  formnles  communes. 

Ces  difficultés  sont  de  deux  sortes  très-distinctes , les  unes 
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relatives  à la  nature  des  Tamilles  de  sarlaccs  considérées , les 
autres  à la  trop  grande  extension  des  groupes  naturels.  Suus  le 
premier  aspect,  il  faut  reconnaître  que,  sans  excéder  les  limites 
normales  de  la  famille  proprement  dite,  notre  appréciation 
analytique  ne  se  trouve  pas  toujours  en  suffisante  harmonie 
jusqu’à  présent  avec  notre  conception  géométrique.  Persistons, 
en  clTet,  suivant  les  explications  initiales,  à ne  composer  cha- 
que famille  que  des  surfaces  dont  toute  la  düTérencc  réside  en 
une  seule  ligne  fixe,  et  dont,  par  suite,  l’équation  collective  ne 
doit  contenir  qu’une  seule  fonction  arbitraire.  Or,  ainsi  conçue, 
la  définition  géométrique  de  chaque  famille  échappera  encore 
trop  souvent  à nos  types  analytiques.  Car,  les  moyens  actuelle- 
ment connus  ne  permettent  de  former  ces  équations  communes 
qu’aulant  que  le  mode  de  génération  considéré  peut  être  défini 
et  formulé  indépendamment  de  cette  courbe  spécifique  par  la- 
quelle différent  les  divers  genres  d'une  même  famille.  Quand 
celte  ligne  sera  une  directrice  proprement  dite,  sur  laquelle 
la  génératrice  devra  simplement  glisser,  cotte  condition  pré- 
alable se  trouvera  toujours  remplie,  et  l’on  pourra  constam- 
ment réduire  les  équations  de  la  génératrice  à ne  contenir  que 
deux  paramétres  variables,  de  manière  à composer  finalement 
l’équation  coUeclivo,  comme  nous  l’avons  éprouvé  dans  les  cas 
lirincipaux.  Mais  il  n’en  sera  plus  ainsi  lorsque  la  courbe  spé- 
cifique, que  l’on  peut  continuer,  par  extension , à qualifier 
encore  de  directrice,  sera  plus  profondément  liée  à la  définition 
de  chaque  surface,  de  façon  à constituer  un  élément  indispen- 
sable du  mode  même  de  génération  ; on  ne  pourra  plus  alors 
former  les  équations  générales  de  la  génératrice  indépendam- 
ment d’une  telle  directrice , et  en  n’y  lais.sant  que  deux  con- 
stantes arbitraires.  Dans  tons  les  cas  semblables,  on  ignore  jus- 
qu’ici quelle  serait  l'équation  collective,  quoique  le  groupe 
géométrique  ne  soit  pas  réellement  plus  étendu  qu’auparavant  : 
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seulement  l’analyse  transcendante  y permet  encore  la  formation 
des  caractères  indirects  relatifs  à la  liaison  des  deux  dérivées 
partielles  de  la  variable  dépendante,  et  qui  correspondent  géo- 
métriquement à une  propriété  générale  du  plan  tangent.  Telles 
seraient,  par  exemple,  les  surfaces,  spécialement  eonsidérées 
ci-dessous,  qu’engendrerait  un  cercle  invariable  dont  le  centre  ‘ 
décrit  une  ligne  fixe  à laquelle  son  plan  reste  toujours  normal  ; 
en  changeant  arbitrairement  cette  directrice  du  centre,  cette 
définition  constitue  certainement  une  véritable  famille,  plus 
embarrassante  mais  aussi  circonscrite  que  celles  des  cônes,  des 
corps  ronds , etc.  ; or , son  équation  collective  n’est  pas  connue 
jusqu’ici  sous  forme  finie. 

t* 

Quelle  que  soit  l'importance  réelle  de  ce  premier  ordre  de 
dillicultés  analytiques,  il  est  aisé  de  concevoir  que  l'extension 
supérieure  des  groupes  géométriques  doit  constituer  le  principal 
obstacle  à la  commune  appréciation  abstraite  de  chacun  d'eux , 
quoique  la  nature  identique  de  la  génératrice  continue  encore 
à établir,  entre  ces  cas  plus  varies,  une  véritable  afiiuité  fonda- 
mentale. En  parlant  de  la  simple  famille,  dontl’indélerminatioii 
consiste  analytiquement  en  ce  que  les  équations  de  la  généra- 
trice y peuvent  être  supposées  réduites  à ne  contenir  que  deux 
constantes  arbitraires,  on  peut  facilement  imaginer  des  groupes 
de  plus  en  plus  indéterminés,  et  néanmoins  toujours  naturels  ; 
leur  extension  se  mesurera  spontanément  par  le  nombre  des 
paramétres  variabhs  propres  au  couple  analytique  de  la  géné- 
ratrice, quand  toutes  les  conditions  de  chaque  définition  collec- 
tive y auront  été  suflisamment  formulées,  ür , aucun  de  ces 
assemblages  plus  étendus  ne  comporte  jusqu’à  présent  de  vé- 
ritable type  analytique,  sauf  les  caractères  indirects  que  l’ana- 
lyse transcendante  y a pu  manifester,  et  seulement  même  en- 
vers très-peu  de  cas. 

162.  Pour  mieux  apprécier  cette  difliculté^fondamcntale , il 
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suffit  de  l’envisager  spécialement  dans  son  moindre  degré,  rela- 
tivement à la  plus  simple  de  ces  categories  naturelles,  c’est-à- 
dire  à l’égard  des  surfaces  engendrées  par  la  ligne  droite,  et 
ordinairement  qualifiées,  à ce  litre,  de  réglées»  ou  plutôt  reeti- 
ligiten.  D’après  le  nombre  des  paramètres  variables  propres  à 
une  telle  génératrice,  nous  avons  déjà  remarqué  que  trois  di- 
rectrices devenaient,  Vn  général,  indispensables  à l’entière  dé- 
termination de  son  mouvement.  Comme  une  seule  directrice 
laissée  arbitraire  dans  un  mode  quelconque  de  génération  con- 
stitue, en  géométrie  comparée , une  famille  proprement  dite,  il 
est  évident  que  le  groupe  g(V)mélrique  des  surfaces  rectilignes 
. C(miprend  nécessairement  une  double  infinité  de  familles  dis- 
tinctes, dont  les  cylindres , les  cônes,  et  les  conoïdes  ne  nous 
ont  offert  que  les  plus  simples  et  les  plus  usuelles.  Il  n’existe 
pas  jusqu’ici  de  type  analytique  assez  général  pour  leur  con- 
venir simultanément,  et  néanmoins  assez  circonscrit  pour  les 
caractériser  exclusivement.  Si  jamais  on  parvient  à l’instilner, 
on  peut  assurer  d’avance  qu’il  devra  contenir  distinctement 
trois  fonctions  arbitraires  indépendantes  entre  elles,  afin  de 
correspondre  au  nombre  naturel  des  directrices  qu’exige  alors 
l’entière  détermination  de  chaque  espèce,  et  de  pouvoir  se  mo- 
difier convenablement,  d’abord  envers  les  classes,  ensniteà 
l’égard  des  familles. 

On  rendra  plus  sensible  encore  une  telle  nécessité  en  consi- 
dérant la  principale  division  géométrique  des  surfaces  réglées, 
selon  qu’elles  sont  développables  on  non  développables , c’est- 
à dire  suivant  qn’ elles  peuvent  ou  non  être  envisagées  comme 
formées  d’éléments  plans  juxtaposés,  ayant  toute  la  longueur  de 
la  surface  dans  le  sens  de  chaque  génératrice , et  infiniment 
petits  seulement  dans  le  sens  perpendiculaire;  condition  évi- 
demment indispensable  et  suffisante  pour  permettre , en  effet , 
de  dé]ffoyer  toutes  les  parties  de  la  surface  sur  un  même  plan  à 
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la  snile  les  ânes  des  antres,  sans  lacanc  ni  confosion.  Parmi  les 
trois  familles  de  surfaces  rectilignes  que  nous  avons  étudiées, 
les  deux  premières  sont  développables,  parce  que  deux  posi- 
tions consécutives  de  la  génératrice  y appartiennent  toujours  à 
un  même  plan  ; la  troisième  ne  l’est  pas , faute  d’un  tel  carac- 
tère fondamental.  En  ayant  égard  à cette  distinction  générale, 
il  faut  reconnaître  que  la  classe  des  snVfaces  développables , 
quoique  ne  constituant  déjà  qu’un  cas  particulier  de  ce  vaste 
groupe  géométrique,  est  elle-mémc  trop  étendue  pour  com- 
porter, au  moins  sous  forme  Qnie,  une  véritable  équation  col- 
lective , dans  l’état  naissant  où  se  trouve  encore  la  géométrie 
comparée,  qui  n’a  pu  jusqu’ici  fournir,  à cet  égard,  que  le  ca- 
ractère analytique  indirect  trouve  par  Euler  d’après  la  théorie 
générale  de  la  courbure  des  surfaces,  évidemment  réservée  à 
l’analyse  transcendante.  Cette  commune  équation  des  surfaces 
dévelo|)pabl('S,  devant  être  moins  étendue  que  celle  du  groupe 
total  des  surfaces  rectilignes,  et  devant  pourtant  convenir  à nue 
infinité  de  familles  proprement  dites,  contiendrait  nécessaire- 
ment deux  fonctions  arbitraires.  Il  est  aisé  de  le  confimer  di- 
rectement, d’après  chacune  des  deux  origiora  géométriques  que 
l’on  peut  assigner  en  général , à de  telles  surfaces.  Toute  sur- 
face développable  peut  d’abord  résulter  du  mouvement  d’un 
plan  assujetti  à toncheràla  fois  deux  surfaces  fixes  quelconques, 
en  oonsid^ant  le  lieu  des  droites  qui  joignent  ses  doux  points  de 
contact,  et  dont  l’ensemble  remplit  natnrollement  la  condition 
fondamentale  imposée  ci-dessus  au  développement  d’une  sur- 
face rectiligne.  Sous  ce  premier  a-ipect,  il  n’est  pas  douteux 
que  le  type  analytique  de  cette  classe  géométrique  devrait  né- 
cessairement contenir  deux  fonctions  arbitraires,  afin  de  cor- 
respondre à la  double  source  de  variation  inhérente  à une  telle 
définition  : si  les  deux  surfaces  directrices  étaient  égales  et  j^- 
rallétcs,  il  en  résulterait  la  famille  des  cylindrc's  ; celle  des 
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cùncs  correspondrait  à leur  simple  similitude , jointe  an  même 
parallélisme;  une  inQuitc  d’autres  familles  inconnues  dérive- 
raient  de  nouvelles  dispositions  mutuelles.  En  second  lieu,  ou 
peut  aussi  concevoir  une  surface  développable  comme  l’en- 
sciuble  des  tangentes  à une  même  courbe  à double  courbure, 
d’ailleurs  quelconque.  Celte  seconde  définition  n’est  pas,  au 
fond , moins  générale  que  la  précédente , puisque,  les  généra 
triccs  consécutives  de  chaque  surface  développable  devant  né- 
cessairement SC  rencontrer,  la  suite  de  leurs  intersections  forme 
graduellement  une  certaine  courbe  qu’elles  touchent  toutes , et 
qui  est  évidemment  propre  à caractériser  la  surface  correspon- 
dante, où  on  la  qualiGc  ordinairement  A' arête  de  rchruusscment. 
Or,  sous  ce  nonveau  point  de  vue , il  est  pareillement  évident 
que  l’équation  collective  de  cette  classe  de  surfaces  devrait  na- 
turellement contenir  deux  fonctions  arbitraires  distinctes,  en 
vertu  du  dualisme  analytique  de  cette  courbe  caractéristique , 
qui , successivement  supposée  cylindrique,  ou  conique,  ou  sphé- 
rique, etc.,  produirait  une  inGnité  de  groupes  secondaires,  au 
moins  aussi  étendus  que  nos  familles  proprement  dites. 

L’ensemble  des  réGexions  précédentes  est  très-propre  à carac- 
tériser nettement  la  difficulté  fondamentale  qui  empêche  au- 
jourd’hui, et  qui  peot-étre  in^rdira  toujours  dans  la  plupart 
des  cas,  la  pldiie  torniaUon  des  types  analytiques  destinés  à 
représenter  les  groupes  géométriques  plus  indéterminés  que 
ceoxdont  nons avons  considéré  l’appréciation  spéciale.  Si,  en 
effet,  de  tels  obstacles  essentiels  existent  déjà  envers  la  plus 
simple  catégorie,  où  la  génératrice  ne  compôr  te  que  quatre  pa- 
ramètres variables,  ils  doivent  naturellement  acquérir  bcau- 
ooap  pins  d’intensité  à l’égard  d’assemblages  encore  plus  vastes, 
relatifs  à des  génératrices  plus  compliquées,  dont  la  conception 
analytique  exigerait  trois  couples  de  constantes  arbitraires, 
' comme  pour  les  surfaces  circulaires , ou , à plus  forte  raison , 


Digilized  by  ' -■  "Ogll 


SECONDE  PARTIE,  CHAPITRE  SIXIÈME.  6^1 

qantrc  couples,  quant  aux  surfaces  paraboliipics , et  ainsi  suc- 
cessivement, suivant  le  nombre  de  points  déterminant  propre 
à chaque  génératrice. 

163.  Tous  les  systèmes  do  génération  envers  lesquels  les 
divers  motifs  précédents  doivent  nous  faire  renoncer,  soit  main- 
tenant , soit  même  à jamais,  à la  formation  des  équations  col- 
lectives introduites  par  Monge,  ne  sauraient  dès  lors  per- 
mettre une  étude  générale  aussi  satisfaisante,  à beaucoup  prés, 
que  celle  des  groupes  géométriques  dont  les  types  analytiquc'S 
sont  convenablement  établis.  Néanmoins,  on  peut  encore  ré- 
soudre , envers  chaque  surface  particulière  d’une  telle  nature , 
les  deux  questions  fondamentales  qui  consistent,  soit  h former 
son  équation  quand  sa  génération  est  complètement  déter- 
minée , soit , réciproquement , à reconnaître  le  mode  de  géné- 
ration d'après  l’équation  donnée. 

Pour  le  premier  problème,  il  faudra  toujours  partir  du 
couple  analytique  le  plus  général  , cl  pourtant  le  plus  simple, 
relatif  à la  génératrice  proposée  ,y,  y,  s,  a,  b,  c,  d....)=0 
ctj',{x,y,  Z,  a,  b,  c,  d....)=0.  Cela  posé,  on  y réduira  les 
paramétres  indéterminés  n,  i,  c,  d...  h un  seul , en  ayant  t^ard 
à l'ensemble  des  conditions  qui  définissent  le  mouvement  de  la 
génératrice,  soit  que  celte  ligne  doive  glisser  sur  des  courbes 
données,  comme  dans  le  cas  le  plus  ordinaire,  soit  qu'elle 
doive  toucher  constamment  des  surfaces  données,  ou  suivant 
toute  autre  prescription  géométrique.  Si  cette  réduction  né- 
cessaire restait  impossible  après  avoir  tout  pris  en  considéra- 
tion , la  définition  serait , par  cela  seul , reconnue  insuffisante, 
et  propre  uniquement  à constituer  une  famille , ou  une  classe , 
on  quelque  groupe  géométrique  encore  plus  étendu  , au  lieu 
d’une  espèce  déterminée.  Après  une  telle  préparation  , l’équa- 
tion de  la  surface  cherchée  résultera  toujours  de  l’élimination 
de  Tunique  paramétre  ainsi  conservé  entre  les  équations  de  la 
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gcnéralrice.  Vu  qu’il  importe  peu  d’ailleurs  que  cette  préalable 
suburdinatiuD  des  cunslaiites  arbitraires  soit  explicite  ou  seule- 
ment implicite,  on  évitera  souvent  de  s’imposer  d'inutiles  en- 
traves algébriques  en  concevant  plus  largement  l’ensemble  de 
ce  calcul,  consistant  û éliminer  tous  les  n paramétres  primitifs 
de  la  génératrice  entre  scs  deux  équations  et  les  n — 1 rela- 
tions qui  doivent  spécifier  son  mouvement , sauf  à choisir 
judicieusement,  en  chaque  cas,  la  meilleur  mode  d'élimi- 
nation. 

Considérons  maintenant  le  problème  inverse,  où  il  s’agit  de 
reconnaître  si  une  surface  donnée /"(.r,  y,  s)=rO  peut  être  en- 
gendrée par  une  certaine  ligne  , et  de  découvrir  le  mode  de  gé- 
nération. En  procédant  également  d’après  le  couple  anal)  tique 
le  plus  général  cl  le  plus  simple  qui  convienne  à celte  généra- 
trice(x , z,a,b,c,  d...)=0,  I z,  u,ù,  c, 
il  faudra  que  la  ligne  puisse  être  contenue  sur  la  surface,  sans 
que  tous  ses  paramétres  <i,  i,  c,  d...  soient  entièrement  déter- 
minés, et  en  laissant  l’un  deux  totalement  arbitraire  , tous  les 
autres  lui  devenant  subordonnés  selon  des  formules  géomélri- 
quemeiit  admissibles.  Si,  en  effet,  cette  condition  est  remplie, 
elle  garantira  nécessairement  que  l'équation  de  la  surface 
donnée  pourrait  dériver  de  celles  de  la  courbe  proposée , eu 
éliminant  entre  elles  cet  unique  coellicient  variable.  Toute 
l'opération  analytique  consistera  donc,  sous  l’aspect  le  plus 
étendu  , à éliminer  deux  d •$  coordonnées  x,  a,  entre  les 
équations  de  la  ligne  et  celle  de  la  surface  , aGu  que  l'équalioa 
finale  relative  à la  troisième  coordonnée  puisse  devenir  iden- 
tique d’apres  des  valeurs  réelles  des  divers  paramétres  de  la  gé- 
nératrice en  fonction  de  l’un  d’eux  , pour  exprimer  que  celte 
ligne  s’applique  totalement  sur  la  surface  dans  chacune  de  ses 
positions.  Quand  la  surface  proposée  sera  ainsi  reconnue  sus- 
ceptible d’élrc  engendrée  par  la  ligne  considérée , l’ensemble 
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de  ces  conditions  déterminera  en  même  temps  le  mode  de  géné- 
ration. 

164.  Appliquons  d’abord  cette  double  méthode  universelle 
à la  théorie  générale  des  surfaces  réglées  ou  rectilignes.  Consi- 
dérons-y  , en  premier  lieu  , la  formation  de  l’équation  d’après 
les  trois  directrices  qu’exige  alors  rentière  détermination  du 
mouvement  de  la  génératrice,  x=az-\-»,  y=bz-\-&.  Dans 
le  cas  le  plus  simple , ces  directrices  seraient  trois  droites,  sans 
intersection  mutuelle , et  dont  l’une  , si  les  axes  sont  totale- 
ment disponibles,  pourrait  être  prise  pour  axe  des  z,  en  diri- 
geant les  axes  horizontaux  parallèlement  aux  deux  autres  , 
l’une  de  celles-ci  pouvant  même  être  supposée  dans  le  plan  des 
xy.  Les  équations  de  ces  trois  directrices  seraient  donc 
x = 0,  ^=0  , puis  5 = 0,  y^c,  et  enfin  x=p^  z=:q.  En 
vertu  de  sa  rencontre  perpétuelle  avec  les  deux  premières , la 
génératrice  aurait  pour  équations  >•=  a-c , y = bz-{-c , où  la 
troisième  intersection  exigerait  la  relation  ap  = bq-\-c.  Si  l’on 
y élimine  les  paramétres  variables  a ci  b,  on  obtient  aussitôt 
l’équation  de  la  surface  du  second  degré  cherchée , 

qxy  -f-  CXZ  — pyz  = qcx. 

Malgré  sa  grande  simplicité , cet  exemple  intéressant  suffît  ici  à 
manifester  la  marche  générale  d’une  opération  déjà  conve- 
nablement expliquée  en  principe. 

Pour  caractériser  nettement  les  cas  où  le  mouvement  de  la 
génératrice  est  défini  autrement  que  par  des  directrices , il  con- 
vient d'apprécier  ici  le  mode  de  formation  de  l’équation  de 
chaque  surface  développable  , que  l’on  croit  mat  à propos  es- 
sentiellement inaccessible  à l’analyse  ordinaire,  et  qui  pour- 
tant n’exige  , au  fond  , que  la  simple  théorie  do  plan  tangent , 
déjà  complètement  applicable , dans  ce  traité  élémentaire , à 
toutes  les  équations  algébriques  proprement  dites.  Cette  ques- 
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tion  générale  serait  d’abord  facile  à traiter,  si  la  surface  déve- 
loppable que  l’on  considère  était  définie  par  son  arête  de  re- 
broussement, dont  les  équations , z)=0,  ^)=0, 

fourniraient  aussitôt  celle  d’une  tangente  quelconque,  d’après 
l’ensemble  des  deux  plans  tangents  , 

(a:  — JT,  ) y)  =0 , 

(x  — X,)  y.,  = 0 : 

l’équation  cherchée  résulterait  alors  de  l’élimination  des  coor- 
données auxiliaires  x„  y„  entre  ces  deux  équations  et  les 
deux  relations,  ? (a-, , r. , = 0 , 't'  , r, . =.)  =0 . ca- 

ractérisent ce  point  de  contact.  Quoique  le  calcul  soit  plus  pé- 
nible dans  l’autre  système  géométrique  propre  à la  définition 
des  surfaces  développables , l’analyse  transcendante  n’y  est  pas 
réellement  plus  indispensable.  Supposons  , en  effet , un  plan 
mobile  assujetti  à toucher  constamment  deux  surfaces  don- 
nées f(x,y,  2)  = 0 et  Ÿ(x,y,  z)  = 0.  Il  suffira,  pour  insti- 
tuer convenablement  la  solution , d’y  introduire  , à titre  de  va- 
riables auxiliaires , les  coordonnées  respectives  x, , y, , z, , 
et  X, , y Z,,  des  deux  points  de  contact , dont  la  droite  de 
jonction  constitue  ici  la  génératrice  de  notre  surface  dévelop- 
pable. îx's  deux  plans  tangents  correspondants  auraient  pour 
équations 

X—  X,  ) ix,+  Lr  —X,  ) ?'v, + ( ^ — )?'=.  = 0 

et 

( JT— x.)y  rJ'î-'ï.+cz— 2.  )'î''ï,= 0. 


Or,  l'identification  continue  de  ces  deux  équations,  afin  d’ex- 
primer que  le  plan  mobile  touche  à la  fois  les  deux  surfaces 
fixes , fournira  d’abord  les  trois  relations 


î'x,  _ 'Î'X,  9'y,  -yy,  •r,?'x,+.y,'p'ï,+Z.?'s.  _ X 

~ I'  ’ — I'  • .1/  ~ I 

V*.  Y*» 


? ï,  Y *.  Y *■  Y î. 
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entre  les  six  variables  aoxiliaircs,  d’ailleurs  assujetties  déjà  par 
leur  nature  aux  deux  conditions  x,)=Oct  I 3j=0. 

Si , à ces  cinq  relations  necessaires,  on  joint  les  deux  équations 
do  la  génératrice 

3^— r.="--'(z— ).  r.=  )» 

s.— 5.  Z. 

on  pourra  totalement  éliminer  les  six  coordonnées  introduites , 
de  manière  à obtenir,  entre  les  variables  naturelles  or,  y,  s, 
l’équation  de  la  surface  demandée , quoiqu’une  telle  opération 
analytique  dût  le  plus  souvent  devenir  d’ailleurs  presque  impra- 
ticable, même  envers  des  données  fort  simples.  Pour  en  mieux 
saisir  l’esprit , le  lecteur  devra  pourtant  s’exercer  à l’accomplir 
dans  quelques  cas  faciles,  et  au  moins  à l’égard  de  deux  sphères, 
où  les  indications  géométriques  fourniraient  directement  une 
complète  vérification  spéciale. 

Ainsi  envisagée , la  théorie  analytique  des  surfaces  dévelop- 
pables trouverait  naturellement  une  large  application  dans  le 
problème  général  des  ombres , maintenant  conçu  de  la  manière 
la  pins  étendue , c'est-à-dire  en  supposant,  au  corps  éclairant 
aussi  bien  qu’au  corps  éclairé,  une  Ggure  et  une  grandeur  quel- 
conques. Car,  en  déterminant  la  surface  développable  circons- 
crite à ces  deux  surfaces , sa  combinaison  avec  chacune  d’elles 
y caractériserait  la  ligne  do  démarcation,  soit  entre  la  partie 
eflicacc  et  la  partie  superflue  de  la  première,  soit  entre  la  partie 
«■«lairée  et  la  partie  obscure  de  la  seconde  ; ensuite,  sa  trace  sur 
toute  autre  surface  opaque  donnée  y marquerait  le  contour 
naturel  de  l’ombre  portée.  Il  importe  de  noter,  au  sujet  d’une 
telle  application , qui  indique  spontanément  la  distinction  né- 
cessaire de  l’ombre  à la  pénombre^  que  le  lieu  développable 
ainsi  obtenu  se  trouvera  toujours  composé*  de  deux  surfaces 
dilTérentes , puisque  le  plan  tangent  peut  être  considéré  dans 
deux  sortes  de  situations  tréSHlistinctcs , selon  qu’il  laisse  les 
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deux  surfaces  fixes  d’un  même  cote  ou  qu’il  passe  entre  elles- 
Pour  deux  sphères,  ces  deux  éléments  du  lieu  cherché  seraient 
deux  cônes  circulaires  droits,  engendrés  autour  de  la  ligne  des 
centres  par  les  deux  couples  de  tangentes  communes  aux  deux 
grands  cercles  correspondants.  En  un  cas  quelconque,  on  doit 
donc  trouver  finalement  une  équation  exceptionnellement  dé- 
composahle  en  deux  facteurs,  dont  l'un  servirait  ici  à déterminer 
l’ombre  proprement  dite,  et  l’autre  la  sirnjde  pénombre,  con- 
formément aux  exigences  spéciales  de  cette  application. 

163.  Quanta  reconnaître,  en  second  lieu,  d’après  l’équation 
d’une  surface  donuée , si  elle  appartient  à tel  système  désigné 
de  génération , la  marche  générale  expliquée  au  n“  163  pour 
cette  recherche  inverse  se  simplifie  beaucoup  à l’égard  des  sur- 
faces réglées , vu  l’extrême  simplicité  de  leur  génératrice. 
Tout  se  réduit  ainsi,  en  effet,  à substituer,  dans  l’équation 
proposée,  s)  = ü,  rt=-i-aet  bz  + ‘ -,\u  lieu  de  x el^, 

afin  d’assujettir  l’ixiualion  finale  cwz  ,f(az-k- x , S,r)  = 0, 
à devenir  complètement  identique , en  disposant  convenable- 
ment de  trois  des  paraméli es  a,  0 , ol,  f,  par  rapport  au  qua- 
trième , qui  doit  rester  arbitraire.  Celte  méthode  n'étant , en 
outre,  nullement  entravée  par  l’indélerminalion  des  coclli- 
cients  de  la  surface. , on  pourra  l'appliquer  aussi  à découvrir 
sous  quelles  conditions  un  genre  géoniétri<iue  donné  peut  de- 
venir rectiligne,  suivant  les  relations  que  celle  prescription 
nécessaire  imposera  encore  après  avoir  facultalivemeul  annulé 
trois  des  terme?  distincts  en  ; , en  vertu  de  la  disponibilité  des 
trois  paramétres.  Pour  caractériser  ncllemenl  celle  élaboration 
anul) tique  par  un  exemple  décisif , et  néanmoins  fort  simple, 
ai)pliquons-la  aux  surfaces  du  second  degré  , parmi  lesquelles 
il  importe  de  discerner  celles  qui  sont  réglées , en  déterminant 
d’ailleurs  leur  mode  spécial  de  génération  rectiligne. 

Ces  calculs  seraient  trop  compliqués  et  leurs  résultats  trop 
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confas , si  on  les  opérait  directement  sur  l’équation  la  plus  gé- 
nérale de  ces  surfaces 

ojc’+  ùy^+cz’+  dxy-\-exz  -^fyz  +ffx  + Ajr+Az  = i. 

11  faut  donc  commencer  par  la  simplilier  autant  que  peut  le 
permettre  le  libre  choix  des  axes  rectangulaires , même  quand 
on  devrait  y distinguer  ainsi  plusieurs  types  séparés , dés  lors 
successivement  appréciables.  Une.  telle  préparation  suit  néces- 
sairement la  mémo  marche  que  dans  la  question  analogue  de 
géométrie  plane,  quant  à la  simpliiicatiun  préalable  de  l’équa- 
tion générale  des  courbes  du  second  degré,  en  changeant  d’a- 
bord la  direction  des  axes,  afin  d’opérer  la  séparation  des 
variables , et  déplaçant  ensuite  l’origine  seule  pour  moditier 
les  termes  inférieurs.  La  première  transformation , qui  est,  de 
part  et  d’autre,  la  plus  importante  et  la  plus  délicate , intro- 
duirait ici,  suivant  nos  formules  de  transposition,  trois  angles 
disponibles,  qui  permettraient  d'annuler,  en  général,  les  trois 
termes  où  les  variables  sont  mélées^  ensuite,  la  distinction 
relative  à l’existence  ou  à l’absence  d’un  centre  conduirait  aisé- 
ment à diriger  les  siniplitications  «‘omplérat‘ntaires.  Mais  l’em- 
barras du  calcul  consisterait , surtout  sous  le  premier  aspect , 
à constater  sullisamment  que  la  réduction  est  toujours  possible 
dans  tous  les  cas  que  l’on  doit  avoir  en  vue  ; ce  qui  exigerait,  à 
l’égard  des  constantes  angulaires,  la  considération  d’une  pénible 
équation  finale  du  troisième  degré.  Quoique  rien  ne  pût  dis- 
penser régulièrement  d’une  telle  opération  algébrique  si  on 
voulait  réellement  accomplir  cette  préparation  eu  un  cas  par- 
ticulier, on  peut  néanmoins  éviter  complètement  celte  lourde 
discussion,  quand  il  ne  s’agit , comme  ici , que  de  constituer, 
en  général,  les  plus  simples  types  analytiques  propres  aux 
diverses  surfaces  du  second  degré,  et  destinés  à diriger,  sous 
on  rapport  quelconque , leur  étude  spéciale. 
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Pour  celle  nouvelle  appréciation , il  faut  utiliser  plus  large- 
ment qu’on  n’a  coutume  de  le  faire  la  notion  générale  des 
diamètres  propres  à ces  surfaces , en  s’aidant , d’ailleurs , des 
connaissances  acquises  sur  les  courbes  correspondantes.  L’ap- 
plication directe  de  notre  seconde  mélliodo  des  diamètres  ferait 
reconnaître , envers  les  surfaces  quelconques  du  second  degré , 
aussi  nettement  qu’à  l’égard  des  courbes  de  ce  genre,  la  nature 
commune  de  tous  leurs  diamètres.  Mais  la  même  considération 
qui  nous  a déjà  dispensés  de  ce  calcul  en  géométrie  plane  peut 
également  noos  l’épargner  ici,  on  réfléchissant  que  le  diamètre 
immédiatement  résulté  de  l’équation  complète  ci-dessus  rap- 
portée, en  y d^ageant  l’une  dos  variables , est  évidemment  un 
plan  ; or,  ce  lieu  .se  rapportant  à des  cordes  qui , au  fond , sont 
arbitraires  envers  la  surface , vu  l entière  généralité  de  l’équa- 
tion proposée  quant  aux  situations , it  s’ensuit  pareillorocnt,  do 
cela  seul , que  tous  les  diamètres  sont  nécessairement  plans 
dans  toutes  les  surfaces  du  second  degré.  Il  faut  d'ailleurs  noter 
que  toutes  les  sections  planes  de  ces  surfaces  sont  des  courbes 
du  mémo  degré , que  nous  avons  déjà  reconnues  être  constam- 
ment symétriques  soit  en  un  seul  sens , soit  en  deux  rectangu- 
laires. Cela  posé,  on  doit  d’altord  distinguer  deux  cas,  suivant 
que  ces  sections  n’admellraient  jamais  qu’un  axe  unique,  ou 
qu’elles  pourraient  aussi  en  comporter  deux , c’est-à-dire  selon 
qu’elles  seraient  ou  non  susceptibles  de  centre.  Si  la  surface 
proposc'e  ne  pouvait  fournir  que  des  coupes  paraboliques,  en  y 
considérant  une  certaine  série  parallèle  de  ces  sections , le  lieu 
de  leurs  axes,  nécessairement  parallèles  entre  eux  , formerait 
nu  plan  diamétral  autour  duquel  la  .surface  se  trouverait  symé- 
trique, puisqu'il  serait  partout  perpendiculaire  aux  cordes  cor- 
respondantes, si  la  direction  des  coupes  était  convenablement 
choisie  r dans  ce  premier  cas , essentiellement  exceptionnel , la 
snrfacc  n’est  symétrique  qu’en  un  seul  sens,  comme  les  courbes 
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qui  la  composent  exclusivement.  Quand  les  sections  peuvent 
aussi  devenir  elliptiques  ou  liyperboliques , ce  qui  doit  évidem- 
ment constituer  le  type  normal,  qu’il  faut  ici  avoir  seul  en  vue, 
une  pareille  série  parallèle  pourra  fournir  deux  suites  rectan- 
gulaires d’axes  partiels,  d’où  pourront  résulter  deux  plans  dia- 
métraux perpendiculaires  à leurs  cordes  et  d’ailleurs  entre  eux. 
Toutes  ces  surfaces  sont  donc  symétriques  autour  de  deux  plans 
rectangulaires.  Ainsi , en  y plaçant  les  plans  des  xz  et  des  jz, 
l’équation  deviendra  nécessairement 

ax'-\-by‘-\-cz^-\-  /.s  = 1 , 

aGn  de  ne  contenir  aucune  puissance  impaire  de  x ni  de  y.  La 
possibilité  de  séparer  les  variables,  en  faisant  même  disparaître 
deux  des  termes  du  premier  degré , se  trouve  dès  lors  aisément 
démontrée.  Quant  aux  simpliGcations  ultérieures,  il  y faut  dis- 
tinguer deux  cas , selon  que  la  surface  est  ou  non  susceptible 
de  centre.  Car,  pour  l’un , l’origine  pourra  être  transportée  en 
ce  centre,  sur  l’axe  actuel  des  z,  de  manière  à écarter  aussi  l’u- 
nique terme  du  premier  degré  qui  eût  été  conservé , en  rame- 
nant la  surface  au  type 

que  nous  emploierons  alors  habituellement  : il  prouve  aussitôt 
que  de  telles  surfaces  sont  pareillement  symétriques  autour  du 
troisième  plan  coordonné.  Si  la  surface  n’a  pas  de  centre,  le 
terme  kz  ne  pourra  pas  disparaître  ; mais  on  pourra  enlever  le 
terme  constant,  en  plaçant  l’origine  à la  rencontre  delà  surface 
avec  l’axe  des  s,  qui  seul  était  déjà  pleinement  Oxé.  11  importe 
d’ailleurs  de  sentir  que  l’absence  même  de  centre  assure  alors 
l’annulation  spontanée  du  terme  en  d’après  le  choix  pri- 
mitif de  deux  des  plans  coordonnés j car,  sans  cela,  la  surface 

«aurait  évidemment  nn  centre,  dont  l’ordonnée  verticale  serait 
k 

— Cette  circonstance  analytique  est  parfaitement  analogue 
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à celle  que  nous  avons  expliquée  envers  les  sections  coniques, 
où  l'on  ne  peut  séparer  les  variables  sans  que  l’un  des  carrés 
soit  simultanément  éliminé,  quand  le  lieu  géométrique  est 
CAractérisé  par  le  défaut  de  c-entre.  Ainsi , cette  dernière  classe 
de  surfaces  du  second  degré  est  tinalement  réductible  au  type 

ax‘-\-by'‘-=  Z. 

Pour  compléter  cette  discussion  préparatoire , il  faudrait  main- 
tenant revenir  au  cas  exceptionnel , où  la  surface  n'était  symé- 
trique qu’autour  d’un  seul  plan , comme  ne  comporùint  que 
des  coupes  paraboliques.  En  supposant  l’axe  des  = perpendicu- 
laire à ce  plan , l’équation  deviendrait , d'après  cette  symétrie  , 

fl  hy^  cæy  ex  4-  /. 

Mais  la  nature  géométrique  de  ce  cas  exige  d'abord  que  a et  ù 
s’y  annulent  spontanément,  atin  que  les  deux  traces  verticales 
ne  puissent  être  que  des  paraboles;  la  même  circonstance  de- 
viendra ensuite  indispensable  quant  à c,  d’après  un  pareil  motif 
envers  la  trace  horizontale.  liés  lors , en  plaçant  l'origine  au 
ha.sard  sur  cette  dernière  trace , qui  sera  ainsi  devenue  recti- 
ligne , on  aura  finalement  l’équation 

z'=dy-\-ex. 

A l'inspection , on  y rc<»unatt  aisément , d'après  nos  principes 
généraux,  une  surface  cylindrique,  à base  parabolique. 

L’ensemble  de  la  discu.ssion  précédente  conduirait  donc  à dis- 
tinguer trois  types  analytiques,  %‘—dy-\-ex,  ax^-\-hy'‘z=z^ 
fl,r’  -f-  by'  -)-  CS*  = 1 , pour  les  surfaces  do  second  degré , sui- 
vant qu’elles  sont  symétriques  en  un  sens  unique,  ou  en  deux 
sens  rectangulaires,  ou  enfin  en  trois  pareillement  rectangu- 
laires. Mais  le  premier  cas , ne  convenant  qu’au  seul  cylindre 
pàrabolique,  doit  être  essentiellement  écarté,  soit  parce  qu'une 
telle  surface  est  déjà  sulTisammenl  connue , soit  parce  que  son 
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i‘qrialion  peut, à I.a  rigueur,  rculrer  dans  le  second  lype,  en 
y annulant  l’un  des  carrés.  Il  ne  faut  distinguer  finalement, 
parmi  les  surfaces  du  second  degré,  que  deux  classes  différentes, 
scion  qu’il  existe  ou  non  un  centre.  C’est  uniquement  à ces 
deux  types,  <ïjr’-l-iy'’+cz’ = 1,  a.x^-\-by'=z^  que  nous  de- 
vrons maintenant  appliquer  la  méthode  fondamentale  destinée 
à caractériser  les  surfaces  rectilignes. 

Toutefois,  avant  d’accomplir  cet  examen,  il  convient  de  dis- 
cuter sommairement  cliacnno  de  ces  deux  équations  définitives, 
afin  de  reconnaître  d’avance,  d’après  la  forme  générale  de  ces 
surfaces,  en  quels  cas  il  convient  de  poursuivre  une  telle  appré- 
ciation , sans  la  compliquer  inutilement  par  la  considération 
des  surfaces  dont  la  nature  exclut  directement  toute  semblable 
génération. 

Envisageons  d'abord  les  surfaces  du  second  degré  qui  ont  un 
centre,  pour  discerner,  d’après  le  type  ax‘-\-by-\-cz'=  1,  les 
divers  cas  géométriques  qui  peuvent  y résulter  des  différents 
signes  attribuables  aux  trois  coefficients  a,  b,  c,  dont  l’un  au 
moins  doit  être  toujours  positif.  Si,  en  premier  lieu,  les  deux 
autres  le  sont  aussi , il  est  évident  que  la  surface  sera  fermée  et 
continue , chaque  coordonnée  y ayant  une  limite  su|)érieure, 
sans  aucune  limite  inférieure  : le  nom  à’ellipsoïde  rappelle  alors 
très-nettement  que  toutes  les  sections  planes  sont  elliptiques.  Il 
est  aisé  de  constater,  d’aprèsrhypothèse  de  z constant,  que  cette 
surface  peut  résulter  du  mouvement  d’une  ellipse  horizontale, 
dont  le  centre  parcourt  Taxe  vertical , tandis  que  scs  demi- 
axes  constituent,  en  chaque  position,  les  abscisses  horizontales 
qui  correspondent  à une  même  ordonnée  dans  les  deux  traces 
verticales  de  l’ellipsoïde.  Ces  deux  directrices,  oj:’-t-cz’  = 1, 
by  =1,  ont  toujours  le  même  axe  vertical  : mais  leurs 
axes  horizontaux  ne  seront  égaux  qu’autant  que  la  surface  se- 
rait de  révolution,  si  on  supposait  u=b. 
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Quand  1 un  des  cueflicicnts  a,  , c , deviendra  négatif,  la 
surface  au:‘-\-hy^ — c;’  = l sc  (ronvera  nécessairement  indé- 
finie, sans  cesser  d’être  continue , puisque  les  valeurs  de  z ne 
seront  assujetties  à aucune  restriction  quelconque.  Les  deux 
directrices  verticales  seront  alors  des  hyperboles , ayant  le 
même  axe  non  transversc,  et  rcllipse  génératrice  poura  s’a- 
grandir à l'inGni,  en  partant  de  la  situation  centrale,  où  elle 
a les  moindres  axes,  ün  désigne  cette  seconde  surface  sous  le 
nom  d' hyperboloïde  « une  nappe.  Elle  peut  encore  être  de  révo- 
lution, lorsqu’on  suppose  égaux  les  deux  coeflicients  positifs. 

Faisons  enfin  l’hypothèse  inverse, où  deux  cocllicients  devien- 
nent négatifs.  Dans  ce  troisième  cas,  ax‘-\~by‘  — cz'= — 1> 

les  valeurs  de  ::  sont  assujetties  à une  limite  inférieure 

sans  comporter  d’ailleurs  aucune  limite  supérieure  ; en  sorte 
que  la  surface  est  illimitée , mais  discontinue.  L’axe  vertical 
commun  des  deux  hy[)crboles  directrices  est  alors  leur  axe 
transversc , cl  le  mouvement  de  l’ellipse  génératrice  est  inter- 
rompu entre  leurs  sommets.  C’est  pourquoi  le  lieu,  qui  serait 
encore  de  révolution  si  on  égalait  les  deux  coeflicients  de  même 
signe,  est  qualifié  d’ hyperboloïde  à deux  nappes. 

Les  deux  hyperboloïdcs  sont  les  seules  surfaces  du  second 
degré  sur  chacune  desquelles  on  puisse  indifféremment  tracer 
des  paraboles,  des  ellipses,  ou  des  hyperboles,  suivant  la  direc- 
tion du  plan  coupant  : leur  forme  générale  dispense,  à cet 
égard,  de  toute  appréciation  analytique.  On  peut  rapporter  à 
chacun  d’eux  le  cas  du  cône,  elliptique  ou  hyperbolique,  où 
l’équation  devient  homogène  par  l'annulation  du  terme  constant, 
eu  sorte  que  le  centre  sc  place  cxceplionnellcment  sur  la  sur- 
face , dont  il  constitue  alors  le  somuict  propremeut  dit. 

Considérons  maintenant  les  surfaces  dépourvues  de  centre, 
d’après  le  type  ax‘  by  = i , qui  indique  naturellement  deux 
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hypothèses  géométriques,  selon  que  les  deux  coefficients  a et 
h auront  le  même  signe  on  des  signes  opposés.  Dans  le  premier 
cas,  les  sections  horizontales  seront  encore  des  ellipses  paral- 
lèles, semblables,  et  ayant  leurs  centres  sur  l'axe  vertical:  mais 
le  mouvement  de  rellipso  génératrice  sera  maintenant  dirigé 
par  deux  traces  paraboliques  ayant  le  même  axe  et  pareillement 
tournées.  La  surface  s’étendra  donc  indéfiniment  d’un  cOté  du 
plan  des  xy^  sans  pouvoir  pénétrer  de  l’autre  côté  : elle  a reçu 
le  nom  do  parabolofde  elliptique,  destiné  surtout  à rappeler 
que  ses  sections  planes , toujours  elliptiques  ou  paraboliques , 
ne  sauraient  jamais  devenir  hyperboliques. 

Quand  les  deux  termes  du  second  degré  ont  des  signes  opposés, 
les  deux  traces  paraboliques  sont  alors  tournées  en  sens  con- 
traire , et  l’ellipse  génératrice  se  transforme  en  une  hyperbole, 
dont  le  demi-axe  transverse,  toujours  indiqué  par  la  rencontre 
de  l’une  de  ces  paraboles  directrices,  est  parallèle  à l’un  ou  à 
l’autre  des  deux  axes  horizontaux,  selon  que  le  plan  de  cette 
hyperbole  horizontale  est  au-dessus  ou  au-dessous  du  plan 
des  xy , qui  coupe  la  surface  selon  deux  droites  remarquables , 
parallèles  aux  asymptotes  de  ces  deux  séries  de  sections  hyper- 
boliques semblables.  Pour  mieux  caractériser  cette  dernière  sur- 
face , la  plus  difficile  à bien  voir  parmi  toutes  celles  du  second 
degré,  il  convient  d’y  considérer  la  nature  générale  des  sections 
planes,  d’après  la  méthode  du  n”  145.  Or,  on  trouve  aisément 
que  la  constante  composée  qui  distingue  analytiquement  les 
trois  courbes  du  second  degré  est  ici — iab  cos’O;  en  sorte  que, 
a cl  b étant  de  signe  contraire , la  section  ne  peut  jamais  être 
elliptique , et  se  trouve  ordinairement  hyperbolique , sauf  le 
cas  parabolique  correspondant  à tout  plan  vertical.  Tel  est  le 
principal  motif  de  la  dénomination  de  paraholoîde  hyperbolique 
alTectcc  à cette  surface,  qui  évidemment  ne  sera  jamais  de  ré- 
volution , tandis  que  l’autre  paraboloïde  en  est  susceptible. 
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166.  Après  celle  discussion  prcliminairc , nous  pouvons  aisé- 
ment discerner,  parmi  les  cinq  surfaces  du  second  degré  , 
celles  qui  comportent  une  pénêralion  rectiligne.  Comme  toute 
surface  réglée  doit  être  à la  fois  illimitée  en  tout  sens  et  con- 
tinue, il  est  clair  que  l'hyperboloide  à une  nappe  et  le  parabo- 
loïde  hyperbolique  doivent  seuls  être  soumis  ici  à un  tel  examen 
analytique,  qui  d’ailleurs  confirmerait  envers  les  trois  autres 
cas  une  évidente  exclusion  géométrique. 

Pour  la  première  de  ces  deux  surfaces,  la  substitution  pres- 
crite, x = ntz-^a,j'  = nz-}-€,  dans  l’équation 

a.v‘  — es'  = 1 , 
conduira  aux  conditions  d’identité 

è/P  = c , amx-\-hn^j=0 , /i6’=l  , 

tendant  à déterminer  les  trois  paramètres  a,  h,  a,  relativement 
à ?,  qui  y restera  arbitraire,  suivant  la  règle  fondamentale. 
Tout  se  réduit  donc  à examiner  si  ces  trois  formules,  qui  ne 
.sauraient  évidemment  devenir  réelles  envers  l ellipsoidc  on 
l'hyperboloide  discontinu  , le  seront  toujours  à l’égard  de 
l’hypcrbolo'ide  continu.  Or,  l’appréciation  géométrique  des  trois 
conditions  préci^dcnles  ne  laisse,  à ce  sujet,  aucune  incertitude, 
et  dévoile  en  mémo  temps  le  mode  de  génération.  Car,  la  troi- 
sième relation  sera  d’abord  satisfaite,  aussitôt  qu’on  fera  glisser 
la  génératrice  sur  l’ellipse  qui  constitue  la  trace  horizontale  de 
la  surface.  En  comparant  le  cocnicient  angulaire  de  la  tangente 
à eette  ellipse  avec  celui  de  la  projection  horizontale  de  la 
droite,  il  est  aisé  de  constater  que  la  seconde  condition  oblige 
la  projection  horizontale  de  la  génératrice  à toucher  constam- 
ment celte  courbe.  Quant  à la  première  relation,  qui  n’est 
qu’entre  les  deux  coclfieients  angulaires  , son  interprétation 
géométrique  sera  plus  claire  en  l’établissant  entre  l'un  d’eux  et 
le  coellicienl  linéaire  correspondant,  à l’aide  des  ileux  autres 
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conditions.  On  parviendra  ainsi  à reconnaître  aisément  que 
chaque  projection  verticale  do  la  génératrice  doit  être  tangente 
à la  trace  respective  de  la  surface.  L’ensemble  de  ces  conditions 
étant  réalisable,  l’hyperboloïde  à une  nappe  est  donc  une  sur- 
face réglée,  engendrée  par  une  droite  qui  glisse  sur  l’ellipse 
horizontale , tandis  que  ses  diverses  projections  touchent  sans 
cesse  les  traces  correspondantes  de  l'hyperboloïde.  Comme  ces 
tangentes  sont  menées  d’un  point  extérieur  à l’égard  des  traces 
verticales,  chaque  projection  horizontale  de  la  génératrice  peut 
se  combiner  avec  deux  projections  verticales  distinctes,  ce  qui 
indique,  en  chaque  point  do  l’ellipse  directrice,  deux  génératrices 
symétriquement  placées , et  par  suite  un  double  système  de  gé- 
nération rectiligne.  Une  génératrice  quelconque  del’un  des  deux 
modes  devant  rencontrer  tontes  celles  de  l’autre,  on  pourrait 
donc  diriger  aussi  le  mouvement  de  la  génératrice  en  l’assujet- 
tissant à glisser  toujours  sur  trois  droites  tixes,  conformément 
à une  définition  précédemment  examinée. 

Considérons , en  second  lieu  , le  paraboloïde  hyperbolique, 
oj^ — ér*=  5.  La  même  substitution  y conduira  aux  trois  con- 
ditions 

aw’  = én’,  2^/713 — = 1 , 

dont  la  dernière  indique  encore  qne  la  génératrice  doit  glisser 
sur  la  trace  horizontale  de  la  surface  , maintenant  composée 
de  deux  droites , symétriquement  disposées  autour  des  axes 
coordonnés.  On  aperçoit , sans  plus  d’embarras , le  sens  géo- 
métrique de  la  première,  qui,  assignant  une  direction  constante 
à la  projection  horizontale  de  la  génératrice , assujettit  celle-ci 
à rester  parallèle  au  plan  vertical  passant  par  l’une  ou  l’autre 
de  ces  deux  directrices  horizontales  ; ce  qui  annonce  directe- 
ment une  donblegénératitin , où  la  génératrice  rencontre  alter- 
nativement l’une  de  ces  traces  en  demeurant  parallèle  au  plan 
de  l’autre.  Tout  se  réduit  donc  à constater  si  la  seconde  condi- 
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tioD  peut  être  pareillement  satisfaite , ce  qui  sc  verra  nettement 
après  qu’on  l’aura  établie  entre  m et  a,  comme  dans  le  cas  pré- 
cèdent , à l’aide  des  deux  relations  extrêmes.  Car,  ainsi  devenue 
4a/;ia=l,  elle  oblige  aussi  la  projection  verticale  delà  généra- 
trice à toucher  constamment  la  trace  correspondante  de  la  sur- 
face , dés  lors  rangée  parmi  les  conoïdes.  La  double  génération 
p<Tmettrait  également  de  substituer  à cette  dernière  condition 
une  directrice  rectiligne , arbitrairement  choisie , pour  chaque 
mode , entre  les  génératrices  de  l'antre. 

En  résultat  d’une  telle  appréciation,  chacune  des  deux  classes 
de  surfaces  du  second  degré  renferme  donc  un  cas  à génération 
rectiligne , où  le  lieu  résulte  toujours  du  mouvement  d’une 
droite  sur  deux  autres  droites  Gxes,  en  achevant  de  le  définir, 
tantôt  par  une  troisième  directrice  analogue , tantôt  par  le  pa- 
rallélisme à un  plan  donné. 

1G7.  Pour  caractériser  suffisamment  nos  principes  généraux 
sur  la  formation  et  l’appréciation  des  équations  propres  aux  sur- 
faces quelconques  appartenant  à des  groupes  naturels  dont  le 
type  analytique  n’est  pas  encore  connu,  il  convient  de  les  ap- 
pliquer aussi,  mais  plus  sommairement , au  cas  le  plus  simple 
après  celui  de  la  génération  recliligae , c'est-à-dire  aux  surfaces 
circulaires.  Nous  n’en  avons  considéré  spécialement  qu’une 
seule  famille,  la  plus  usuelle  de  toutes,  celle  des  corps  ronds 
proprement  dits.  On  pourrait  d’abord  , en  généralisant  la  défi- 
nition de  ces  surfaces , composer  aisément  une  infinité  d’autres 
familles  circulaires,  dont  l’équation  collective  serait  assignable  ; 
car,  d’après  une  première  extension , on  pourrait  concevoir  le 
cercle  générateur,  toujours  assujetti  au  parallélisme , mais 
sans  que  son  plan  fût  perpendiculaire  à la  droite  décrite  par  son 
centre;  en  second  lieu,  on  pourrait  surtout  remplacer  succes- 
sivement cet  axe  rectiligne  par  uii  axe  parabolique , hyperboli- 
que , héliçoïdique , etc.,  ou  de  toute  autre  forme  quelconque  : 
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chacune  de  ces  nouvelles  liypolhèscs  produirait  une  famille 
distincte , non  moins  étendue  que  celle  d'où  nous  sommes  par- 
tis. Mais,  il  serait  superHu  de  s'arrêter  ici  à l’appréciation  spé- 
ciale d’aucun  de  ces  cas  , puisque  le  type  analytique  en  serait 
toujours  facile  à former,  suivant  une  judicieuse  application  des 
règles  fondamentales  du  chapitre  premier.  Je  dois  donc  me 
borner,  à ce  sujet,  à considérer  des  groupes  naturels  dont  l’é- 
quation collective  soit  encore  inconnue.  Le  plus  simple  et  le 
plus  intéressant  résulte  d’un  système  de  génération  déjà  signalé 
précédemment,  où  on  cercle  invariable  se  meut  perpendicu- 
lairement à la  courbe  quelconque  décrite  par  son  centre.  Ces 
diverses  surfaces  circulaires , déjà  introduites , en  géométrie 
compan'c , sous  les  noms  équivalents  de  canaux,  de  tuyaux,  ou 
de  tubes,  comprennent  évidemment  une  infinité  de  familles  pro- 
prement dites,  selon  que  le  lieu  du  centre  est  une  courbe  plane 
ou  cylindrique , ou  conique  , ou  sphérique , etc.  : or,  c’est  seu- 
lement dans  le  premier  cas  que  l’analyse  transcendante  leur  a 
assigné  un  certain  type  analytique,  consistant  en  une  relation 
entre  les  deux  dérivées  partielles  de  la  variable  dépendante  , 
d’après  une  propriété  caractéristique  du  plan  langent  ; mais 
leur  équation  collective  n’est  jusqu’ici  nullement  établie,  même 
alors,  sous  forme  finie,  à l’aide  d’une  fonction  arbitraire.  Une 
tellelacune  n’empêche  aucunement  de  former  l’équation  spéciale 
propre  à chaque  cas , quand  l’axe  du  tuyau  sera  donné,  en  pro- 
cédant d’après  nos  principes  généraux , déjà  appliqués  aux 
surfaces  rectilignes.  Il  suffira , pour  le  faire  convenablement 
sentir,  d’ébaucher  cette  application  envers  l’un  des  exemples 
qui  semblent  d’abord  les  plus  embarrassants , parmi  ceux  qui 
offrent  quelque  intérêt  géométrique , en  considérant  le  tuyau 
hélicoïdal.  Supposons  donc  que  le  cercle  générateur 
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donl  le  rayon  dcmearc  constant , ait  son  centre  loojours  placé 

sur  rhclicc  x = m eus— z,  y =msin  -y-s,  à laquelle  son  plan 
h h 

reste  continuellement  normal.  Les  considérations  spéciales  in- 
diquées au  n°  158  conduiront  aisément  à former  les  équations 
de  la  tangente  à cette  courbe , d'après  sa  projection  iiorizontale 
connue  et  son  invariable  inclinaison  sur  l’axe  du  cylindre  : il 
sera  donc  facile  d’en  déduire  l’équation  du  plan  normal.  Dès 
lors , en  ayant  d'ailleurs  égard  au  lieu  donne  du  centre , les 
équations  de  la  génératrice  deviendront  finalement 
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Il  ne  reste  plus  qu’à  éliminer  y pour  obtenir  l'équation  de  la 
surface  cherchée.  Quoique  cette  élimination  soit  très-laborieuse, 
et  que  le  résultat  eu  doive  être  fort  compliqué,  elle  n’est  pas 
néanmoins  aussi  embarrassante  que  parait  l’indiquer  la  nature 
de  ces  équations , à la  fois  algébriques  et  traïuceiidantcs  envers 
ce  paramètre.  Car,  il  suflil  de  substituer,  dans  la  seconde , 
l’expression  dez — > donnée  par  la  première  , et  l’on  parvient 
à une  (>qnation  purement  trigonomètrique  en  7,  qui  pourrait 
fournir  sin  7 ou  cos  7 en  rt*solvant  une  équation  bi-carrée,  de 
manière  à obtenir  enlin  l'équation  demandée,  que  sa  complication 
interdit  d’ailleurs  de  citer  ici. 

168.  Quant  à reconnaître  , en  sens  inverse  , si  une  surface 
donnée y(x, z)  = 0 comporte  une  génératfon  circulaire,  il 
importe  d’apprécier  d'abord  une  simplification  générale  de  la 
méthode  fondamentale  du  n°  163,  pour  tous  les  cas  où  la 
courbe  génératrice  doit  être  plane.  On  peut , en  effet , rem- 
placer alors  cette  marche  universelle  par  une  appréciation 
adaptée  à une  telle  hypothèse , et  fondée  sur  une  application 
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convenable  de  la  règle  deslince  à déleroiiner  les  sections  planes 
d’une  surface  quelconque.  Ainsi , on  subsUluera  , dans  l’équa- 
tion proposée , les  formules  générales  du  n"  145,  afin  de  com- 
parer le  résultat  F (x',  y,  ç,  6,c)=0  au  type  plan  de  la 
courbe  considérée.  Celte  comparaison  indiquera  de  quelle  ma- 
nière il  faut  disposer  des  constantes  <p , 0 , et  c relatives  au  plan 
de  la  section , pour  qu’elle  s'identifie  avec  cette  ligne.  Si  une 
telle  coïncidence  peut  être  établie  par  des  formules  réelles  de 
ces  paramétres,  il  ne  sera  pas  encore  certain  que  la  surface 
donnée  comporte  la  génération  proposée.  11  faudra  , de  plus  , 
que  toutes  ces  conditions  puissent  être  remplies  sans  que  ces 
trois  constantes  soient  entièrement  déterminées , l’une  d’elles 
devant  rester  arbitraire  afin  que  le  plan  ne  suit  pas  immobile , 
et  puisse  passer  successivement  au.x  divers  points  de  la  sur- 
face : à défaut  de  celte  indétermination  , la  courbe  considérée 
ne  se  placerait  sur  celle  surface  qu’en  une  situation  fixe  , et 
dés  lors  ne  pourrait  l’engendrer.  Le  plus  souvent , le  paramétre 
linéaire  c demeurera  indéterminé  , et  les  deux  paramétres  an- 
gulaires <p  et  6 auront  des  valeurs  assignables  , soit  constantes , 
soit  au  moins  relatives  h lui , de  manière  à définir  suffisamment 
le  mouvement  du  plan.  Quand  la  disponibilité  de  ces  deux  pa- 
ramétres aura  permis  d’identifier  complètement  l’équation 
F(x',  y,  ç , 0 , c)  = 0 avec  celle  de  la  courbe  plane  proposée , 
la  génération  qu’il  s’agissait  d’apprécier  sera  dés  lors  constatée  -, 
et  en  même  temps  le  mode  en  sera  découvert . en  éliminant  le 
paramétre  arbitraire  c entre  les  diverses  relations  de  coïnci- 
dence, ainsi  transformables  en  conditions  fiuales  du  mouve- 
ment de  cette  génératrice. 

Cette  méthode  générale  est  surtool  commode  à l’égard  du 
cercle,  vu  l’extrême  simplicité  de  son  type  plan.  Appliquons- 
la  à l’examen  de  la  génération  circulaire  des  surfaces  du  second 
degré,  en  considérant  successivement,  comme  envers  leur  gé- 
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néralion  rofliligne,  celles  qui  ont  un  centre  et  celles  qni  en 
manquent.’; 

Pour  les  premières , la  sul»litntion  ci-dessus  prescrite , dans 
l’équation  Ær'-t-i»^’+cs*=l , y donnera 


0=  (icos’y 

x'* — 2a sin  y cosç  cosO 

x'y’  -f-flSin’yCOS’O 

-f-6sin’? 

-\-2b  sin?  cosçcosO 

b cos’  ? cos’  0 

-H?  sin’  0 

-f-2c7sin0.y+C7’, 

-1, 

y désignant  ici  la  constante  linéaire  du  plan.  Afin  que  b section 
devienne  circulaire,  il  snflit  des  deux  conditions  ordinaires 

{b — a)  sin  <î>  cos  y cos  0=0, 
et  rtcos’^-l-i  sin’<s  = (rtsin’<p-t-i'COs’Ÿ)cos’0+esin’0, 

qui  tendent  à déterminer  les  angles  et  0,  en  laissant  y arbi- 
traire ; ce  qui  déjà  autorise  à penser  que  ces  surfaces  peuvent 
eu  elTet  rrâultcr  du  mouvement  parallèle  d’un  cercle.  Néan- 
moins, avant  de  prononcer  définitivement,  il  faut  examiner 
si  ces  deux  conditions  fournissent  toujours  des  valeurs  réelles. 
Or,  dans  la  première , on  doit  d'atmrd  écarter  le  facteur  con- 
stant b — (2,  qui  ordinaireincnt  n’est  pas  nul,  à moins  que  la 
surface  ne  soit  de  révolution , auquel  cas  l’appréciation  actuelle 
^deviendrait  évidemment  superflue.  Ainsi,  cette  condition  ne 
peut  être  satisfaite  que  par  l’une  des  trois  liypotlii-ses  ç=0  , 
ç = 90*,  0=90°,  auxquelles  correspondent  respectivement , 
d’après  l’autre  relation , 

tang  0 = zt }/- — - , tangü=  ±\/ tangy=±V^^^^. 

En  considérant  successivement  toutes  les  suppositions  possibles 
envers  les  cocflicicnts  a,  b,  c,  il  est  aisé  do  constater  que  l’un 
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He  CCS  trois  systèmes  est  tonjours  acceptable , tandis  que  les 
deux  autres  ne  le  sont  jamais.  Car,  pour  l’ellipsoïde , où  ces 
coelfîcients  sont  tous  positifs , si  on  suppose , par  exemple  , 
a<C.b<ic  , il  est  clair  que  le  second  système  sera  seul  admis- 
sible , les  deux  extrêmes  conduisant  à des  valeurs  imaginaires. 
La  double  valeur  de  tang  0 démontre  que  les  sections  circu- 
laires , toujours  parallèles  à l'axe  moyen  de  rcllipsoïdc  , com- 
portent deux  situations  symétriques  envers  le  plan  des  jtj-.  On 
découvrira  la  loi  du  mouvemeut  du  cercle  générateur  eu  cher- 
chant le  lien  de  son  centre,  dont  les  cuordonnéis  mobiles 
x'  et  y sont , d’après  l’équation  précédente , 


. « / ^ 4 /b — « 


ce  qui  donne , envers  les  axes  fixes , suivant  les  formules  do 
transposition , les  coordonnées  définitives 


[/  {b— a)  (c — b) 

bj^) 


y=o, 


a{c — b) 
b{c — aÿ 


Si  l’on  élimine  7 entre  ces  équations , on  voit  que  le  centre  dé- 
crit nne  double  ligne  droite  contenue  dans  le  plan  xz,  et  pas- 
sant naturellement  à l’origine , jr  = ± - : lesdeux 

a c—  b 

signes  de  son  coefficient  angulaire  coexistent  successivement 
avec  ceux  de  tang  0.  L’ensemble  de  cette  discussion  nous  ap- 
prend donc  que  tout  ellipsoïde  peut  être  engendré , de  deux 
manières  difli'renles,  par  un  cercle  dont  le  centre  parcourt  une 
dmitc  perpendiculaire  à Taxe  moyen  de  cette  surface , mais 
oblique  aux  deux  autres , tandis  que  son  plan  se  déplace  paral- 
lèlement à ce  même  iixe , en  conservant  une  direction  inva- 
riable , d'ai|j^irs  oblique  au  lieu  du  centre  , à moins  que  l’el- 
lip:.oide  ne  soit  de  révolution  , auquel  cas  les  deux  systèmes 
d ‘ génération  circulaire  coïncident  nécessairement.  On  trou- 
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TPra  aisément  des  résultats  esscntiellenient  analogues  envers 
les  deux  hjpcrboluïdcs. 

Quant  aux  surraces  du  second  degré  qui  n’ont  pas  de  centre, 
il  serait  évidemment  superflu  d'entreprendre  une  telle  appré- 
cialiou  pour  le  paraboloïde  hyperbolique , que  nous  savons  in- 
compatible avec  toute  section  elliptique.  Considérons  donc  seu- 
lement le  paraboloïde  elliptique  oji:'-{-by'=  z.  La  substitution 
prescrite  donne  alors  l'équation 

(acos’Ÿ+tsin’v).^"+2(6 — a)  sin  fCOSçCOSO. 

+ («sin’y+i  cos’&)cos’0.y’ — y sinO — y = 0, 
où  les  conditions  du  type  circulaire  sont 

(fr — a)  sinycosipcosO=0, 
rtcos’Ÿ+isin’(ji=  {(zsin’y+icos’y)  cos’O. 


En  écartant  encore  le  facteur  constant  a — b,  on  obtient  succes- 
sivement les  trois  hypothèses  ? =0,  et  cos  0=±:  y/^.puis 

ç = 90'>etcosO  = , enfin  o=90'>et  lang(ji=Y/^— 

Or,  la  dernière  est  évidemnent  toujours  inadmissible,  et  les  deux 
autres  fournissent  pour  cos  0 des  valeurs  réelles , mais  récipro- 
ques l’une  de  l’autre , en  sorte  qu’une  seule  sera  nécessaire- 
ment acceptable,  vu  la  restriction  cosO  <;i.  Sa  duplicité  an- 
nonce que  le  paraboloïde  elliptique  comporte  aussi  deux  séries 
de  sections  circulaires , touh's  deux  perpendiculaires  au  plan  de 
la  moindre  des  deux  traces  paraboliques  de  la  surface,  et  symé- 
triquement inclinées  sur  celui  de  l’autre  trace.  Les  coordonnées 
du  centre  du  cercle  sont,  envers  les  axes  mobiles. 


sinO  _ ^ 1 
a a 


et,  par  suile,  relalivcmenl  aux  axes  fixes, 
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en  supposant  ac^b.  Comme  les  deux  coordonnées  horizontales 
sont  spontanément  indépendantes  de  y,  elles  annoncent  directe- 
ment que  le  centre  du  cercle  générateur  décrit  une  double  ver- 
ticale, comprise  dans  le  plan  de  la  moindre  trace  du  paraboloïde, 
et  généralement  oblique  au  [dan  de  ce  cercle , h moins  que  la 
surface  ne  fût  de  révolution  : chacune  des  deux  positions  de  ce 
lieu  so  combinera  exclusivement  avec  la  valeur  correspondante 
de  cos  0. 

Toutes  les  surfaces  du  second  degré,  sauf  le  seul  paraboloïde 
hyperbolique,  peuvent  donc , en  résumé , se  ranger  , sous  deux 
modes  distincts , dans  la  famille  de  surfaces  circulaires  la  plus 
rapprochée  des  corps  ronds  proprement  dits,  où  le  centre  du 
cercle  générateur  parcourt  une  droite  plus  ou  moins  oblique  à 
la  direction  invariable  de  son  plan.  Mais  cette  exception  capitale 
confirme  suffisamment  que , même  pour  ce  degré,  la  classifica- 
tion empirique  des  surfaces  algébriques  d'après  les  degrés  de 
leurs  équations  est  nécessairement  incompatible  avec  rcnscmblc 
des  comparaisons  géométriques. 

Dans  ce  chapitre  complémentaire,  nous  avons  poussé  l’ap- 
préciation générale  delà  grande  conception  de  Monge  sur  l’é- 
tude rationnelle  des  divers  groupes  géométriques  aussi  loin  que 
le  permettent  les  ressources  bornées  do  l’analyse  ordinaire , 
dont  la  portée  est  néanmoins,  à cet  égard,  beaucoup  plus  éten- 
due qu’on  no  le  suppose  communément.  Je  regrette  que  la  nature 
de  ce  traité  élémentaire  doive  m’interdire  d’y  expliquer  com- 
ment l’analyse  transcendante  complète  et  perfectionne  ces  notions 
fondamentales , d’abord  par  l’introduction  d’un  nouveau  genre 
de  relations  caractéristiques , entre  les  dérivées  partielles  de  la 
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( uordonnéc  dépt  ndanto,  et  surloat  ensuite  par  la  considération 
prépondérante  des  surfaces  enveloppes,  d'après  laquelle  Monge 
a si  heureusement  condense,  autour  d’un  très- petit  nombre  d’é- 
léments fort  simples , tous  les  groupes  géométriques  imaginés 
jusqu’ici.  Toutefois , j’espère  que  l’ébauche  systématique  que  je 
viens  d’achever  fera  sentir  à tous  les  bons  esprits  l’éminente 
valeur  d’une  création  trop  peu  comprise  encore  par  la  plupart 
des  géomètres , et  signalera  l’importance  des  nouvelles  voies 
philosophiques  ainsi  ouvertes  au  véritable  esprit  géométrique, 
<|ui , après  avoir  essentiellement  épuisé  la  géométrie  générale 
proprement  dite,  doit  surtout  poursuivre  désormais  la  géo- 
métrie comparée,  aujourd'hui  si  confusément  conçue. 


FIN. 
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Expr<‘>isiou  générale  du  cont4ict  indéterminé  entre  une 

droite  et  Que  courbe,  soit  dal)ord  en  trouvant  la  cnn-  I 

ditioii  de  contact  par  l’appUcatioii  de  fa  régie  des 
tangentes,  soit  ensuite  en  la  formant  directement  p.ir 
le  principe  des  racines  égales , qui  reproduit , sous  un 
autre  aspect,  l'équivalent  de  cette  règle.  Comparaison 
gciiér.ile  de  CCS  deux  modes.  Application  à la  recherche 
• d’une  tangente  commune  à deux  courbes  domices  4^ 

Extension  de  la  double  solution  précédente  au  contact 
mutUL‘1  de  deux  courbes  quelconques-  Appréciation 
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sou  application  algébrique 

Seconde  méthode,  fondée  sur  l'appréciation  directe  de 
r.asyinptotc  comme  une  sécante  dont  deux  intersec- 
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port de  l’origine  cn  un  point  quelconque  du  diamètre 
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cond degré  57 
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Appréciation  générale  de  la  question.  Réduction  préala- 
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à tous  les  genres  de  paraboles.  Règle  analytique  qui  en 

résulte • 

Seconde  mclhodc  , fondée  sur  la  sommation  des  puis- 
sances des  nombres  naturels.  Reproduction  de  la  uiéinc 

loi  finale  . * * * * 
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mélrie  comp  tée  ^ apres  avoir  sullUamment  formé  la 

f géométrie  générale.  Clas-scrncnt  provisoire  des  cour- 
tes algébriques  , pour  remédier  tres-imparfaitement 
à cette  lacune  foiuiaincatalc 
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Division  nécessaire  de  cette  première  classe  en  deux 


familles  vraiment  naturelles,  celle  des  pnrnboUs  ^ et 
celle  hyperbotci.  Subdivision  naturelle  de  la  pre- 
mière famille  en  trois  genres,  selon  que  les  deux 
exnos.mfs  sont  impairs  , ou  l'un  pair  et  l’autre  impair, 
ccfai-ci  t UiU  tantdt  supérieur  et  tantôt  inférieur . . . 7Q 
Eiamen  successif  des  deux  genres  propre.s  à la  seconde 
famille,  selon  que  le  degré  est  pair  ou  impair So 


CHAPITRE  III, 

Courbes  trinômes.  (3/efoni.  ) 

Destination  propre  de  ce  chapitre.  KKamen  complet  de 
U première  clnsse  j-m-f  — b , d après  huit  exem- 
ples c.iractcristiquc.s  relatifs  aux  diverses  combinaisons 

J* 


d’exposants 

Discussion  spéciale  de  quatre  exemples  principaux  rela- 
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y ! Sa 
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Discussion  spéciale  de  deux  exemptes  relatifs  à la  der- 
nière catégorie  , )x’=i  , xy*— 84 
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Discussion  spéciale  de  quatre  exemples  principaux 
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bjr' — Gx — x 


— axV* — x^-4-l=o 

Indicatiou  îles  questions  inver.ses,  nécessairement  indc- 
terniinées,  ou  il  faut  composer  l'équation  alin  d'obte- 
nir une  certaine  ligure  générale-  Exemple  d une 
telle  recherche 
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CHAPITRE  V. 


Discussion  spéciale  des  équations  du  second  degré.  (3  leroni.) 


Caractère  propre  et  destination  principale  d'une  telle 

discussion ; 
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degré , d'après  la  discussion  de  l'ordonnée 
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sente aucune  courbe;  caractères  et  types  des  trois 
cas  propres  aux  équations  paraboliques,  des  deux  cas 
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casque  puissent  offrir  les  équations  hyperboliques. 
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QUATRIÈME  PARTIE. 

éTODE  SPÉCIALE  DES  COIEBES  DD  SECOXD  DEOEÉ. 

Objet  propre  de  cette  quatrième  partie.  Appréciation 
générale  d une  telle  étuile  analytique 
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trique , slu  fover,  et  pat  suite  de  la  directrice,  envers 
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une  courbe  quelconque  du  second  degré.  Institution 
fondünienUle  de  cette  théorie,  dans  le  cas  analytique 

le  plus  étendu 

Secondir  forme  générale  de  cette  théorie,  d après  la 

méthode  dt'S  muUifd  
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Principales  propriétés  de  la  parabole  quant  aux  tan- 
gentes : évaluation  de  la  sous  tangente,  et  surtout  de 
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Seconde  forme  générale  de  l'équation  de  la  tangente, 

CD  y rapportant  le  coellicient  linéaire  au  cocliicient 


angulaire >00 

Principaux  problèmes  sur  les  tangentes  à la  parabole. 
Connexité  remarquable  entre  la  parabole  et  la  cis- 
so'ide.  Lieu  du  sommet  d'une  parabole  invariable  in- 
scrite dans  un  .angle  droit lot 

Normale  menée  à là  parabole  par  un  point  qiieleonque 
du  plan.  Rép.artition  géométrique  des  divers  cas  à l'aide 
d'une  courbe  auxiliaire  , tangente  à toutes  les  nor- 
males de  la  parabole lOa 

Principales  propriétés  géométriques  et  analytiques  de 
la  puratiole  quant  aux  di.imétres.  Reconstruction  de 
tous  les  éléments  géométriques  d'une  parabole  d'a- 
près un  arc  quelconque io3 

Quadrature , soit  générale , soit  spécbile , de  la  parabole. 

Mesuredes principaux! olunies  rc.sultcs  de  sa  rotation.  io4 


CHAPITRE  III. 

Théorie  de  l'ellipse.  (t  Irions,) 

Discu.ssiou  et  construclion  de  l'équation  siniptiliéc  de 
cette  courbe.  Comparai.son  qui  en  résulte  entre  l'el- 
lipse et  le  cercle.  IndH  ation  directe  qu  elle  fnnrnit 
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. avoc  celai  des  cordrs  supplémentaires  troù  poorrait 
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l'ellipse.  Triple  forme  géométrique  de  la  relation  de 
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de  Ces  propriétés  *  * 35oà35G 

Lien  du  sommet  d'un  angle  droit  circonscrit  à l'ellipse, 
r)<  termination  des  rectangles  maximum  et  minimum 
circonscriptîldes  à cette  courbe.  Lien  des  projections  . 
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Principales  propriétés  de  l'ellipse  quant  aux  diamètres. 

?îaturc  rectiligne , convergence  spontanée , et  conju- 

raison  nécessaire  de.s  diamètres,  déduites,  soit  de 
équation , soit  du  théorème  des  cordes  supplémen- 
taires. Forme  de  rèquation  de  l’ellipse  envers  un 
couple  quelconque  de  di.iroètres  conjugués.  Détermi- 
nation du  couple  caractérisé  par  l’égalité.  Construc- 
tion d’un  couple  à inclinaison  donnée.  Tlicorèroes 
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de  révolution  , Tuii  allongé , l'autre  .aplati  ...... 
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tcvmination  complète,  graphique  et  algébrique,  d’une 
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courbe  Ju  second  déféré  d'aprùt  un  foyer  ou  une  di- 
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dans  l'hyperbole  , les  diverses  notions  antérieures  sur 

les  tangentes  de  l'ellipse 

Principales  propriétés  de  l'hyperbole  quant  aux  dia- 
mètres Comparaison  générale  avec  l'ellipse.  Lien 
des  extrémités  drs  diamètres  non  transverses.  Modi- 
fication des  théorèmes  d' .Apollonius 

Principales  propriétés  de  l'hyperbole  quant  au^  asymp- 
totes. Théorème  des  transversales.  Son  appréciation 
directe  comme  définition  fondamentale  de  l'hyper- 
bole. Ëquation  de  la  courbe  par  rapport  à ses  asymp- 
totes  

Détermination  d'une  hyperbole  d’après  une  asymptote 
et  trois  points , ou  un  seul  et  un  sommet.  Lieu  du 
foyer,  dau  ce  dernier  cas,  quand  le  sommet  est  seul 
donné  : lien  inverse  du  sommet  quand  le  foyer  est 

donné 

Quadrature  de  l’hyperbole , soit  d'après  la  théorie  géné- 
rale . soit  à l'aide  d'une  considération  spéciale  .... 
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CHAPITRE  V, 

Appréciation  des  courbes  du  second  degré  comme  sections 
coniques.  (i  Itçotu.) 

Ëtude  préalable  des  sections  planes  du  cylindre  ciren- 

laite  droit Iljj 

Ëquation  générale  des  sections  planes  du  cône  circu- 
laire ilroit.  Origine  commune  des  trois  courbes  du 

second  degré ISO 

Appréciation  conique  de  la  parabole,  puis  de  l’ellipse, 
et  enfin  de  l’hyperbole  , considérées  quant  à leurs  di- 
vers éléments  géométriques.  Placer  sur  un  cône  donné 
nne  conrbe  du  second  degré  donnée  : discussion  de 


possibilité.  . jai 

Sections  planes  du  cône  circulaire  oblique.  Appréciation 
des  deux  séries  de  sections  circulaires i aa 
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Application  générale  de  l’étude  des  courbes  planes  i la 
cotulruclion  des  équations  déterminées,  (i  leçon.) 

Appréciation  générale  de  cette  question.  Principe  fon- 
damental d une  telle  recherche.  Son  indétermination 

nécessaire 

A^lication  à trois  exemples  d'éqnations  transcendantes. 

Comparaison  des  divers  modes  de  construction  . . 
Considérations  générales  sur  la  construction  des  équa- 
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Drtennination  de  la  fouction  arbitraire  d’aprà  la  direc- 
trice de  chaqae  cylindre  i simplincation  générale  de 
cette  operation  quand  cotte  base  est  la  trace  horizon- 
tale de  la  surface!  divers  eicmplcs  à -ce  sniet.  Détcr- 
mrnation  de  la  fonction  arbitroiro  quand  le  cylindre 
doit  être  circonscrit  à une  surface  donnée  i application 
aux  ombres.  Possibilité  de  déterminer  directement  la 
courbe  de  contact. l54 
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Tbéorle  des  surfaces  coniques.  (i  iefon.) 
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en  résulte  sur  la  liaison  générale  entre  la  nature  coni- 

2ue  d'une  surface  et  la  composition  homogène  de  son 
quation.  Usage  fondamental  d'un  tel  caractère  aPa- 
lytiquc  pour  vérifier  si  une  équation  donnée  appar- 
tient à un  cène l55 

Détermination  de  la  fonction  arbitraire  d'apré»  la  direc- 
trice du  cène.  Application  spéciale  à la  théorie  des  < 

. mappemondes , d'on  résulte  la  nature  et  la  construe-  ' - 
tion  de  la  perspective  propre  à chaque  cercle  terrestre.  ,. 
Cas  général  où  la  directrice  donnée  est  la  trace  hori-  - 
zontale  du  cène  : divers  exemples  à ce  sujet  ; origine 
rationnelle  de  l'appréciation  conique  des  courbes  du 
second  degré.  Détermination  de  la  fonction  arbitraire 
quand  le  cène  est  circonscrit  à une  surface  donnée  s 
caractère  propre  de  la  courbe  de  contact i56 

CHAPITRE  IV. 

Théorie  des  surfaces  do  rérolution.  (l  Ufon.) 

Remarque  préliminaire  sur  la  conception  ordinaire  de 
cette  fiiinille.  Formation  et  usage  direct  de  l'équation 
collective  Sa  simplification  quand  l'axe  de  la  surface 

est  pris  pour  l'un  des  axes  coordonnés l5y 

Détermination  de  la  fonction  arbitraire  d'après  la  direc- 
trice. Application  spéciale  au  cas  de  la  ligne  droite, 
et  surtout  ensuite  a celui  de  l'héticc , en  déduisant 
d'.rbord  de  sa  définition  ses  équations  et  ses  princi- 
pales propriétés  Cas  général  où  la  directrice  est  le 
méridien  même  de  la  surface  : application  spéciale  au 
tore l58 
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Définition  de  cette  nouvelle  famille,  et  formation  de 
son  type  analytique  , surtout  eu  choissant  le  plus 
favorablement  possible  les  axes  coordonnés.  Coriser- 
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Vation  remarquable  d'un  certain  caractère  d'homo- 
généité   - lâg 

Délcmiination  de  U fonction  ar'  itraire  d’après  la  direc- 
trice. .Application  speiiale  à l'équation  de  la  \is  rec- 
tangulaire : form.ation  comparative  ne  l'équation  plus 
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arbitraire  quand  le  eouo'idc  doit  être  circonscrit  à 
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dont  l'équation  collective  n’esi  pas  comme,  et  suriont  aux 
surfaces  rectilignes  on  circulaires.  ( 3 leroas.  ) 
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. générales  qui  emprclicnt  la  formation  des  types  ana- 
lytiques propres  a la  plupart  des  groupes  geométri- 
i|ues.  et  surtout  des  obstacles  inhérents  à la  trop 
grande  extension  de  ce*  groupes,  quoique  toujours 

eairactérisés  nettement l6t 

.Application  spéciale  de  ces  réllexioiis  générales  aux  sur- 

l.iees  réglées  , et  surtout  développables iC'x 
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.Application  de  ces  principes  ans  surfaces  réglées  ou  rec- 
I tilignes,  d'abord  quand  chacune  d'elles  est  délinie 
par  In lis  directrices  données,  ensuite  quand  la  sur- 
face, étant  développable,  se  trouve  .spécitiée  soit  d'a- 
près son  arête  de  rehroussement,  soit  comme  rircon- 

scritc  à deux  surfaces  données  . . • • '®4 

Aljrdc  d'appréciation  analv tique  de  la  n.aturc  rectiligne 
d'nnc  surface  donnée  Préamhulc  de  l'application  de 
cette  méthode  aux  surfaces  du  second  degré,  consii- 
tant  dans  la  déseussion  préliminaire  des  diverses  formes 
géométriques  et  des  plus  simples  équations  correspon- 
dantes   iG5 

.Apprériation  spéciale  de  la  nature  cl  de  la  génération 
des  deux  surfaces  rectilignes  du  set^oud  degrc  ....  166s 
Application-des  principes  gciiéranx  du  n"  i53  aux  sur- 
faces circulaires  et  surtout  à la  famille  des  tuyaux . . 1C7 
Marclic  générale  la  plus  eonvenabic  pour  constater  un 
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l’rOafflbulc.  ( 1 lefon-  ) 

Apprécialion  exacte  de  la  science  malliématiiiuc,  envisagée  dans  son 
ensemble  , d'après'Ie  vrai  but  final  de  toute  recliercUc  matliéinatiquc. 

Division  ioiidamcatale  de  la  science  inathc'matique  en  deux  parties 
générales,  l’une  concrète,  l’autre  «^'/troi/e.  Objet  propre  de  chacune 
d’elles,  et  leur  coordination  naturelle 

Division  nécessaire  du  calcul  en  deux  branches  essentielles  , l’une  nl- 
gcbrique , Vuixire  arUtimélique.  Objet  caractéristique  de  l’o/^'èirc  pro- 
prement dite. 

Disliiictiou  générale  entre  la  résolution  analytique  des  équations  et 
leur  résolution  numérique.  Caractère  iinpaiTait  et  équivoque  de  celle- 
ci,  pourtant  seule  possible  le  plus  souvent. 

Objet  propre  du  ce  cours  et  son  plan  général. 

Théorie  rondamcntale  des  équations  algébriques,  ( 7 leçons.) 

I*  Composition  des  équations.  État  général  do  la  question.  Réduction 
préalable  de  toute  équation  algébrique  à la  forme  rationnelle  et  en'- 
tière. 

Double  démonstration  , à priori  et  h posteriori , du  principe  fonda- 
mental. Son  vrai  degré  d’extension. 

Décomposition , nécessairement  unique , de  toute  fonction  d'un  de- 
gré quelconque  en  facteurs  du  premier. 

Decompdsition  , toujo'urs  niultfple  , qui  en  résulte  en  f.icteors  du 
second  degré  , ou  d’un  degré  supérieur. 

Détermination  directe  , en  général  inoius  tunveiiuble  , de  ces  lier- 
niées  facteurs.  ’■ 

( .aractère  cs-ainticl  des  fonctions  ;i  plusieurs  variables  do  ii  élro  pas 
urdinaii'Ciileiit  décniiipusahles  eu  facteurs  analogues  d’un  degic 
iiiuindra.  Nécessité  géoinéti  iquu  d’une  telle  incompatibilité.  Sun  cx- 
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plicatioB  analytiqne  d’aprèa  la  naetare  de  l'ordre  de  génêralilé  de  la 
ibrmnle  complète  du  aeffre  at  i deux  Tariable*  par  le  nombre  des 
cnnslintes  arÛlraireS  qa'elle  eontient.  Réaciinn  d'une  telleepprécia- 
(ion  sur  le  ras  primitif  des  fonctions  à nne  seule  variable. 

Relations  (cdttdraléa  entre  les  coeOicients  d'une  eiqualion  et  ses  ra- 
cines, soit  d'après  sa  décomposition  en  facteurs  él  menlaires.  soit  d'a- 
près 1.1  formation  directe  d'une-  équation  susceptible  de  racines  don- 
nées.. 

Réflexions  générales  sur  l.i  manière  dont  ces  lois  concilient  la  réalité 
et  la  rationalité  des  cocfllcients  avec  l'imaginarité  et  l'irrationalité 
des  racines. 


Usage  général  de  ces  lois , on  de  la  décomposition  élémentaire  qui 
. les  a fournies,  pour  traduire  entre  'es  coefficients  toute  relation  don- 
née entre  les  racines.  Divers  exemples  caractéristiques  à ce  sujet. 

Théorème  fondamental  de  Descartes  sur  les  relations  naturelles, 
entre  le  mode  de  succession  des  signes  des  coefBcients  et  les  signes  des 
racines.  Indications  qu'il  fournit  souvent  sur  les  racines  imaginaires 
dans  les  éqnations  incomplètes,  et  même  dans  les  autres. 

Principe  relatif  aux  racines  communes  à deux  équations  données. 
Simplification  correspondante  qu'éprouve  alors  nécessairement  leur 
résolution  respective. 

Usage  général  de  ce  principe  pour  simplifier  la  recherche  des  rela- 
tions entre  les  coefficients  d’après  celles  des  racines,  surtout  quant  aux 
relations  binaires.  Divers  exemples  de  cette  application,  même  envers 
des  relations  plus  composées. 

Examen  spécial  du  cas  de  la  réciprocité  des  racines.  Théorie  des 
éqnations  réciproques.  Abaissement  nécessaire  de  leur  degré. 

5®  Trmmjormation  des  équations.  Position  exacte  de  la  question  gé- 
nérale. Distinction  nécessaire  des  deux  sortes  de  transformations,  in- 


troduites , les  unes  par  Viète  i les  antres  par  Lagrange. 

I '•  classe , où  chaque  racine  transformée  ne  dépend  qne  d'une  seule 
racine  primitive.  Modo  général  de  formation  de  l'équation  cherchée^ 

Application  an  cas  où  toutes  les  racines  sont  également  augmentée» 
à volonté.  SupproSMOofitcultative  d'un  coefficient  quelconque , et  sur- 
tout dn  second. 

Applû-alioo  an  cas  ou  les  racines  croissent  proportionnellement. 
Appréciatioa  des  modific.ilinns  facultatives  qui  en  résultent. 

Application  an  cas  où  les  racines  sont  élevées  a une  même  puis- 
aance , entière  on  fractionnaire.  Appréciation  d'un  tel  changement. 
i Applicidion  ancas  de  l'inversiondesracineset  à celui  du  changement 
de  iggiM.-. 

s*  classe,  où  chaque  racine  transformée  dépend  de  plusieurs  racines 
primitives.  Examen  général  des  combinaisons  binaires  Mode  de  for- 
mation de  l'équation  cherchée;  son  degré  naturel.  Son  épuration 
préalable  en  écartant  les  combinaisons  affectées  de  répétition.  Pro- 
piqélét  nécessaires  relatives  à la  transposition  mutuelle  des  racines 
primitives  dans  chaque  combinaison.  Abaissement  final  du  degré  de 
la  transformée , apres  lequel  elle  doit  encore  comporter  des  conditions 
caractéristiques,  soit  quant  au  degré,  soit  envers  les  cocltlcient-s. 
Extension  générale  de  ces  diverses  notions  et  opérations  à des  combi- 
naisoos  plus  que  binaires. 

Application  snceessive  de  l'euMmble  de  ces  considérations  à la  théo- 
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rie  {rénéralede  l'équation  aux  sommes  , de  l'équation  aux  différences, 
de  l'équation  aux  produits,  de  l'équation  aux  quotients,  et  décollé 
où  les  sommes  sont  ajoutées  à un  multiple  des  produits.  Appréciation 
des  indications  nouTelles  que  l'état  de  chaque  transformée  peut  four- 
nir sur  les  racines  primitives,  et  surtout  de  celles  que  sugsère  le 
mode  de  succession  des  signes  dans  l'équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences. 

3»  Théorie  det  fonctions  tymétriques.  Position  générale  de  la  ques- 
tion. Sa  restriction  naturelle  aux  fonctions  symétriques  rationnelles. 

Leur  division  générale  en  simples  ef  multiples. 

Théorème  préüniitiaire  sur  la  composition  de  la  fonction  dérivée 
d'après  Icik  facteurs  élémentaires  de  la  fonction  primitive. 

Lois  fondamentales  qu'il  fournit  pour  déduire  des  coefficients  d'une 
équation  les  valeurs  des  sommes  de  puissances  semblables , entièrea 
et  positives , de  tonies  ses  racines , jusqu'au  degré  de  l'équation  ex- 
clusivement. Indication  de  l'origine  historique  de  ces  lois  remar- 
quables. 

Relation  générale  supplémentaire  pour  passer  graduellement  de  ces 
puissances  à toutes  les  suivantes.  ÿ 

Moyen  d'étendre  ainsi  ces  lois , on  , ce  qui  est  préférable , par  une 
transformation  préalable,  aux  puissances  négatives,  mais  entières. 

Loi  générale  de  réduction  des  fonctions  s/métriqnes  doubles  aux 
fonctions  simples.  Extension  graduelle  de  cette  loi  aux  autres  degrés 
de  multipln  ité. 

Remarque  générale  sur  le  nombre  de  coefficients  qui  affectent  la 
valeur  de  chaque  fonction  symétrique,  simple  ou  multiple. 

Application  nécessaire  de  la  théorie  des  fonctions  symétriques  à la 
formation  effective  de  tontes  les  transformées  de  seconde  classe.  Mode 
le  plus  convenable  d'un  tel  calcul.  Examen  spécial  des  divqises  trans- 
formations précédemment  considérées. 

Théorie  de  rélimination.  (Sfepona.  ) 

Position  exacte  de  la  question  actuelle.  Sa  restriction  générale  aux 
équations  algébriques  , rationnelles  et  entières. 

méthode , fondée  sur  la  recherche  dn  commun  diviseur.  Son  ap-  * 

préciation  générale  d'après  le  principe  des  racines  communes.  ■ ' • 

Examen  plus  détaillé  de  l'enchaînement  graduel  résulté  des  divi- 
sions consécutives. 

Influence  des  modifications  indispensables  apportées  aux  divers 
dividendes  snr  la  composition  de  l'équation  Anale.  Altération  possible, 
mais  incertaine,  de  cette  équation.  Appréciation  générale  d'une  telle 
perturbation  comme  devant  être,  i^uoi  qu'on  fasse,  plus  ou  muins 
inhérente  à la  nature  de  cette  première  méthode. 

Examen  des  deux  cas  exceptionnels , relatifs  à l'incompatibilité  et  a 
rindétermination. 

Faculté  générale  que  procure  spontanément  cette  première  méthode 
pour  composer  a volonté  des  équations  susceptibles  de  conduire  à une 
équation  Anale  donnée. 

1""  Méthode,  fondée  sur  l'introduction*  de  fonctions  algébriques 
indéterminées  comme  multiplicateurs  des  deux  équations  primitives. 
Détermination  des  coefficients  de  ces  deux  facteurs  auxiliaires  pour 
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. rentière  élimination  de  l'inconnue  considérée.  Appréciation  générale 

de  celte  seconde  méthode.  • 

3“*  IHéthcde , fondée  sur  la  théorie  des  fonctions  ■symétriques.  Son 
appri'cialion  comparalire.  Théorème  important  qu'elle  fournit  spon- 
tanément sur  le  degié  maximum  de  l'équation  finale.  Interprétation 
géométrique  de  cette  loi. 

Théorie  des  racines  égales.  (l/«pon.) 

Objet  propre  de  cette  théorie.  Introduction  natnrelle  des  fonctions 
dérivées  dans  une  telle  recherche. 

t'riiicipe  foiidameotal  sur  l'existence  et  la  composition  du  diviseur 
commun  entre  la  fonction  donnée  et  sa  dérivée. 

Système  de  deenmposition  graduelle  qui  résulte  de  l'éqn.stion 
proposée  en  diverses  équations  partielles , dont  chacune  est  auectée  à 
un  seul  degré  de  multiplicité.  Mode  limité  à la  suppression  de  toute 
rt'pctition,  sans  distinction  de  multiplicité. 

< Application  de  celte  théorie  spéciale  à la  recherche  des  conditions. 

d'égalité  des  racines.  Examen  particulier  des  deux  cas  extrêmes , de 
moindre  ou  pins  grande  multiplicité  possible.  Inconrénients  propres  à 
celte  méthode  envers  la  plupart  des  cas  intermédiaires.  Solution  di- 
recte, en  général  préférable  , de  ect  ordre  de  questions. 

Uclation  générale  cl  nécessaire  entre  les  conditions  d'égalité  et 
celles  de  réalité.  Introduction  naturelle  dn  principe  des  racines  égales 
dans  la  théorie  fondatncnlale  des  maxima  ou  miniina. 

Résoiution  numérique  des  équations  algébriques.  ( 7 lei  ont.) 

1°  LimiUt  ÿènèralci  des  racines  fitlics.  Vraie  nature  et  destination 
principale  de  celle  recherche  ^Uminai_re.*Sa  décomposition  natu- 
relle en  quatre  cas,  uiséménl  ïWné*rt>l*s  à lin  seul. 

Hègle  de  .Maclaurin,  pour  driJoer'Une  limite  supérieure  des  raci- 
nes positives  de  toute  éqdâUdn  algébrique. 

• Méthode  de  Newton  pourobleuir  souvent  des  limites  non  formulées, 

mais  plus  favorables  que  la  précédoute. 

Évaluation  d'une  limite  inférieure  des  racines  positives  , et  ensuite 
des  de*ux  limites  propres  aux  racines  négatives. 

Keilexioiis  generales  sur  l'imperfection  radicale  de  ces  diverses  éva- 
luations normales. 

3”  Evaluation  des  racines  commensurahles.  Principe  fondamental  sur 
la  nature  des  racines  fractionnaires  que  comporte  toute  équation  à 
coefficients  entier*.  Iféduclion  générale  qui  en  résulte  de  la  recherche 
des  racines  fractionnaires  à celle  des  racines  entières. 

Restriction  nécessaire  îles  racines  ciilici es  parmi  les  diviseurs  du 
dernier  terme.  Système  d épreuves  gradueUes,  imaginé  par  Clairanl, 
pour  discerner  facilement  ceux  de  ces  diviseurs  qui  conviennent  à 
l'équation  proposée.  E'sais  prcliininaires  propres  à écarter  d’avance 
beaucoup  de  diviseurs  iuuljles. 

Méthode  ponV  dclermiiicr  exactement  les  rncines  ineommcnsiira- 
hles  du  second  degrc.  ^ 

y'  Evaluation  des  ravines  incommensurahlcs.  Exposition  delà  quea 
lion  : état  piéalah'.e  de  t'équulion. 
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Uéaioustration  aaal)liqno  et  gik>inélrique  du  principe  luiulamental 
des  substitutions.  Sa  véritable  étendue. 

Cuuiplement  indispensable  de  ce  principe  (>ar  l'examen  de  toutes 
les  comparaisons  relatives  aux  deux  substitutions.  Vérification  spéciale 
d’un  tel  examen  envers  les  équations  algébriques. 

Indications  générales  que  fournit  ce  principe  sur  l’existence  néces- 
saire de  racines  réelles,  suivant  que  le  degré  de  l’équation  est  impair 
OIS  pair. 

Distinction  fumiameulale  entre  la  séparation  des  racines  et  leur 
évaluation. 

Méthode  de  Lagrange  pour  la  séparation  préalable  des  racines, 
d’après  l’équation  aux  carrés  des  différences.  Sun  appréciation 
générale. 

Méthode  de  Kourier  |)Our  la  séparation  des  racines,  d’après  leur  énu- 
mération préalable.  Observation  fondamentale  qui  sert  de  base  à cette 
méthode,  et  où  rentre  spontanément  la  remarque  onginale  de  Uolle. 

Aperçu  général  de  la  grande  théorie  de  Foncier  pour  déterminer 
d’avance  le  nCmbre  des  l'acines  réelles  comprises  dans  un  intervalle 
donné.  Réduction  spontanée  du  théorème  de  Descartes  à l'ensemble 
de  cctle  théorie. 

Modification  spéciale  apporlée  par  M.  Sturm  à celle  théorie  générale 
pour  le  seul  cas  des  é(|Ualions  algébriques.  Appréciation  finale  d’uu 
tel  amendement. 

Usage  de  ce  corollaire  envers  les  équations  à coeflicienls  indéter- 
minés, pour  y découvrir  les  conditions  relatives  à un  nombre  donné 
de  racines  réelles  ou  imaginaires. 

Méthode  d’approximation  ébanebée  par  Newton  et  constituée  par 
Fourier.  Appréciatiou  géométrique  d’une  telle  méthode , et  des  condi- 
tions indispensables  à son  application  régulière. 

Méthode  d’approximation  deUagrange.  Sa  comparaison  à la  précé- 
dente. Cas  de  la  périodicité. 

/jo  Théorie  des  racines  imaginaires.  Considération  originale  de  Fou- 
cenex  sur  la  demonstrulion  générale  de  la  dé<'omposition  nécessaire 
de  toute  fonction  algébrique  eu  facteurs  réels  du  second  degré  , d’où 
résulte  la  forme  coustauto  des  racines  imaginaires.  Modification 
apporlée  par  Lapluce  a cette  première  démonstration,  d’après  des 
motifs  qui  pourraient  être  esseuticlleineut  écartés. 

Méthode  générale  pour  ramener  l’évaluation  des  racines  imagi- 
naires à celle  des  racines  réelles  , soit  d’après  leur  forme  nécessaire, 
soit  par  suite  de  la  détermination  équivalente  des  facteurs  réels  du 
wcoud  degré.  Appréciation  et  comparaison  do  ces  deux  modes. 

Rcsolution  algébrique  des  équations  des  3*  et  A*  degrés.  (1  leçon.) 

Méthodes  pour  ramener  la  résolution  du  quatrième  degré  a celle  du 
troisième.  • 

Résolution  géncr.ale  .des  équations  du  troisième  degré.  Extension 
et  discussion  de  la  formule  obtenue. 

Examen  spécial  du  cas  irréducùble.  Traosformalion  correspondaute 
de  la  fonuule. 

Procédé  spécial  de  \'iète  pour  la  résolution  directe  de  ce  cas  d’après 
l'équaliou  de  la  trisection  du  l'angle. 
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RéMluUoD  générale  des  équalions  binouMs.  ' ( i l$fon.) 

Application  generale  da  tbéorème  de  Moivre  à la  résointion  de 
tonte  ê<)iiatioD  binôme.  Expression  générale  des  racines  imaginaires 
de  I unité  : leur  nombre  et  leur  conjugaison. 

Subordination  naturelle  de  ces  diverses  racines  comme  des  puis- 
sances les  unes  des  autres. 

Comparaison  générale  des  deux  cas  relatifs  au  signe  du  terme 
connu. 

Décomposition  générale  des  fonctions  binômes  en  fadeurs  réels  du 
second  degré. 

Appréciation  des  classes  d'équations  dont  la  résointion  algébrique 
peut  fp'aduellement  résulter  de  la  combinaison  de  la  théorie  des 
équations  binômes  avec  l'ensemble  des  notions  antérieures. 


Déreloppement  des  fonctions  en  séries.  (A  leçons  ) 

Kxlen»ion  de  la  formule  du  binôme  aux  exposants  fractionnaires  ou 
négatif».  Vice  de  la  démonstration  d'Euler  à ce  sujet. 

Esprit  général  de  la  méthode  des  coeOicients  indéterminés  pour  les 
transformaiions  en  séries. 

Développement  de  o*  selon  les  puissances  de  x.  Détermination  , 
»it  en  série  i soit  sous  forme  finie , du  coeflSeient  que  la  méthode  laisse 
a trouver.  • 

^rie  pour  développer  log  ( i + x)  selon  les  puissances  de  x.  Indi- 
catioii  incidente  do  l'inversion  des  séries. 

Sériés  relatives  au  dévoloppemeut  du  sinus  et  du  cosinus  suivant  les 
pui«sances  de  l'arc. 

Série  inverse  (lour  développer  l'arc  selon  les  puissances  de  sa  tan- 
gente. Nouvelle  forme  que  prend  alors  la  méthode. 

CoDsidér.itions  fondamentales  sur  la  distinction  nécessaire  entre 
l'usage  aiiiilytique  et  l'usage  numérique  des  séries.  Inconvénients  radi- 
caux qu'entraîne  aujourd'hui  la  confusion  trop  fréquente  de  ces  deux 
appréciations. 

Dsage  analytique  très-remarquable  fait  par  Lagrange  de  la  série 
exponentielle  pour  trouver  la  loi  générale  du  développement  des 
puissances  d'un  polynôme  quelconque.  Déterminatiou  générale  du 
nombre  de  termes  du  développement , d'après  le  problème  des  répar- 

Dsage  analytique  encore  plus  important  de  l'ensemble  des  quatre 
•enes  précédentes  pour  établir,  sous  les  deux  formes  opposées,  le 
rapprochement  fondamental  entre  les  deux  couples  élémentaires  de 
fonctions  transcendantes. 

Application  générale  de  cette  relation  capitale  an  calcul  des  imagi- 
naires. 

Considérations  générales  sur  l'usage  numérique  des  séries,  et  sur  les 
conditions  de  lenr  convergence,  ainsi  que  sué  la  mesnre  des  approxi- 
mations quelles  fournissent. 

Application  successive  de  ces  principes  aux  séries  précédentes,  soit 
pour  la  construction  des  tables  logarithmiques  et  des  tables  trigono- 
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metriqnei , «oit  pour  I eTftlttation  commode  du  rapport  de  la  circoa- 
férence  au  diométre.  > 


Sooimatioo  des  suites.  ( 1 Itfon,  ) 

Appréciation  générale  de  la  nature  et  de  l'importance  d'un  tel  ordre 
de  recherches. 

Application  naturelle  de  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  à 
la  Bominatioii  des  snites  dont  le  terme  général  est  donné.  Conditions 
indiapensables  au  succès  de  cette  méthode,  ainsi  restreinte  au  cas 
des  fonctions  entières. 

Emploi  de  celte  méthode  pour  la  sommation  successive,  d'une  part 
des  ciirré.s , cubes , etc. , des  nombres  naturels , d'une  autre  part 
des  uombi'es,/f^urrx,  soit  triangulaires , soit  pyramidaux,  etc.  Coïnci- 
dence spoutanée  de  ces  deux  sortes  de  sommations,  dont  chacune  peut 
suppléer  à l'autre. 

Sommation  spéciale  des  nombres  figurés  d'un  ordre  quelconque , 
d'après  le  triangle  ou  carré  arithmétique. 
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PROGRAMME 

DU 

COURS  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL, 

QUI  SUCCiXE  A 

L’ÉTUDE  DK  L’ALGÈBRE  SUPÉRIEURE. 


Considérations  fondamentales.  ( â leçons.) 

Destination  générale  do  l'analyse  transcendante.  Nécessité,  pour 
l'appréeier  convenablement , d'approfondir  la  notion  fondamentale 
d'éi/iialion , d'après  la  distinction  directe  des  fonctions  en  ahslraitcs  ut 
concrètes. 

Revue  inélliudique  des  cinq  couples  d'éléments  analytiques  qui  com- 
posent les  fonctions  abstraites  actuelles.  Appréciation  spéciale  du  der- 
nier couple.  Définition  exacte  do  l’Idée  â' équation.  Appréciation  spon- 
tanée des  didicultés  générales  que  présente  l'établissement  des  équa- 
tions. 

Aptitude  fondamentale  de  l’analyse  transcendante  à diminuer  radi- 
calement cette  ditliculté  dans  les  reclicrchcs  compliquées.  Caractère 
de  cette  analyse,  en  la  distinguant  soigneusement  de  laniélhode  trans- 
ccnilaiite,  qui  remonte  essentiellement  à .Arcliiiuède. 

Nécessité  de  considérer  simultanément  , dans  l’état  provisoire  où  se 
Iroitvo  encore  la  plnlosophic  inatliémaliquc  , les  trois  conceptions 
principales  propres  à l'ensemble  de  l'analyse  transcendante.  Impos- 
sibilité de  se  borner  aujourd  bui  à une  seule  de  ces  conceptions  équi- 
valentes. • 

■i'‘ Conception  de  Icilinit:^  d'où  méthode  inJinitésimaU.  C&raclérc 
es.scnticl  de  cetle  conception.  Définition  de.s  dilTérentielIcs.  Appro-  • . 
ciation  des  divers  ordres  d’infiniment  petits.  Principe  fondamcjilal  de 
U métliode  infinitésimale.  * , 

Aptitude  nécessaire  d'un  tel  principe  à faciliter  boauconpia  forma- 
tion des  équations.  Généralitésupérieurc  des  équations^fl'crfiitielles. 

Exemples  des  relations  difrércnticllcs  propres  à latÈrorie  des  tan- 
gentes , à celle  des  quadratures , et  à celle  des  rectifications. 
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Imperfeclion  logique  de  U mëüiode  infinitcsimale.  Juilinoatiun 
directe  de  M>n  principe  fondamental  par  la  doctrine  de  Carnot  «nr  la 
ooinpensatiuii  néceMaire  des  eirenn.  Étrangeté  philoaophiqiie  d'une 
telle  justification. 

3*  Conception  de  Netvton  , d’où  mitkode  dej  limita  ou  det  Jluxiom. 
Kzposition  de  l'esprit  général  de  cette  méthode  sous  ces  deux  formes 
équiralentcs.  Principe  fondamental  des  ressources  nécessaires  quelle 
procure.  Application  à dirers  exemples. 

Rigueur  logique  d'une  telle  méthode.  Sa  moindre  aptitude  aux  re- 
cherches un  peu  difficiles. 

io  Conception  de  Lagrange  , d'où  mtikode  da  diriviet.  Explication 
fondamentale  de  cette  m^hode  et  des  notations  correspondantes. 
Exemple  des  ressources  quelle  peut  offrir.  Son  aptitude  beaucoup 
moinore  aux  questions  un  peu  difficiles. 

4*  Comparaiton  des  trots  conceptions.  Identité  fondamentale  ducoef- 
iielent  dilTérentiel , de  la  fluxion  et  de  la  dérirée.  Arantages  et  in- 
convénients respectifs  des  trois  méthodes  et  de  leurs  notations.  Néces- 
sité de  les  employer  concurremment  sans  s’astreindre  exclusivement  à . 
aucune.  Graves tumgers , mit  logiques,  soit  scientifiques,  inhérents 
aujourd'hui  à la  fusion  vicieuse  tentée  entre  elles  par  l'irrationnel  me-  , 
lange  des  notations. 

5’  Division  gèsUrale  de  tasuilj'se  transcendant f.  Distinction  fonda- 
mentale entre  les  deux  calculs  opposés  qui  la  composent.  Classifica- 
tion générale  des  questions  correspondantes , suivant  que  , par  leur 
nature , elles  n'exigent  que  le  calcul  différentiel , ou  qu  elles  dépen- 
dent seulement  du  calcul  intégral , ou  enfin  quelles  prescrivent  l'em- 
ploi successif  de  tous  deux.  Exemple  propre  a caractériser  chacun  de 
ces  trois  cas  généraux. 

Exposition  raisonnée  du  plan  général  propre  à ce  coma  de  calcul 
différentiel,  résumé  par  le  tableau  suivant  : * 

fl.  Des  lanctions  I l°'A  une  seule  variable.  ‘ 

cspliriies.  . . 1 A plusieurs  variables  indépendanlrs.  , 

■ •'{'I;^p"uT.urV"“'’!‘'- 

^ ‘ r t*'  SimulunéeSe  M6me  subUivUion. 

3.  Changement  de  variable  iadépendanle. 


2«  Appliealions  prio* 
lU  ■ 


ciùltft  de  ce  cal- 
cul 


i’' 

IQ-  } 


' ( 1.  Transformations  en  scHet. 

L'anal)se.  ] 2.  Théorie  des  luaxima  ot  minima. 

(3.  KralUsilion  des  symboles  indéterminés. 

I.  Theorj^des  tangentes. 

J.  Tbeorlei' 


9.  l4  gL^omé>  ) 
trie.  . . 


lift  la  courbure  des  courbe»  planes. 

3.  Tlicorie  As  courbes  à double  courbure. 

4.  Tbcorieden  plans  UngenU,  et  rlas»ement 
des  surfaces. 

5.  Théorie  de  la  cH>urbure  des  surracci. 


DlfTcrenUation  des  fondions  explicites  à une  seule  variable.  {2  leçons,) 

Diflerenlialious  des  sommes  et  diflerences.  Éliiniuatioa  spoalaiieo 
des  constantes. 

DiHerentiation  des  produits.  Extension  de  la  loi  à un  nombre  quel- 
conque de  facteurs. 

DiHoroutialigu  des  quotients  g soit  d'après  celle  des  produits,  soit 
directement* 
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DiKrenliatiun  liei  puimnce*  propremeat  dite* . «oit  directemaat , 
«oit  d'apré*  celle  de*  produit*.  Exteiition  de  la  loi  à tous  exposant*. 

Diflereiitiatiun  de*  expoiieiitielles.  Double  dcinunstraliuii.  Cas  spé- 
cial de  l'expoiieulielle  népérienne. 

DifTci-eutiation  de* logarithme* , soit  directement,  *oit  d'après  les 
exponentielles. 

DilTérentiation  des  fonction*  trigouométrique*  et  de*  fonction*  cir- 
culaiie*. 

. i*riuci|>e  subsidiaire  sur  la  difl'creoliatiou  générale  des  fonctions  de 
fonction . 

Exemples  de  la  différentiation  des  fonctions  composées. 

Différentiation*  *ucces*ires.  Notion  fondamenlale  relative  à la  va- 
riable indépendante.  Comparaison  générale  des  différentielle*  de  tou* 
le*  ordre*  aux  dérivée*  ou  aux  fluxion*  correspondante*. 

Différentielles  successives  de*  diverses  fonctions  simple*.  Cas  de  re- 
production des  fonctions  par  la  différentiation. 

DlfTérentiatiOD  des  fonctions  explicites  i plusieurs  variables.  (.3  leçons.  ) 

Exposition  précise  de  la  question  générale.  Distinction  fondamen- 
tale entre  le*  différentielles  partielles  et  la  différentielle  totale. 

Supériorité  naturelle  de  la  conception  de  l.«ibnitr.  sur  celle*  de 
Newton  et  de  Lapr.mge,  quant  à la  pluralité  des  vari.ibles.  Artifice  gé- 
néral pour  adapter  néanmoins  à ce  cas  la  méthode  des  fluxion*  et 
celle  des  dérivées. 

Notations  différentielles  propres  aux  fonetion*  de  plusieurs  va- 
riables. 

Principe  fumlamenlal  sur  la  loi  de  formation  de  1a  différentielle 
totale  d'apiés  le*  difféVentieilc*  partielles.  Démonstration  de  ce  prin- 
cipe , d'abord  p.nr  la  méthode  iniinilésimale,  et  ensuite  par  le*  deux 
autres.  • 

Nécessité  de  ce  priucipe  pour  différenlier,  en  quelques  cas,  les  fonc- 
tions même  d'une  seule  variable. 

Tliéorcme  général  sur  l’iuvei-sioil  des  différentiations  «uccessives. 
.Son  extension  totale  aux  différentielles  d’un  ordre  quelconque  rela- 
tives à un  nombre  quelconque  de  variables. 

Développement  de  la  différcnlielle  totale  du  second  ordre,  et  de 
tout  autre  , d'une  fonction  a d||ix  variables.  Extension  de  riiypolhèse 
fondamentale  sur  le  mode  d^c<  roissement  de  tonte  variable  indépen- 
dante. Loi  générale  d'un  tel  dcvcloppemeut.  soit  à posteriori , soit  sur- 
tout ù priori. 

Extension  de  cette  loi  à un  nombre  quelconque  de  variables.  For- 
mule de  la  multiplicité  des  dérivées  partielles  correspondantes. 

Différentiation  do*  fonctions  Implicites.  ( l leçon.) 

AppiCciatiun  générale  de  la  question.  .Sa  division  nécessaire  eu  deux 
cas,  ou  l'iinplicilé  présente  divers  degrés. 

i"  fax,  relatif  aux  fonctions  isolées,  en  n’y  sim^.int  d'abord 
qu'une  seule  variable.  Principe  fondamental  qui  ranffnc  leur  diffë- 
rculiation  à celle  des  fonetions  explicites  à deux  v.iriablcs.  Formule 
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{H>ur  le  premier  ordre.  Ezteneion  naturelle  de  ce  principe  à un  ordre 
quelconque.  Marche  préférable  enyen  le«  diflerentiations  fucoeMiee» 
pour  le*  déduire  gradaellement  de  la  première. 

Extension  directe  du  principe  général  aux  fonctions  de  plusieurs  va  - 
i i.ibles.  Appréciation  de cetto  pluralité  comme  ne  constituant,  au  fond, 
aucune  nouvelle  difficulté  propre  aux  différentiations  implicites. 

]•  cat,  relatif  aux  fonction*  simultanées,  à une  seule  variable  ou  à 
plusieurs.  Dernière  extension  spontanée  du  même  principe  fondamen- 
tal , mais  arec  une  complication  rapidement  croissante  des  formules 
de  différentiation  suivant  le  nombre  de*  fonctions  mêlée*. 

Transformation  des  coelBclents  différentiels . d’après  le  changement  de  variable 
Indépendante.  ( 1 Ufon.  ) 

Appréciation  générale  de  l'objet  propre  et  de  la  destination  essen- 
tielle de  cette  théorie  complémentaire , sans  laqnelle  les  lois  de  diffé- 
rentiation seraient  souvent  insufTisanles.  Sa  division  natnrelle  en  deux 
cas  généraux. 

I*  Une  seule  variable.  Formule  fondamentale  pour  la  transforma- 
tion de  la  première  dérivée.  Appréciation  générale  du  mode  néces- 
saire de  définition  de  chaque  changement  de  variable. 

Formules  de  transformation  pour  les  ordres  supérieurs , obtenue* , 
suit  par  l'extension  directe  du  même  principe , suit , plus  simplement, 
comme  conséqueuces  de  la  loi  relative  au  premier  ordre. 

Application  à divers  exemples,  et  surtout  à l'inversion  des  va- 
riables, à la  substitution  de  l'arc  d'une  courbe  plane  au  lieu  de  son 
abscisse,  enfin  au  passage  différentiel  des  coordonnées  rectilignes  aux 
c<>ordonnées  polaires. 

s®  P/urieurr  Différence  essentielle  de  ce  cas  avec  le  pré- 

cédent. Extension  général»  dn  principe  fondamental  à ce  genre  plus 
compliqué  de  transformations  différentielles. 

Formules  pour  le  premier  ordre  à l'égard  des  fonctions  h deux  va- 
riables. Marche  à suivrç  envers  les  ordres  supérieurs  , quel  que  soit  le 
iiombre  des  variables. 

Application  au  passage  différentiel  des  coordonnées  rocliligoes  aux 
coiirdonnées  polaires  dans  l'espace. 


AH’LICATIONS  ANALYTIQUES  DU  GVLCUL  DIFFÉRENTIEL. 

1°  Développement  des  fonctions  en  séries.  (J  leçons.) 

Aptiliiile  spontanée  des  considérations  différentielles  à perfection- 
ner les  transformations  analytiques. 

Démonstration  de  la  série  fondamentale  dite  de  Taylor. 

^•ric  générale  de  Maclaurin  ou  Stirling,  obtenue,  soit  d'après  la 
précédent^^oit  directement.  Fossibilité  d'en  déduire  convenable- 
ment l'ad^iérie  Appréciation  do  la  deslin.ation  essentielle  de  cha- 
cune d'elles. 

3S 
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Série  ^éncralo  de  Jean  Bemonilli.  Indication  de  son  origine  pro- 
pre , et  de  sa  principale  destination. 

UMge*  de  cea  diTertea  séries  générales,  et  snrloutde  celle  de  Mac- 
lanrin , pour  obtenir  uniformément  les  principaux  déreloppemenls 
antérieurs , do  (i  -|-x)  »,  a ■,  / ( i x),  sin  r,  cos  x,  et  arc  (tang  = x). 
Remarque  sur  ce  dernier  cas. 

Inconrénient  fondamental  d'un  tel  mode  de  développement  : exem- 
ple caractéristique  pour  arc  (sin  = x). 

Conception  de  Lagrange  pour  perfectionner  l'emploi  général  des 
dérivées  dans  les  transformations  en  séries.  Application  de  cette  mé- 
thode supérieure  à toutes  les  fonctions  déjà  considérées,  et  surtout 
aux  deux  fonctions  circulaires. 

Eixleiision  capitale  d'une  telle  méthode  aux  fonctions  implicites. 
Série  générale  de  Lagrange  pour  l'équation  z = 

Nécessité  d a^andir,  en  certains  cas , le  champ  des  transibrniations 
en  séries,  par  l'introduction  de  nouveaux  élémeula.  Exemples  relatifs 
a *.  et  surtout  à log  (tang  x1.  Indication  des  théorèmes  ne  disconti- 
nuité émanés  de  cette  dernière  transformation. 

Extension  générale  des  séries  de  Taylor  et  de  Maclaurin  aux  fonc- 
tious  de  plusienrs  variables.  Reproduction  naturelle  du  théorème  do 
.Nicolas  Bernouilli  sur  l'inversion  des  différentiatious  successives. 

3°  Théorie  générale  des  œaxlma  cl  mlnima.  {i  leçons. ) 

Position  générale  de  la  question  ^ définition  exacte  du  maximum  et 
du  minimum.  Appréciation  préalable  de  l'ensemble  des  ressources 
trop  bornées  que  présente,  û cet  égard,  l'analyse  ordinaire. 

Aptitude  spontanée  de  l'analyse  transcendante  à de  telles  détermi- 
nations. Caractère  fondamental  de  l'état  maximum  on  minimum. 

Exposition  complète  de  cette  théorie  pour  les  fonctions  d'une  seule 
variable  : examen  des  cas  exceptionnels.  Appréciation  finale  de  l'en- 
semble de  la  méthode.  Divers  exemples  de  sou  application. 

Extension  spontanée  du  caractère  fondamental  aux  fonctions  de 
plusieurs  variables  indépendantes. 

Artifice  analytique  pour  la  réduction  générale  de  ce  casau  précédent , 
Exposition  complète  de  la  méthode  qui  en  résulte.  Examen  des  carac- 
tères accessoires  du  second  ordre  qui  compliquent  alors  la  condition 
principale.  Applications  diverses. 

Appréciation  générale  du  cas  où  les  différentes  variables  deviennent 
subordonnées  entre  elles.  Règle  analytique  très-remarquable  pour 
ramener  toujours  çes  maxima  conditionnels  à des  maxima  incondi- 
tionnels. Diverses  applications. 

3"  Évaluation  générale  des  symboles  indéterminés.  (1  leçon.) 

Position  générale  de  la  question.  Enumération  essentielle,  et  équi- 
valence nécessaire  des  divers  symboles  d'indétermination. 

.Appréciation  préalable  des  ressources  insuffisantes  de  l'analyse  ordi- 
iiaire  pour  do  telles  évaluations.  ^ÊÊjf 

.Aptitude  naturelle  de  l'analyse  transcendante  à de  paicillcs  déter- 
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tiiinationf.  Donble  démoostratian,  analytique  et  gëoittétriqtw,  delà 
règle  fondaraenlale  envers  le  symbole  principal 

Extension  de  celte  méthode  à tons  les  autres  symboles  d'indétermii 
nation. 

Indication  des  cas  où  la  méthode  échoue  nécessairement.  Évaluation 
de  quelques  formules  semblables. 


APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

1*  Théorie  des  tangentes  aux  courbes  planes.  {i  leçons.  ) 

Formule  fondamentale  pour  la  théorie  rectiligne  des  tangentes. 
Double  liaison  générale  de  cette  théorie  avec  celle  des  maxima. 

Application  à la  courbe  algébrique  dont  la  somme  (on  toute  autre 
fonction  ) des  distances  de  chaque  point  à divers  points  fixes  demeure 
constante  : construction  très-remarquable  que  Leibnitz  en  a tirée. 

Applications  spéciales  à la  logarithmique  et  à la  cycloïde. 

Formule  générale  pour  la  théorie  polaire  des  tangentes , obtenue , 
soit  directement,  soit  d'après  la  formule  rectiligne. 

Applications  spéciales  aux  spirales  d’Archimède  et  de  Jacques  Ber- 
nonilli. 

Théorie  des  asymptotes  . d'abord  en  coordonnées  rectilignes  , puis 
en  coordonnées  polaires.  Diverses  applications. 

Théorie  générale  des  points  d'inllexion  , d'après  la  considération 
des  tangentes  ; principal  caractère  analytùpie  de  ces  points. 

Théorie  des  points  multiples  , et  par  suite,  des  points  conjugues  , des 
points  saillants , et  des  points  d'arrêt: 

. 3s  Théorie  de  la  courbure  des  courbes  planes.  ( 5 leçons.) 

Appréciation  générale  de  l'objet  propre , de  la  haute  importance,  et 
de  la  difiiculté  supérieure  d'une  telle  recherche. 

Première  notion  fondamentale,  propre  à constituer  la  théorie 
mathématique  de  la  courbure,  d'après  ridée  de Jlexion, 

Seconde  notion  fondamentale,  susceptible  de  la  même  destination, 
d'après  la  conception  du  cercle  osculateur. 

Identité  nécessaire  de  ces  deux  méthodes  géométriques.  Introduc- 
tion spontanée  de  l'analyse  dilférentielle  dans  leur  formulation. 

Formules  générales  du  rayon  , et  par  suite  du  centre , de  cour- 
bure , d'après  la  première  méthode. 

Formules  générales  du  centre,  et  par  suite  du  rayon  , de  courbure, 
d'après  la  seconde  méthode. 

Notion  générale  de  la  développée  , envisagée  comme  complétant  et 
perfectionnant  la  théorie  mathématique  de  la  courbure.  Propriétés 
fondamentales  de  cette  courbe  auxiliaire.  Formation  de  son  équation 
d'après  celle  de  la  courbe  primitive. 

Applical^Hjbla  développée  de  la  parabole  ordinaire.  Indication  et 
appréciation  , a celle  occasion  , du  mode  suivant  lequel  l.s  théorie  des 


s 

» 
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«lévelopptie»  deviendrait,  en  certains  cas,  accessible  à l’aiiaWse ordi- 
naire. 

Application  de  la  théorie  de  la  coui  bure  à l'ellipse  et  k rhyiKjrljolc. 
Indication  de  son  usage  pour  la  mesure  de  l'aplatissement  de  la  terre. 

Courbure  de  la  cycin'ide  ordinaire.  Nature  remarquable  de  sa  déve- 
loppëe.  Réaction  d une  telle  connaissance  sur  la  rectification  de  la 
cycloide.  Aperçu  spontané  de  sa  principale  propriété  dynamique, 
d après  le  principe  spécial  d'Huyghens. 

Formule  générale  pour  la  théorie  polaire  de  la  courbure,  obtenue , 
soit  directement , soit  d'après  la  formule  rectiligne. 

Applications  spéciales  aux  spirales  d'Arcbimede  et  de  Bernouilli. 
Notion  remarquable  qui  en  résulte  pinir  la  développée  de  la  spirale 
logarithnnque  , et  d'ou  suit  la  rectiljcation  de  cette  courbe. 

Considérations  générales  sur  la  recherche  inverse  des  dévelop- 
panles  par  les  développées.  Exemple  exccptiminel  relatif  au  cercle , 
et  caractérisant  les  cas  ou  cette  question,  quoique  naturellement  du 
ressort  du  calcul  intégral,  devient  quelquefois  accessible  au  seul  calcul 
diflércntiel. 

Théorie  des  cautiiqu'et . Son  analogie  fondamentale  avec  relie  des 
développées.  Formules  pnurla  recherche  des  caustiques  par  rcficxion, 
dans  le  seul  cas  du  parallélisme  des  rayons  incidents.  Indication  des 
caustiques  par  réfraction. 

Théorie  générale  de  Leibnitz  sur  les  courbes  enveloppes.  Application 
à divers  exemples. 

Méthode  générale  de  Lagrange  [jour  former  un  système  de  courbes 
su^ptible  d'une  enveloppe  donnée.  Appréciation,  analytique  et  géo- 
métrique , de  la  vraie  subordination  des  enveloppées  à î'cnveloppe. 

Théorie  fundamcutale  de  Lagrange  sur  les  divers  degrés  de  contact 
des  courbes  planes.  Caractères , d'abord  analytiques,  puis  géométri- 
ques, des  différents  contacts.  Fixation  du  genre  d’oscululton  propre  à 
chaque  espece  de  courbes. 

Application  générale  de  la  théorie  précédente  à l'étude  mathémati- 
que de  la  courbure.  Limitation  naturelle  d'une  telle  comparaison  à la 
notion  du  cercle  osculateur.  Reproduction  spontanée  des  formules  an- 
térieures, et  vériBcation  analytique  des  propriétés  générales  do  la 
développée. 

Indication  d'une  nouvelle  classe  de  points  singuliers  où  le  cercle 
oscillateur  a un  contact  du  troisième  ordre  avec  la  courbe  proposée. 
Comparaison  générale  de  ces  points  à ceux  de  moindre  ou  plus  grande 
courbure. 

Caractères  analytiques,  rectilignes  ou  polaires,  des  points  de  re- 
hroussement.  Reproduction  analogue  des  caractères  propres  aux  in- 
flexions. 

Application  de  l'ensemble  de  la  géométrie  différentielle  à la  discus- 
sion perfectionnée  des  courbes  planes,  surtout  transcendantes.  Exem- 

■ . 

pies  relatifs  aux  courbes _>-  = jr/x,  = cos  , 


tangx 

X = 1 r = * cos  X. 

X 
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3»  Tlitforie  ücs  courbes  3 double  courbure.  ( 3 lefont.  ) 

Théorie  des  tangentes  à ces  courbes,  soit  d'après  les  courbes  planes, 
soit  directement.  Applications  à l'hélice,  et  à 1 épicycloïde  sphérique. 

Théorie  fondamentale  du  plan  oieulateur.  Diverses  formes  de  son 
équation  ]générale.  Applicftion  à l'hélice. 

Théorie  générale  de  la  courbure  ordinaire,  on  dey7carion.  Recher- 
che analytique  du  cercle  osculateur. 

Etablissement  direct  des  formules  générales  pour  la  grandeur  et  la 
direction  du  premier  rayon  de  courbure.  Diverses  formes  dont  elles 
sont  susceptibles.  Application  à l'hélice. 

Théorie  générale  de  la  seconde  courbure,  ou  de  torsion.  Sa  source 
naturelle  dans  la  notion  du  plan  osculateur.  Formule  du  raj-on  corres- 
pondant. Application  à l'hélice. 

Nouvelle  conception  sur  la  théorie  de  la  seconde  courbure  d'après 
la  notion  de  la  sphère  osculalrice  ; comparaison  des  deux  méthodes  ; 
identité  nécessaire  de  leurs  résultats.  Condensation  possible  de  toute 
la  théorie  des  deux  courbures  autour  des  seules  notions  du  plan  oscu- 
latenr  et  de  la  sphère  oscniatrice.  Recherche  analytique  de  celle-ci. 

Extension  générale  de  la  théorie  fondamentale  des  contacts  curvili- 
gnes aux  courbes  à double  courbure. 

Comparaison  d'une  courbe  quelconque  à l'hélice  osculatrice.  Nouvel 
aspect  correspondant  pour  l'ensemble  de  la  théorie  de  la  courbure 
des  lignes  non  planes.  Recherche  analytique  de  cette  hélice.  Appré- 
ciation finale  de  cette  conception. 


A°  Théorie  des  plans  tangents,  et  classement  rationnel  des  surfaces,  (ileçonê.) 

Equation  générale  du  plan  tangent,  d'après  sa  définition  infinitési- 
male. Deuxième  mode  do  formation,  d'après  le  lieu  des  tangentes 
menées  à une  surface  en  chacun  de  ses  points.  Troisième  mode,  d'a- 
près la  propriété  de  minimum  de  la  normale. 

Flan  tangent  parallèle  à un  plan  donné,  ou  contenant  une  droite 
donnée.  Plan  tangent  commun  à trois  surfaces  données. 

Conception  fondamentale  de  Monge  sur  l'application  naturelle  de 
la  théorie  des  plans  tangents  au  perfectionnement  général  de  la  géo- 
métrie comparée  par  l'établissement  direct  de  types  différentiels , in- 
dépendants de  toute  fonction  arbitraire,  pour  caractériser  chaque 
famille  de  surfaces.  Correspondance  analytique  de  ces  nouvelles  équa- 
tions collectives  aux  types  finis  antérieurement  introduits. 

Application  de  ces  principes  aux  familles  géométriques  déjà  étudiées 
par  I analyse  ordinaire. 

Equation  différentielle  propre  à caractériser  toutes  les  surfaces  dé- 
veloppables. 

Théorie  fondamentale  de  Monge  sur  les  surfaces  enveloppes.  Diffé- 
rences nécessaires , analytiques  et  géométriques,  de  cette  notion  avec 
celle  relative  aux  courbes. 

Considérations  générales  sur  la  formation  des  familles  géométri- 
ques d'après  cette  nouvelle  idée  mère,  qui  condense  à un  degré  supé- 
rieur touteHiS  comparaisons  antérieures. 

Développement  analytique  de  cette  théorie  dans  le  seul  ras  de  deux 
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paramétres  rariablet.  Mode  de  formation  de  l'équation  diiTérentielie 
propre  à chaque  famille. 

Application  spéciale  anx  direnes  familles  antérienres  et  à la  théorie 
des  tnyauz  dont  l'axe  est  plan. 

Théorie  de  la  courbure  des  rarfaccs.  ( 3 tepoM.) 

Théorie  générale  des  divers  contacts  des  surfaces.  Sa  différence 
essentielle  avec  celle  des  contacts  curvilignes. 

Application  de  cette  théorie  à l'étude  do  la  courbure  des  surfaces  , 
réduite  à leur  comparaison  avec  la  sphère.  Défaut  radical  d'équiva- 
lence entre  l'office  géométrique  de  la  sphère  oscniatrice  et  celui  du 
cercle  osculateur.  Nécessité  correspondante  d'étudier,  en  chaque  point 
d'nne  surface  quelconque , une  infinité  de  rayons  de  courbure. 

Formule  générale  du  rayon  de  courbure  de  tonte  section  normale. 
Détermination  des  deux  rayons  principaux. 

Reproduction  spontanée  du  caractère  différeutiel  des  surfaces  dé- 
' veloppables. 

Théorie  d'Euler  >sur  la  marche  générale  des  rayons  de  courbure 
normaux , résumée  par  une  construction  remarquable.  Discussion  des 
cas  où  la  courbe  correspondante  est  elliptique,  hyperbolique,  ou  para- 
bolique. Appréciation  d'une  prétendue  indicatrice. 

Théorème  complémentaire  de  Meunier  sur  la  courbure  des  sections 
obliques. 

Application  de  ces  diverses  notions  à quelques  exemples , et  surtout 
à la  surface  s = xjr. 

Définition  générale  des  lignes  de  courbure.  Exposition  analytique  de 
la  théorie  de  Mouge  à ce  sujet.  Importance  de  cette  détermination 
pour  perfectionner  l'ensemble  de  l'etttdc  de  la  courbure  de  chaque 
surface. 

Indication  directe  et  spéciale  des  lignes  de  courbure  propres  aux 
familles  las  plus  usuelles. 

Recherche  de  la  surface  qui  contient  les  centres  de  courbure  de 
toutes  Im  sections  principales. 

Théorie  générale  des  lignes  de  plus  grande  pente.  Leur  relation  né- 
cessaire aux  lignes  de  niveau.  Détermination  spéciale  des  lignes  de 
faite.  Application  de  cette  théorie  à la  surface  z — xr. 
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